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Marsusuira, §.-I. 
Math. Annalen, Bd. 137, S. 1—8 (1959) 


Zur Theorie der nichtkommutativen Verbinde. I 


Von 
SHIN-IcHI MATSUSHITA in Osaka 


Einleitung 


In einer friiheren Arbeit’) habe ich die Grundlagen der Theorie der nicht« 
kommutativen Verbinde (Quasiverbiinde) entwickelt*). In der nun vor- 
liegenden Arbeit soll einerseits auf Einzelheiten der Beweisfiihrung eingegangen, 
andererseits die Theorie ausgebaut werden. P. Jornpan hat im Hinblick auf 
Anwendungen in der theoretischen Physik an anderer Stelle eine nicht- 
kommutative Verallgemeinerung des Verbandsbegriffes (,,Schriigverband“) an- 
geregt*) und zusammen mit einigen Mitarbeitern interessante Untersuchungen 
iiber solche Schragverbinde veréffentlicht*). Man kann nun leicht zeigen, 
daB unter geeignet starkeren Voraussetzungen ein Quasiverband zu einem 
Schragverband im Sinne von P. Jorpan wird. 

Die vorliegende Arbeit zerfallt in zwei Teile: Der erste ist allgemeinen 
Untersuchungen gewidmet, die den algebraischen Eigenschaften der Quasi- 
verbainde gelten. Gegenstand des zweiten Teiles bildet die Strukturtheorie 
spezieller Quasiverbinde, die ,,reguldre Quasiverbinde heiBen sollen. 

Bevor wir aber auf diese Dinge eingehen, sei an die Definition des Quasi- 
verbandes erinnert. 

Zunachst sei % ein algebraisches System mit den assoziativen Ver- 
kniipfungen *,0,... (kurz: ein (*,0,...)-A.S8.) Eine Relation < in & heiBt 
eine links- bzw. rechtsseitige *-Ordnung von 2, wenn die folgenden drei Be- 
dingungen erfillt sind: 

I) 2< 2; aus x< yund y< 2 folgt z= y. 
II) Aus z < y und y < z folgt x < z. 

III) Aus z< y folgta*zx<a*y bzw. r*a< y*a fiir jedes a aus A. 

Eine links- bzw. rechtsseitige *-Ordnung von % heiBt insbesondere eine 
links- bzw. rechtsseitige (L, *)-Ordnufg, wenn sie auBerdem der nachfolgenden 
Bedingung geniigt: 

IV) Es ist x< x*a bzw. x<a*~z fir alle Paare z,a aus Y. 

Zwei Ordnungen < und < heiBen reziprok (oder dual), wenn a< xz 
und 2 <a Adquivalent sind. 


1) Ich erlaube mir, Herrn Dr. F. Kiers-Barmen meinen herzlichsten Dank fiir seine 
freundschaftliche Gesinnung und giitige Unterstiitzung bei der Abfassung dieser Arbeit 
auszudriicken. 

*) Matsusuita [9]. 

*) Jorpan [2, 3]. 

*) Jonpan-Wrrrt [4], Jonpan-Béce [5]. 
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Mit diesen Vorbereitungen gehen wir an die Definition des Quasiverbandes: 

Ein Quasiverband ist ein (*,0)-A.S.Y, das die folgenden Forderungen 
erfullt : 

1) a*a=a,a0a=a fir alle a aus OY. 

2) In & ist eine links- oder rechtsseitige (L, *)-Ordnung und ebenso eine 
links- oder rechtsseitige (Z,o)-Ordnung definiert. 

3) Die beiden unter 2) geforderten Ordnungen sind reziprok‘). 

Wir werden im folgenden verschiedene Typen von Quasiverbinden be- 
trachten, die so definiert sind: Der Quasiverband % heiBe vom Typus (I, /) 
bzw. (l,r),..., wenn in ihm eine linksseitige (L,*)- und eine linksseitige 
(L,0)-Ordnung (bzw. eine linksseitige (LZ, *)- und eine rechtsseitige (L,0)- 
Ordnung, . . .) definiert und reziprok sind. Ein Verband ist nun nichts anderes 
als ein kommutativer Quasiverband. Es sei hier noch betont, daB wohl die 
beiden Ordnungen eines Verbandes eindeutig durch die algebraische Struktur 
bestimmt sind, die (Z,*)- und (Z,o)-Ordnungen eines Quasiverbandes im 
allgemeinen jedoch nicht). 


gi 
1. Der Untersuchung der Quasiverbande seien einige Hilfssitze voraus- 
geschickt. 
Satz 1: Hin idempotentes System AU mit der Verkniipfung * besitzt genau 
dann mindestens eine links- bzw. rechtsseitige (L, *)-Ordnung, wenn fiir alle 
Paare (x, a) von Elementen aus % gilt: 


A) r*a=xearexr bew.at*x=xtatez. 


Beweis: Die Bedingung ist notwendig. Es sei nimlich < eine linksseitige 
(ZL, *)-Ordnung von 2%. Dann ist z < x * a fiir alle x und a aus M, insbesondere 
also r*a<a2*a*za. Es gilt also: 7r< r*a< r*a* xz. 

Andererseits ergibt x < x * a mit der Idempotenz von *: 


reatzr<r*eatxreta=—xr*a. 


Somit ist s *a = x *a* z fir alle z und a aus . 

Die Bedingung ist auch hinreichend. Ist sie namlich erfillt, so kann man 
eine linksseitige (L, *)-Ordnung definieren durch die Festsetzung: xz < y gelte 
genau dann, wenn y = x*a mit einem geeigneten a gilt. Wir zeigen nun, 
daB I)—IV) erfiillt sind: 

I) Aus a*a=a folgt zunichst a<a. Dann sei a < x und gleichzeitig 
a <a. Es existieren nach Definition ¢ und s in A, so daB x = a*tunda=2x*8 
ist. Das ergibt a=atit*s=(x*s)*#t*#s=xe(sti*s)=—xeset=x 
wegen Bedingung A). 

Il) Aus y= a2*t und z= y*s folgt z=(x*t)*s= 2+ (t*8); das be- 
deutet aber: aus x < y und y < z folgt x < z. 








5) Die Operationen * und © entsprechen den Operationen \/ und /\ der gewéhnlichen 
Verbandstheorie. 
*) Zum Verbandbegriff siehe BrrkxorFr [1]. 
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III) Ist y= 2*¢ und s beliebig, so ist s * y = (s * x) #t; das heiBt aber 
gerade, daB mit z< y auch s*#2<s8* y fiir alle s aus & gilt. 

IV) Die letzte Bedingung ist trivialerweise erfillt. 

Der Beweis verlauft offensichtlich analog fir rechtsseitige (L, *)-Ordnungen, 

Wir bezeichnen von nun an ein algebraisches System 2% mit. den Ver- 
knipfungen #,0,... (d. h. ein (#,0,.. .)-A.S.) mit A(*,0,...). Aus Satz 1 
folgt sofort : 

Korollar 1: Wenn ein idempotentes System U(*) eine zweiseitige (L, *)- 
Ordnung besitzt, so ist es kommutativ’). 

Korollar 2: Es sei U(*) ein (*)-A.S. mit Hinselemente(d.h.etx=zee=2 
fiir jedes x aus A). Fiir die Existenz mindestens einer links- bzw. rechtsseitigen 
(L, *)-Ordnung ist notwendig und hinreichend, daf 


z2*a=xeaez bew.a*xr=x*a*x 


fiir alle x und a aus A(*) gelte. 

Die Ordnung < auf 2(*) heiBe stdrker als < und < schwiicher als <, wenn 
aus a < b folgt a < b fiir alle a,b aus A(*). Die im Beweis von Satz 1 kon- 
struierte Ordnung < (in der a < z genau dann gilt, wenn es ein ¢ gibt, so 
daB x = a *t ist) ist dann die schwéichste (L, *)-Ordnung von %. Sei némlich < 
irgend eine (L, *)-Ordnung von &. Ist a < 2, so gibt es ein t, so daB zx =a #t. 
Bedingung IV) ergibt dann a < a*t, d.h. a < z. 

Ist < irgend eine (L, *)-Ordnung eines idempotenten Systems, so folgt 
aus a < x stets x= x*a. Aus a < z folgt namlich nach ITI) 


zrea<zxr*ezr=2, 


Andererseits ist nach IV) immer z < z * a, also folgt x = x * a. 
Definiert man nun eine Relation a < b so: 


B) a <b bedeutet b=b*a, 


so ist diese Relation nach dem eben Bewiesenen starker als jede (L, *)- 
Ordnung <. Wenn also a < 6b eine (L, *)-Ordnung ist, so ist sie die stérkste 
(LZ, *)-Ordnung. Die eben definierte Relation a < } ist aber nur dann eine 
(L, *)-Ordnung, wenn das System idempotent und kommutativ ist. Das be- 
weist man so: 

a) 2(*) sei idempotent und kommutativ. 

I) Aus der Idempotenz und der Definition B) folgt x< 2. Aus r< y 
und y < 2,d.h. aus y= y* x und z= z# y folgt wegen der Kommutativitat 
Em y. 

Il) Aus z<y und y<z, dh. y= y*e2 und z=z*y folgt z=z*y 
=z*y*2=2* 2, also x < z. 

Ill) Seiz<y,d.h.y=y*z. Dannfolgtaty=aty*x=atatyee 
=(a*y)*(a* 2), alsoa*z<aty. 

IV) Man hat r*#a=2*27*a=2*a%27,0d.h. xr< 2*¥4. 








7) Das heiBt, ein Halbverband von F. Kiet; vgl. Kiers-Barmen [7, 8]. 
1* 
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b) Nun sei die durch B) definierte Relation < eine linksseitige (L, *)- 
Ordnung. Wegen I) ist x< 2, d.h. x= 2*2. Wir zeigen zunichst, daB < 
gleichzeitig eine rechtsseitige (L, *)-Ordnung ist. Aus x< y oder y= y* x 
folgt namlich 


yta=yrtaty=—yrtaty*z 


=ytatytatz wegen A) 
=ytaty*tatxrta wegen A) 
= (y*a)*(x*a) wegen der Idempotenz 


d.h.z*a<y*a. 
Ferner ist wegen der Idempotenz 


at*zx=a*zx*z, also r<aty. 


Damit ist gezeigt, daB < eine zweiseitige (L, *)-Ordnung ist. Aus a < a* z, 
x<a*zfolgtxr*a<a*x*a=a*z. Somit ist 


rea=a*rz; 


das System ist also kommutativ. In einem kommutativen System fallen 
die schwiachste und die starkste (L, *)-Ordnung miteinander zusammen. Aus 
x= 2x*a folgt dann namlich z = a* z, also x =a*t mitt = z. 

Damit haben wir ' 

Korollar 3. Dann und nur dann ist ein System U(*) idempotent und 
kommutativ, wenn die durch x= x*a definierte Relation a < x eine (L, *)- 
Ordnung ist. Sie ist dann die einzige linksseitige (L, *)-Ordnung und gleich- 
zeitig die einzige rechtsseitige (L, *)-Ordnung von A(*). 

2. Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zur Untersuchung der Quasi- 
verbande iiber. 

Satz 2. Ist ein Quasiverband A(*,0) vom Typus (l,l), (l,r), (r,l) oder 
(r, r), 80 gelten jeweils die Beziehungen A), B), C) oder D): 


A) a*(a02z)=a=a0 (a*#2). 
B) a*(xroa)=a=(a* z)oa. 
C) (a02z)*a=a=a0 (xr*a). 
D) (roa)*a=a=(reta)oa. 


Beweis. Wenn 2(*,0) vom Typus (i, l) ist, gilt aoxr<a und a<a*z. 
Daraus folgt wegen III) a* (ao z)<a*a=a und a=aoa< ao (a* 2). 
Andererseits ist wegen IV) a<a*(do zx) und ao (a*2z)<a. Also folgt 
wegen II) a=a*(ao z) und a=ao (a* z). Die Identitaéten B), C) und D) 
sind ebenfalls erfillt, womit alles bewiesen ist. 

Die obigen Beziehungen A), B), C) und D) heiBen die bzw. (i, l)-, (I, r)-, 
(r, l)- und (r, r)-Gesetze der Absorption. 

Zusatz. Aus A), B), C) oder D) in Satz 2 folgen x* x= 2 und ro xr= 2. 

Wir definieren jetzt die links- bzw. rechtsseitige regulire *-Ordnung von 
A(*), woa*ta=aundatx=—at*xea bzw. r*a=a2* zea: 
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C) a < b bedeutet b= ab bzew.b=b*a. 

Ohne Schwierigkeit beweist man nun den 

Hilfssatz 1. Die links- bzw. rechtsseitige regulire *-Ordnung ist eine links- 
bzw. rechtsseitige (L, *)-Ordnung von 2(*). Dabei gilt fiir x< y 

y= rey=—yrz. 

In der Tat: Die Reflexivitét und die Transitivitaét in bezug auf < sind 
klar. Ausz=a*2z,a=2x*afolgtr=a*r=at*r*a=ata= a. 

Fir a < z und jedest istt®#xr=teaezr=—teatter, dht*x<t#a. 
Ferner ista*zx=—at*a*2z,d.ha<a*z. 

Also ist diese eine linksseitige (L, *)-Ordnung von 2(*). 

Sei a < z in bezug auf diese Ordnung. Dann ist 


a<rtacxre*ex=2,dah r=2ra, 
andererseits ist nach Definition x = a * z, also 
r=xr*a=at*ez. 


Entsprechendes gilt fiir die rechtsseitige regulare *-Ordnung von 2(*). 

Ein Quasiverband 2(#,0) heiBt ein reguliéirer Quasiverband, wenn seine 
zwei zueinander reziproken Ordnungen die regularen Ordnungen sind. 

In Fig. 1 ist ein Beispiel eines einfachen reguliren (nichtkommutativen) 
Quasiverbandes gezeichnet. (A > B bedeutet A < B). 


if oe 
z=yob a=boy 
Fig. 1 


Ein gewoéhnlicher Verband ist ein regulirer Quasiverband. Auch sonst 
spielen die reguliren Quasiverbainde in der Theorie der Quasiverbinde ein 
wichtige Rolle. Denn es kommt wie im Fall des Verbandes nur auf die alge- 
braischen Eigenschaften, nicht auf die Konstruktion der Ordnungen an. Um 
das einzusehen, definieren wir: (u, v) = u * (uo v), (u, v)’= wo (u*v). Ferner 
bedeute (wu, 'v)* bzw. (u, v)° die Vertauschung der linken mit der rechten Seite 
von * bzw. 0; z. B. (u, v)*°= ((wo v) # u)°= (vo u) * u. 

Dann ist: 

a) (u, v) = (u, v)**= (u, v)°°= (u, v)”, 

b) (u, v)*°= (u, v)°*, (u, v)*’= (u, v)’*, (u, v)’= (u, v)’°. 

c) In einem Quasiverband ist (u, u) = (u, u)’= u. 

Satz 3. In einem reguliren Quasiverband sind die in Satz 2 angegebenen 
Relationen identisch fiir u < v oder v < u; 


u = (u, v) = (u, v)’= (u, v)*= (u, v)° 


= (u, v)’*= (u, v)’ ous (u, v)* ome (u, v)'* F 
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Satz 4. Hs sei A(*,0) ein algebraisches System, das eine der folgenden 


-Eigenschaften besitzt: 
i) atetz=at*zea und aoxr=aoroa, 
ii) atetzx=at*ext*a und xroa=aozroa, 
iii) zr*a=aexta und aoxr=aozroa, 
iv) z*a=a*xta und roa=aozoa. 


Dann sind die folgenden Bedingungen einander dquivalent : 
a) U(*,0) bildet einen reguliren Quasiverband. 


B) Fiir jedes u, v gilt bzw. 


i) (u, v) —= (u, v)'= t= (u, v)’ " 

ii) (u, v)°= (u, v)'°= u = (u, v)’, 
iii) (u, v)*= (u, v)’*= u = (u, v)'*°, 
iv) (u, v)*°= (u, v)’*°= uw = (u, v)’*. 


y) Fiir jedes u, v gilt 


u*tu=uou=u 


und bzw. 
i) (u, v) = u = (u, v)’°, 
ii) (u, v)°= u = (u, v)’. 
iii) (u, v)*= wu = (u, v)'*°, 
iv) (u, v)*°= u = (u, v)'*. 
6) Fiir jedes a gilt a*a=a. Ferner sind immer die folgenden zwei Be- 
dingungen zueinander dquivalent : 
i) s*t=t und tos=s, 
ii) s*t=t und sot=s, 
iii) t*s=t und tos=s, 
iv) t*s=t und sot=s. 


Beweis von i). Wir zeigenin «a 


oF utr oe 
a a a 


a) 


Fig. 2 


a) > B): Ist 2(*,0) ein regularer Quasiverband, so gilt 


zr=—zr*a=—a*z, 


a@a=2z70a=a02 


fira< 2. Wegena<a*z2z= 2a ist (a, x)'°= (a, z)'=a. Die erste Hilfte 


ist nach Satz 2 von vornherein klar. 


B)> y): a*a=a und aoa =a folgen leicht aus £), wenn man in der 
ersten Identitat von #) das Element v erstens durch u * v, zweitens durch uo v 


ersetzt. 


y) >a): Es gilt a = (a, z)'°= zoa fiir a< z in bezug auf die regulare 
*-Ordnung. Hieraus laBt sich schlieBen, da8 die linksseitige regulare o-Ordnung 


zu dieser *-Ordnung reziprok ist, 
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a) = y) ist klar. Folglich sind diese vier Aussagen in der Tat gleich- 
bedeutend. 

Die Faille ii), iii), iv) kénnen analog behandelt werden. Damit sind alle 
unsere Behauptungen bewiesen. 

3. Man kann jetzt zur Definition des Quasiverbands ohne den Begriff 
der Ordnung gelangen: Nach Satz 4 und dem spiter angegebenen Satz 7 
gibt es davon sechs, und zwar im wesentlichen zwei Arten. Die beiden wich- 
tigsten Arten entsprechen den Verbandsdefinitionen von G. Brrknorr und 
von F. Kiem. 

Satz 5. Ein reguliérer Quasiverband ist ein algebraisches System mit den 
Verkniipfungen *, 0 und den folgenden Eigenschajten: Fiir alle x, a ist 


rt¥a=r*tatez 


zrOa=2x0a02z Uu. (a, x) =(a, z)’ 


= (a, x)’°=a : Typus (i, 2), 
aox=x0aoz u. (a, z)°=(a, z)’° 
= (a, z)'=a : Typus [I,r], 





at*z=xrta*z 
zOa=xo0aoz u. (a, x)*= (a, x)'* 


= (a, z)’*°=a : Typus [r, 1), 
aox=aozroa u. (a, 2)°*= (a, z)’*° 
= (a, z)'*=a : Typus [r,r). 


Bemerkung: Unter + verstehen wir ,,A oder B“. 


Korollar. (Definition von G. Brrxuorr®)). Hin Verband ist ein alge- 
braisches System mit den Verkniipfungen *,0 (oder , 7) und den beiden 
folgenden Eigenschaften: Fiir jedes x, a ist 

i) a*(a0o xz) =a=a0 (a*#2), 

ili) a*z2=2%a, aOx=2z04a. 

Satz 6. Hin regulirer Quasiverband ist ein algebraisches System mit den 
Verkniipfungen *, 0 und den folgenden Higenschaften : 

i) ata=a. 
ata=x*at*z 


zoa=2z70402 


ii) z*ea=asacr=2 : Typus [l,l], 
aox=x0a0on 
rea=-azzroa=2z : Typus [l,r), 





at*x2=-2r*a*z 


zxOoa=2zx04a02 


a*zr=a2za0cr=2 : Typus [r,l), 
aox=zx0a0cz 
r*a=a2zxroa=2 : Typus [r,r). 


*) Brexuorr, loc. cit. 
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Korollar. (Definition von F. Kizrm®)). Hin Verband ist ein algebraisches 
System mit den Verkniipfungen *,0 (oder , 7\) und den drei folgenden EFigen- 
schaften: Fiir jedes a, x ist 


i) ata=a, 
ii) zr*a=azr0oa=2z, 
iii) x*a=a*2z, rOa=ao0rz. 


Satz 7 (Symmetriesatz). Man kann in den Sétzen 4, 5, 6 und ihren Ko- 
rollarien * bzw. 0 durch o bzw. * ersetzen. 

Das ist auf Grund der Beweise klar. 

Bemerkung: Ein Quasiverband, welcher die zweiseitigen *- und o- (nicht 
(ZL, *)- und (Z,0)-) Ordnungen besitzt, soll als ein Schiefverband bezeichnet 
werden. 
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On the Solution of Simultaneous First Order 
Implicit Differential Equations 
By 
Smpat ABIAN and ARTHUR B. Brown in New York*) 


In this paper, generalizing and extending the results of an earlier paper 
by the same authors, we give an existence and uniqueness proof, and an 
explicit method of solving n simultaneous implicit first order ordinary diffe- 
rential equations, without solving explicitly for the derivatives. The method 
consists of iteration of quadratures. 

The hypotheses which are assumed are weaker than those ordinarily 
imposed. In particular, we do not assume the existence of a set of values 
satisfying the given system. 

Four appraisals of the remainder error at the rth stage of approximation 
are given, two of which are valid regardless of errors made in the work through 
the (r — 1)st stage. 

Throughout the paper, the indices i, j, k run from 1 to n; (z,y,z)= 
= (X,Y), - - -» Yas 2%» - - +» Z), and all independent variables and functions men- 
tioned are understood to be real, and the functions single-valued. 

Theorem 1. Let /;(z,y,z) be a set of nm continuous functions defined on 
the closed region N, c H?"*! determined by the ‘relations 


jz—al Sa, |y—d| S By, |es—e| S ya, 


where a, 8;;, ¥;, are positive constants, and let there exist a non-singular 
matrix of constants (D,,) and two matrices of constants (B,,) and (L,,) with 


(1) + B,j< 1, 

and such that, for (x,y,z) € N,, 

(2) 6,4 2,+ 2 Dj, Aj fy, S By s\4 2; , 
(3) \Asfe| S Ly 5|4y,|, 


where in (2) and (3), 6,, is the Kronecker 6, 4 z, and 4 y, are increments of 
the variables z; and y,, and 4; /,, 4,f, are increments of the function /, corre- 
sponding to the increments 4 z, and A y, respectively. 


Then there exist positive constants y,< y,, such that 
(4) %—L Byyi> 0. 
7 


*) Queens College, Flushing, N Y.. 
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If furthermore 
(5) 2 Dix fela,b,e) < we 2 Bis; 
then there exist n + 1 positive constants « < a, 8,;< f,,, such that if N c N, 
is the closed region determined by 
|jz—al Sa, |y—b|S8;, la—el Sy, 
the system of differential equations 
(6) AAs Yrs - + 9 Yn» Yio + +» Yn) = f(xy, y’) =0 
has a unique solution 
¥= Y,(z), |e—a| Sa, 
with Y,(z) of class C’ and such that 


(7) Y,(a)=6,, 
and 
(8) (a, ¥(x),¥’(z)}€N for |az—alsa. 


We shall prove Theorem | simultaneously with Theorem 2. 


Theorem 2. The constants «, 8,, y; of Theorem 1 can be chosen so that if 
for (x,y,z) € N, we define 


(9) F, (x,y,z) = 2+ 3) Diehk(z,y,2) » 
k 
and if for |z — a| < a, and each i, Y,(z; 1) is an arbitrary function of class C’ 
satisfying 
(10) Y,(a;1)=5,, |¥,(z;1)—},| SB, |Yilzsl)—a| sy, 
then for r > 2 the function 


(11) Y,(z;r) =b,+ f F,(t, Y(t; r—1), Y'(t; r—1)) dt 
a 

is well defined for |jz —a| < a and 

(12) Y,(z) = lim Y,(z; r). 


Proof of Theorems 1 and 2. Before beginning the actual proof, we refer 
the reader to Theorem 4 for a possible choice of Y,(z; 1). We observe also 
that condition (2) is readily satisfied, if /,(z, y,z) is of class C! and the Jacobian 
of the partial derivatives of the /,(z,y,z) with respect to the z, is not zero at 
(a, b,c). For in that case, the matrix equation 


(13) (5) + (Da) (5%) = 0 


is solvable for (D,,), and it follows that if every B,, is a positive constant, 
(2) will hold if N, is taken as a sufficiently small neighborhood of (a, }, c). 
From (13) we infer that (D,,), so obtained, is non-singular. 











Implicit Differential Equations 1] 


We shall prove the theorems with the aid of six lemmas. Let us introduce 
(14) A,;= 2 Darl L,;. 


Since, by (3), L,;= 0, we see that A,,> 0. 
Lemma 1. If (z,y,z) € N, and (z, n, ¢) € N, then 


(15) |F, (x, n, ¢) —F;(z,y,2)| si [A,5] ms—ys] + Bis] O,— 2,1]. 


Proof. For points in N,, from (3) and (14), 
(16) p> Dy Asfy| S Ays| Ay,| - 


If now (x,y,z) and (z,y,¢) are any two points of the closed region N,, 
obviously we have 
F(z, > ¢) — F, (x,y,z) - [F,(2, "> ¢) — F,(z,y,¢)] = 
T [F, (x,y, ¢) — F,(z,y,z)] ’ 
and using (9), we obtain 
(17) F,(z, n,¢) — F, (x,y,z) =2 Dix (fel, n,¢) a f(z, y,0)] + 


+ (C,—2) + ~ Dyxlfe(%,y,0) — fe(%y,2)), 
which implies 
(18) F, (x, 9,0) — F,(2,y,2) 
—_ [Dir A shel %s My - - - + Ne—as Yas Ys srs - + +» Yn» C+ 


+ Pa [Oud at Pa Dy Aj fel, Ys Sas - - + Cp—ay Bs +20 +» + Bnd) - 


Relation (15) now follows from (18), (16) and (2). Hence Lemma | is valid. 
Before introducing the next lemma, we observe that, in view of (1), re 
lations (4) are easily satisfied, for example by taking y;— min[y,,]. We now 
j 


assume that the y, have been chosen, and that (5) is satisfied. 
Lemma 2. There exist n + 1 positive constants « S a, 8,< §,,, such that 


(19) 0 < a(lc,| + %) < B, 

(20) max J) (a A,,+ B,,)=M<1, 
e- 

and, if | —a| < « and |y,—},| < B,, 


(21) |F, (x, y,¢) — F,(a,b,c)| — Ix Dyuty(a,b,0)| s "%—-2 Bi; Yi- 


Proof. Since, by (2), B;,= 0, and since by (9) F, is continuous, it is clear 
from (1) and (5) that « < a, and f;< £,, can be chosen to be positive constants 
such that (20) is true and (21) holds for |z—a| < « and |y,— },| <= f,. The 
value of a can then be decreased, if necessary, so as to satisfy (19), while (20) 
and (21) remain valid. Hence Lemma 2 is true. 





























12 Smpat Asian and ArTuuR B. Brown: 


We now define N < N, to be the closed region determined by o 
(22) |jz—al sa, |y—}| S86, la—alsy- 

Lemma 3. If (x,y,z) € N, then 

|F,(z,y,2z) —¢| S 7%; - 
Proof. If (x,y,z) € N, from the obvious inequality 
\F, (x,y,z) —¢,| S |F; (x,y,z) —F;(z,y,¢)| + 
+ |F,(z,y,c) — F,(a,b,c)| + |F, (a,b,c) — ¢,| 
and from (15), (22), (21) and (9), we infer that 
IF. (z,y,2)—¢| SL Bis y+ u—-L Bis i= % - 
j i 
This completes the proof of Lemma 3. 

Lemma 4. If U,(x) and V,(x) are of class C' on |x —a| S a and 
(23) U,(a)=6,, |U,(z)—b|/S8., |Vi(z)—el sy, 
(24) Vi(a)=b,, |Vi(x)—d,/S8,, |Vilz)—el sy, 
then 
(25) \F; (x, V (zx), Vv’ (x)] e F; [x, U (zx), U'(z))}| = 

<= J [((Ay|z —a| + B,,) max |V;(6) — U;(t)|). 
? a,x 

Proof. From (15) we infer that 

(26) \F; [x, V (2), V’(x)) 9 F,; {x, U (zx), U'(zx))| Ss 
j j téel[a,z 


Since U,(a) = V,;(a), we have, obviously, 
V(x) — U,(x) = f (V5 (t) — Uj(t)] at 


which, in view of (26), yields (25). 
Lemma 5. If U,(z) is of class C! on |x —a| < @ and satisfies (23), and for 
jx—a| Sa, 


(27) V(x) = 6,+ f F,[t, U@®, U'()) dt, 
then V,(z) is of class C’ and satisfies (24). 
Proof. From (27) we see that V,(zx) is of class C', and that 
| Vi(x) — ¢,| _) \F; [z, U(z), U'(z)) — ¢| ’ 
and from (23) and Lemma 3 we thus infer the last inequality of (24), for each i. 
From (27), (23) and Lemma 3, for |jz —a| <a, 
|Vi(x) —b| S a(le,| + y4)» 


and from (19) we infer the remaining inequality of (24) for each i. That 
V, (a) = 6, is obvious from (27), and the proof is complete. 


Implicit Differential Equations 13 


Lemma 6, If U;,(z) and V,(z) satisfy the hypotheses of Lemma 5, and if 


(28) _ W(x) = b,+ f F,[t,V(@),V'(o)) dt, 
then for |z —a| <« 
(29) max | W(t) —V;(t)| < 
té€[a,z) 
< P (2) [max max V(t) — U5} ; 
j té€[a,z] 


where P(z) is given by 
(30) P(x) = max 3’ (A, ; |z—a| + B,,). 
ij 


Proof. From (28) and (27) we infer that 
|Wi(x) —Vi(x)| = |F, (x, V(x), V’ (x)] —F,[z, U(x), U'(x))| . 
Hence, by Lemma 4 and (30), 
(31) |Wi(a) —Vi(x)| S P(2) {max | max |Vj(t) — Uj(0\]) : 
i \t€[a,2) 
“Since the right member of (31) is a monotone non-decreasing function of 

|a —a\, (29) is an immediate consequence of (31). Thus Lemma 6 is proved. 

We are now in a position to complete the proof of Theorem 1. 

Returning to (10) and (11), we see, in view of Lemma 5, that Y,(z;1r) 
is well defined for r > 2 and |z — a| < a, and that 


{32) Y,(a;r)=6,, |¥,(z;r)—},| SB,, |¥ilzsr)—q| Sy. 

Let 

(33) Q,(z) = max | max | ¥j(t;s) —Yj(t;s—1)||, s22. 
j té[a, z] 


By r—1 successive applications of Lemma 6, we find that for r= 2 and 
ja—a| sa, 


(34) max | Yi(t;r + 1) —Yi(t; r)| < Q,(z) [P(z))". 


té[a, z) 
By integration of Y;{(¢;r + 1) — Y{(t; r) from a to x we get, in view of (34) 
and the equalities in (32), 


(35) IYeir+ 1) —Y¥,(2;7)| $f QW (POY-at. 


From (30) and (20) we infer that, for |jz —a| < a, 
(36) 0s P(z)sM<l, 
and from (36), (34) and (35) we see that for r > 2 and |x —a| < a, 


|¥i(x;r+1)—Y¥i(x;r)| << Mr-"[ max @2(2))) 
|jz—a\ Sa 


|¥,(a;r+1)—Y,(2;r) <a Mr | max @2(2)} ' 


|jz—a|Sa 
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Since 0 < M <1, we infer that the sequences {Y;,(z;r)} and {¥;{(z; r)} 
are uniformly convergent. 
Letting, as in (12), Y,(x) = lim Y,(z; r), we have, by a well known theorem, 
To 


Y; (x) = lim Yj (zx; r). 


To 
Since Y,(x; r) satisfies (32) we thus have, for |z — a] < «, 
(37) Y,(a)=},, |¥,(z)—5| SB, |Yi(z)—e| sy. 


By differentiating each side of (11) with respect to x and letting r— oo, 
we obtain, in view of the continuity of F;(z,y,z) , 
(38) Yj(z) = F;[x, Y(z), ¥’(z)], 
and, since (D;,,) is a non-singular matrix, from (9) we infer that 

f(z, ¥ (x), ¥’(z)]) =0, 

so that y,= Y,(z) is a solution of the system (6) of differential equations, 
valid on |z—a| < «, and, in view of (37), satisfying conditions (7) and (8). 

To prove the uniqueness, let U,(xz) be any set of m functions of class C* 
on |z—a| < «, satisfying (23), and such that /,;[z, U(x), U’(x)]=0. Then, 
by (9), 
(39) U;(z) = F, (x, U(z), U'(x)). 
Since U(x), Y (xz) satisfy the hypotheses of Lemma 4, from (25) we obtain, 
for |x —a| <a, 

max |F,(z, ¥ (x), ¥’(z)]—F,[z, U(x), U'(z)}| < 
|jz—a| Sa 
<>J [Ace + B,;,) max |¥'(zx)— Uj(a)I| : 
j |jz—a| Sa 
In view of (38), (39), (30) and (36) we then infer that 
max max |Yj(x)— Ui(2))] <= Mmax| max |Y¥}(zx)— U;(z)||. 
j 


i |jz—-a| Sa |jz—a| Sa 





Since 0 < M < 1, we infer that Y;(x) — Uj(x) =0, and since Y,(a) = U,(a), 
we have U,(x) =Y,(z). This completes the proof of the uniqueness of the 
solution, and of Theorems 1 and 2. 

We now give four appraisals of the remainder error. 

Theorem 3. With |x —a| < a, and r > 2, 





- P ir—1 
(40) IY(z)—Yiais [ SPLOP ae; 
(41) IY, (2:7) —¥,(2)| << <r 
z oP 
(42) ein —Yals [ fOr at; 


—a| P(x) Q(z) . 
1— P(z) ‘ 





(43) \Y,(237) —¥,(2)| < = 


Implicit Differential Equations 15 


where Q,(z) and P(z) are given by (33) and (30). 

Furthermore, (42) and (43) are valid regardless of all errors made in 
obtaining Y,(z;r—1), provided merely that U,= Y,(z;r— 1) is of class 
and satisfies (23) and that Y,(z;r) is obtained correctly from Y,(x; r — 1) 

Proof. Since 
Y, (x) —Y¥,(z; r) = (¥,(z; r+ 1) —Y¥, (x3 r)] + 

+ (Y,(z; r+ 2)—Y,(2;r+1)]----, 
we infer from (35), (36) and the formula for the sum of a geometric series that 
(40) is valid for r > 2. Since the integrand of (40) is a monotone non-decreasing 
function of |t — a|, relation (41) follows immediately from (40). 

Now let s by any integer => 2. On comparing (10) and (32) we see that 
Y,(z;s—1) can be taken as a new set of functions Y,(z;1). Let Q,(t) be 
the corresponding new Q,(t), and Y,(z;2) be the new Y,(z; 2). Then 0, (t) 
= Q,(t) and Y,(x; 2) = Y,(z; 8). Now (40) with r = 2 and the new Y,(x; 1) 
taken as Y,(x;s — 1) becomes 


a * Galt) Pw 
[¥,(z 2)—¥,(2)|s [ SOOO at; 


so that 


Zz 
\¥, (x38) —¥,(z)| < / HO EO at. 
a 
Replacing s by r, we have (42). Relation (43) is in easy consequence of (42) 

The final paragraph of Theorem 3 is an obvious consequence of the facts 
that the right members of (42) and (43) are dependent only on the given 
data andon Y,(z;r) and Y,(z;r—1), and that the proofs of (42) and (43) make 
no use of any property of Y,(z;r— 1) other than that they are functions of 
class C! which satisfy (23). Hence Theorem 3 is proved. 

We note that (40) or (41) can be used to make a rough estimate of the 
number of iterations required, and (42) or (43) can be used as a fina! check 
on accuracy. 

In connection with (40) and (41) of Theorem 3, the following result can 
be used. 

Theorem 4. A permissible choice of Y;(x; 1) is given by 


(44) Y,(z; 1) = 5, + f F,(t,b,¢) dt. 
If Y,(x; 1) is so chosen, then . 

(45) Q.(x) < P(x) max y,, 

and 

(46) Q,(z) Ss 2 2 A,,; B,;+ Bj; y;). 


Proof. From (44) we see that Y,(a;1)=6;. From (44), Lemma 3 and 
(19) we obtain the relations |Y;(z; 1) —6,| < f,. Differentiation of each side 
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of (44) with respect to z, shows, in view of Lemma 3, that | ¥j(x; 1) —¢,| < »;. 
Hence Y,(x; 1), as defined in (44), satisfies (10), and since it is of class C', 
the first statement of Theorem 4 is proved. 
From (11) with r = 2, and from (44), we obtain 
(47) | ¥j(x; 2) — ¥i(x; 1)| = |F,[x, ¥ (x; 1), ¥’ (x; 1)] — F,(2,6,c)| , 
which, by Lemma 4 and (30), 
S P(x)max| max |Y}(x;1)—e,||, 
j té (a, 2) J 
and since this quantity is a monotone non-decreasing function of |z —a|, we 
infer from (33) and (10) that (45) holds. Relation (46) follows easily from (33) 
with s = 2, (47), (15) and (10). 
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Uber die Approximation reeller stetigen Funktionen 
durch gewoéhnliche Polynome 
Von 


G. Freup in Budapest*) 


Einleitung 


Nach Untersuchungen von 8. N. Bernstern geniigt eine Funktion /(z), 
welche im endlichen Intervall [a,b] in der GréBenordnung n-*(0 < « < 1) 
mit gewéhnlichen Polynomen n-ten Grades approximiert werden kann, in 
jedem abgeschlossenen Teilintervall von (a,b) gleichmaBig einer Lipschitz- 
schen Bedingung mit Exponent «. Es kann aber wohl der Fall sein, daB im 
abgeschlossenen Intervall [a, 6] { € Lip « ist’). 

Es war 8. M. Nrkotsk1?), der zuerst erkannte, daB eine Funktion f ¢ Lipa 
in der Nahe der Endpunkte des Intervalles besser approximierbar ist, als in 
der Mitte des Intervalles. Das endgiiltige Resultat wurde auf dem von N1- 
KOLSKI angebahnten Wege von A. F. Trman*) und V. K. DzsaprK*) erzielt. 

Sie zeigten, daB die in [— 1, + 1] definierte Funktion f(z) dann und nur 
dann der Klasse Lipa(0 < « < 1) angehért, wenn es eine Folge { P,,(x)} mit 
Polynomen P,, héchstens n-ten Grades gibt, fiir welche 


(1) |f(z) — P,(x)| < Con-* |(1—a®)2 + n-*] —lsa2<4+1; n=1,2,... 


besteht. Die positive Zahl C, hangt weder von n noch von z ab. 

Der Fall « = 1 bildet — wie ebenfalls von BEeRNsTEIN gezeigt wurde — 
schon bei trigonometrischer Approximation eine Ausnahme: aus £,(f) 
= O(n-")5) folgt noch nicht, daB f ¢ Lip] ware. Die Klarung des Falles « = 1 


'*) Mathematisches Forschungsinstitut der Ungarischen Akademie der Wissenschaften. 
1) Etwas genauer, in [a, 6] gilt / ¢ Lip = , und mehr folgt nicht aus der Voraussetzung. 


[Vgl. S. Csrsr: Notes on de la Vallée-Poussin’s approximation theorem. Acta math. 
Acad. sci. Hung. 7, 435—439 (1956.)] 

*) Nixotsk1, S. M.: Uber die beste Anniherung von Funktionen mit Polynomen, die 
einer Lipschitzschen Bedingung geniigen (russisch). Izvestija Akad. Nauk SSSR. Ser. 
mat. 10, 295—317 (1946). 

8) Tran, A. F.: Die Approximation von Funktionen, die einer Lipschitz-Bedingung 
geniigen, durch gewéhnliche Polynome (russisch). Dokl. Akad. Nauk SSSR. 77, 969—972 
(1951). 

4) DzsapiK, V. K.: Uber die konstruktive Charakterisierung von Funktionen, die 
einer Bedingung Lip «(0 < «a < 1) auf einem endlichen Intervall der reellen Achse ge- 
niigen (russisch). Izvestija Akad. Nauk SSSR. Ser. mat. 20, 623—642 (1956). 

5) Wie iiblich, bedeutet Z,(f) die beste Approximation der nach 2 2 periodischen 
Funktion / mit trigonometrischen Polynomen n-ter Ordnung. (Vgl. etwa N. I. AcHrEzEr: 
Vorlesungen iiber Approximationstheorie. Berlin: Akademie-Verlag 1953.) 
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bei trigonometrischer Approximation ist das Verdienst von A. ZyamunpD‘). 
Nach seinem Satze ist dann und nur dann £, (f/f) = O(n-"), wenn 
(2) f(z + h) — 2 f(x) + f(x—h)| SC, |h 
mit einem von x und h unabhangigen C, giiltig ist. Dzsap1k [loc. cit. 4)] 
zeigte, daB aus (1) mit « = 1 (2) folgt. In der direkten Richtung wurde nur 
gezeigt, daB eine Funktion, welche (2) befriedigt, auch mit gewdhnlichen 
Polynomen in der GréBenordnung n-! gleichmaBig approximiert werden kann’). 
In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB (2) dann und nur dann be- 

steht, wenn (1) mit « = 1 befriedigt ist. 

_ Etwas genauer lautet unser Resultat folgendermaBen: Der ,,zweite Stetig- 
keitsmodul“ einer stetigen Funktion /(x) sei 


(3) 2(4; f) = sup f(z + h) —2 f(x) + f(a—h)|. 
Sho 
(2—h,z+h)E[(—1, +1] 
(Wo kein Mi8verstaéndnis zu befiirchten ist, schreiben wir statt 22(6; f) kurz 
2(8).) 
Satz 1. Hs gibt fiir jedes stetige f(x) eine aus Polynomen n-ten Grades be- 
stehende Folge { P,,(x)}, so dap 


(4) |f(x) — P, (x)| < C, [Q(V1 — 28 n-; f) + Q(n-*; f)] —1 S21, 


n=1,2,... 
befriedigt ist. pe 
Es ist C, eine absolute Konstante. Fiir 22(6) = 0(6) erhalt man das er- 
wahnte Resultat, indem man Satz 1 mit dem Ergebnis von Dzyaprk kom- 
biniert. 
Satz 2. He sei f(x) in [—1, +1] r-mal stetig differenzierbar, dann gibt es 
Polynome héchstens n-ten Grades P,,(x), fiir welche 


(5) |f(z) — P,(x)| S C(r) n-*(V/1 — 2? + n+) [Q(V/1 — 22; f) + 
+ Q(n-2; f)] —ls2rs1,n=1,2,... 


Das ist eine Verschairfung eines Resultates von A. F. Trman®), bei ihm steht 
an der Stelle von {2 das Stetigkeitsmodul von /(*) (z). 

Der Beweis des Satzes 1 geschieht in zwei wesentlichen Schritten. Zuerst 
wird f(x) mit einem Polynomzug angenahert, dann wird der Polynomzug 
passend approximiert. Die Zuriickfihrung von Satz 2 auf Satz 1 geschieht 
im wesentlichen ebenso wie bei Trman. Es scheint keine leichte Aufgabe zu 
sein, den Beweis direkt durch ein singulires Integral mit Polynomkern zu 
fiihren, wie es bei dem Beweise des Timanschen Satzes geschieht. Die Frage 


*) ZyemunD, A.: Smooth functions. Duke math. J. 12, 47—56 (1945). 

7) Tan, A. F., u. V.K. Dzsaprx: Uber die Annaherung quasiglatter Funktionen 
durch gewohnliche Polynome (russisch). Dokl. Akad. Nauk SSSR. 75, 499—501 (1950). 

Zusatz bei der Korrektur: In einer jiingst erschienenen Arbeit von A. F. Truman [Uspechi 
Mat. Nauk 12, 225—227 (1957)] wird ein etwas scharferes Resultat bewiesen, jedoch ist 
sein Resultat schwacher als (4). 

8) Trman, A. F.: Eine Verscharfung des Satzes von Jackson iiber die beste Approxi- 
mation stetiger Funktionen durch Polynome auf einem endlichen Intervall der reellen 
Achse. 





fa<ear 
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der Verallgemeinerung auf Stetigkeitsmoduln, die mit héheren Differenzen 
gebildet sind, steht ebenfalls offen. Es wire auch wiinschenswert, gute Ab- 
schatzungen fiir C, in (4), fiir die C(r) in (5) anzugeben. 


§ 1. Annaherung mit einem Polygonzug 
Es seien n, v positive ganze Zahlen mit 


(6) <n < 2°+1, 
Das Intervall [0, 1] sei zuerst in die Teilintervalle 
1 20 22 (#—1) 
(7) 1, =(1— 5-1], i, =[1- 5. 1—-=S |; w=8,...9 


eingeteilt und jedes J,(4>0) sei weiter in 3 - 2«-' gleich lange Stiicke J,, 


(k =1,2,...3-2-1) von der Lange a eingeteilt. Wir wollen noch das 


Intervall J, in zwei gleich lange Teile J,,, und J, , zerlegen, und fiir jedes 
Osusv, 1Sks3-2-* sei J, _, das Spiegelbild von J, , beziiglich des 
Punktes x = 0. [— 1, + 1] ist mithin die Summe der Intervalle J, ,, und diese 
Intervallen reichen nicht ineinander. 

Es sei 6(2) die Lange eines Intervalles J, ,.3 z. Nach einiger elementarer 
Rechnung erhalt man 
2n1Vl—2 |z|<1—2-* 
2n-? 1—2-*s|z|\s1. 
Die Endpunkte der Intervalle J,,, seien in abnehmender Folge geordnet: 
1 = cos 9,, cos 9,,. . . cosOy,.,= —1 O<sO,s2, l=0,1,...N+ 1). 

Aus (8) erhalt man 


(8) 2tn-1Vl—at? < d(x) < 


(9) (4n)-'s 0,,,—0,54n"; 1=0,1,...N. 
Es ist wegen (6) 
(10) N=6-2"—3<6n. 


Mit g(x) bezeichnen wir die stetige Funktion, welche an jeder Stelle x, = cos 9, 
denselben Wert wie /(x) annimmt und in jedem Intervall (z,, z,,,) linear jst. 
Nach einem Resultat von H. Wurtney ®) ist 


ila) —9(x)| 5 2[ 5-42); 
und hiermit nach (8) 


= If (2) — 9(2)| S Q(n* V1 — 28; f) + Q(n-*; f). 
Es gilt offenbar 


y 
(12) g(x) = Bx + B,+ 2& [9'(% + 0) —g’(z,— 0)] |z — a] . 


Fallt z, mit keinem Endpunkte eines der J,, zusammen, oder ist z, = 0, dann ist 
©144— %= X— X-,= 6(z) = 4, und 
g' (x, + 0} —g’(x,— 0) = 4; * [f (x, + 4,) — 2 f(x,) + f(x%— 4). 


*) Wurrney, H.: On functions with n-th bounded differences. J. Math. pur. appl. 36, 
65—95 (1957). Wir brauchen nur den einfachsten Fali aus § 15, 8. 86. 


2* 
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Ist aber x, > 0 Endpunkt von einem J,, 2(x;/,, —~ 2,) = 2,— 2)-, = 6,, dann 
ergibt sich 
t(— 2) —Hay 
9 (2+ 0) —g'(m—0) = i 


2 
= 87" Part 6) —2 fa) + fa —6))— 87? |f(a+ 8) —2 f (+) + Had] 


_ Sad) —tla— 6,) 


5 





und man erhalt eine ahnlich gebaute Formel fiir z,< 0. In allen drei Fallen 
ist infolge (8) 


(13) |g’ (a + 0) —g' (a, —0)| < 25 n(1 — a7)-4 Q (mn V1 — a}; f) . 


§ 2. Approximation von |x — z,| 


Es sei w(u) € ZL nach 2 x periodisch. Wir definieren 





(14), (0; moa olorB)+solor3) (Se) du 
mit i ig 
(15) A- <0 f (*2*) as =>7- (vgl. 99) 


Hierbei ist m eine positive ganze Zahl. 


Bekanntlich ist ®,,(@) ein trigonometrisches Polynom niedriger als 6 m-ter 
Ordnung"). 


Zuerst sei g,(u) = cosu — cos @,; dann ist 
110) —0n(0; 9) =A [ A 7(0 + w) (Se) au 
mit F 
A 9 (0+ ~)—9(6+ =r) —49(0+= -)+ 6 9(@)—4 »(o—~)+ 
¢ (o- = ; 
Wegen |q}* (@)| < 1 ist As n(@ = =) < m-*u*, also 
(sin u)* 


(16) |p,(O) — ®,, (9, @,)| sma | =— du =_m-* (vgl. loc. cit. 1). 


%°) GrOBNER, W., u. N. Horrerrer: Integraltafel. Bd. II. Bestimmte Integrale. 
8.119. Wien: Springer 1950. 

41) VaLL&E-Poussin, ©. pe La: Legons sur l’approximation des fonctions d’une va- 
riable réelle. Kap. III. Paris: Gauthier-Villars 1919. 
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Es sei nun 0 < O55 und y,(u) = |cosu — cos @,| + cosu — cos @,. Dann ist 
ly:(O + h) — y,(O)| <2 |A| sin@,, also 


(17) A vi(@ + +) S 16 m |u| sin 9, . 
Es ist wieder 


io 


y(9) — ®,,(9; y) = 4 | A v(@ + *) (a")' au 


Man beachte, daB aus 0< @<-x und |u| < + |O—@,| folgt, dab 


a,7(@ - hd @+ J und As y(6 + =| < 2m-*u* gilt. Hieraus und aus (17) 
ergibt sich 


(18) | (0) — (0; y)| SO(m-) + O(m-)sin@,4 [F< 


Fle - 4 
< O(m-*) + sin 0,0 (m-5) Reg an 0,|-*. 

Aus Symmetriegriinden bleibt (18) giiltig, falls 0,¢ (= , z) und y,(@) = 
= |cos 9 — cos O,| — cos 8 + cos @,. 

Endlich sei 7(u) = |cosu — cos@,| = y,(u) F g,(u); dann ist auch 
®,,(9; x1) = On(O; yr) F On(O; G), also infolge (16) und (18) 
(19) |x:(O) — ®,,(O; x,)| < O(m-*) + sin O,|O — O,|-*0(m-5) . 
Weiter folgt aus (17) 


sin 
u 





|w,(OP) —®,,(O; y,)| < 16 sin 9, wa | . du < O(m-) sin 9, 


und hieraus 


(20) |Z:(9) — Oy (O; y,)| S O(m-*) + sin O,O(m-") . 


§ 3. Beweis des Satzes 1 


Fir 1 Ss n < 6 sei {(z) mit der linearen Funktion im Satze von WuItNEY 
[loc. cit. *)] approximiert. Der Fehler ist kleiner als 


Q(1) < 4-54 Q(n-*) [vgl. **)]. 


Im weiteren sei n > 6 und » gemaB (6) gewahlt. Wir wollen die Funktion 
[vgl. Formel (12)] 


N 
g(cos@) = B,cosO + B,+ } 2 [9'(%,+ 0) —g' (x, —9)] x:(0) 


12) Bowsie: Aus der Identitat f(x + 2h) —2/(z) + f(x—2h) = [f(x + 2h) — 
— 2 f(x + h) + f(z)) + (f(x) —2 f(x —h) + f(z — 2 A)) + 2 [f(x + h) —2 f(x) + 
+ f(z —h)) ergibt sich 2(2 6) S 4 2(6) und mit Induktion 2(2#6) < 2*“ (4). Es sei 
2s § < 2e+1; dann ist Q(€ 6) S 2(2#+16) [4+ 2% 2/5) = 4 & Q(4), w.z.b.w. 
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mit dem geraden trigonometrischen Polynom niedriger als 6 m-ter Ordnung 
N 
(21) Ym(Q) = B, cos O + Prt 2 (9’ (a, + 0) —g’(x,— 0)] ®,,(O; x) 


approximieren. Der hierbei begangene Fehler ist nach (13), (19) und (20) fiir 
0,< O < O,., (unter Herabdriickung der Konstanten) der GréBenordnung 
nach kleiner als 


[n(sin O,)-!2 (n-'sin O,) - sin O,m-! + 
+ n(sin 9, , ,)-?2(n-'sin O, , ,) - sin@,, ,m-"] + 


N 
+nm-* 3 (sin O,)-!2(n-! sin O,) + 
t=1 


y 
+nm-F J |O—@\-*Q(n-'sin O, = K,+ K,+ Ky. 
l+ekk +1 


Es sei n > 6 und n — 6 < 6m S 2, also 
(22) m-1=O(n-}). 
Bei den weiteren Abschatzungen wird die Ungleichung 
(23) Q(é6)s5482(6) fir &>1 ' 
eine wichtige Rolle spielen). 
Es wird auch bendétigt, daB infolge (6) und (8) 
(24) (2 n)-1< sin 9,< 2 n-! 
ist. 
Abschatzung von K;,: Es sei etwa 90 < z und 6,,,5 > , dann ist sin@, < 


< sin 9, und wegen (22) ist das erste Glied kleiner als O(1) 2 (n-'sin@). Bei 
dem zweiten Glied beachte man, daB fiir @ => O, wegen (9) 





sinO@,.,< os sin 9, < 17 sin@ 
und somit infolge (23) 

2 (n-'sin O, . ,) = O(1) Q(n-'sin 9) 
besteht. Der zweite Teil ist also kleiner als 


O(1) 2 (n-sin 9) 
und hieraus folgt 


K,< O(1) Q(nsin@) fir 0,< 0 <>. 


Ist aber O < @,, dann ist O,,,= 0,, und das zweite Glied wird wegen (24) 
abgeschatzt durch 


O(1)-Q (2 n-2) = O(1) Q(n-2) , 


Approximation reeller stetigen Funktionen 
wahrend der erste Teil verschwindet. ZusammengefaBt ergibt sich 
(25) K,= 0(1) (Q(n-'sin O) + Q(n-*)], 
und aus Symmetriegriinden wird das auch fiir = < 0 < xrichtig sein. 
Abschatzung von K,: Wegen (24) und (23) ist 
Q(n-'sin O,) S 4 - (2'n sin O,)?Q (4. n-*) = O( n*) sinO, Q(n-*) , 
also wegen (22) und (10) 
(26) K,< nm-* N O(n*) Q (n-*) = O(1) Q(n-*). 


n 


Abschatzung von K,: Es sei0 < OS =: 


N 
DS (O—9)-*Q(n-'sinO,) = SY (O — O,)-*2Q(n-'sin O,) + 


l=1 O< O& 
le kk+1 


Es ist 


+2, = (O — O,)-*Q (n-sin O,) . 
e=0 2 s4n(e, —6)< 2e*? 


[vgl. (9)]. Das erste Glied ist wegen 90,< O,< © und (9) kleiner als 
Sea - («\-¢ _ wlio 
Q(n-sin 9) ~ (+) = O(n*) Q(n—sin 9). 


Fir 2°< 4 n(O0,— 9) < 2°*? ist 


sin 9,< sin@ + n-! 2°-? 
und somit 
Q(n-'sin O,) < Q(2 n-'sin O) + Q(2° n-*) s 
S 16 Q(n-'sin O) + 2e+2?Q(n-2) . 


Wegen (9) gibt es in der 9-ten Summe héchstens 2¢ Glieder, also ist 
My (O — @,)-4*Q(n-'sin O) < 


— 


2s inyo -4,)<2et! 
<2 ($)* (16 Q(n-1sin @) + 2%-20(n-2)} 
= O(n) 2-¢[Q(n-sin O) + Q(n-*)). 
Hieraus folgt 
N 
SY (O—0)-*2Q(n-'sin O,) = O(n*) (Q(n-'sin O) + Q(n-*)], 
lek +1 
und endlich erhalten wir wegen (22) 
(27) K,= O(1) (Q(n-'sin@) + Q(n-*)). 
Aus der Abschatzung von K,, ‘K,, K, (25), (26) und (27) ergibt sich 
|g (cos @) — y_, (cos @)| = O(1) (Q(n-*sin O) + Q(n-*)). 
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Setzt man hier cos @ = z, dann bekommt man, indem man auch (11) beriick- 
sichtigt, die Ungleichung (4), w.z.b.w. 


§ 4. Beweis des Satzes 2 


Far r = 0 ist Satz 2 mit Satz 1 identisch. Wir wollen voraussetzen, daB 
Satz 2 fiir alle nichtnegativen r<s richtig ist, und zeigen, daB er dann auch fiir 
r= 8 gilt. 

. n 
Es sei q=s+3,n>4¢, r=[7]. 


Die Voraussetzung n > 4q wird keine Einschrankung der Allgemeinheit zur 
Folge haben, da man fiir n < 4 q etwa mit einer Konstante approximiert und 
die Konstante in Abschatzung (5) entsprechend erhéht. 


oo 


K,,(u) —(=z*)**, BA <2 [ (=) "eu 
In der nachstehenden Formel soll Qu) eine beliebige nicht abnehmende 
Funktion bedeuten, welche (23) befriedigt. Dann ist fiir p < 2s 


y-20+1 f O(n-tu) u” K,(u) du=0O(1) nQ(n-2) fw du + 
(28) . ° . 
+ O(1) n-2¢+1n?Q(n-*) [ u®+e-2¢ du = O(n-”) Q(n-*). 


no 
Die Funktion f(z) soll die Voraussetzungen des Satzes 2 befriedigen. 
Dann gibt es nach Satz 1 und der Induktionsvoraussetzung Polynome 6@,,,(z) 


héchstens [31 — s-ten Grades mit 
f(x) — Qns (x) = O(n-**4) (YI— 2 + ny") x 
x (Q(n— V1 — 2? ; () + Q(n-*?; ()); j= 1,2,...8. 


Es sei g,(z) ein Polynom, dessen Derivierte s-ter Ordnung gleich Q,,,(z) ist, 
und es sei F(x) = f(x) —q,(r). In der Taylorschen Entwicklung 


(29) 


s—1 
F(y) — F(z) =2 (j!)-*(y — zP FO (x) + (8!)-*(y — xz FO (E), €€ [x,y] 
j= 


wollen wir das Restglied abschaitzen. Aus (29) ergibt sich 
FO (£) = O(1) (Q(n-4 IF f) + Qe; f)). 


Wir setzen 
(30) x= cos@,(0< O< 2); y= cost, § = cost; 1 ¢ (9, t]"). 
Wegen 

y — x= cos t — cosO = (t — 9) sinO + O(\t — O}?) 
und 


Vi —@ =|sin t| < sin@ + |t— 9| 
13) Es bedeutet [z,y] fiir y < 2 das Segment [y, z]. 
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erhalt man 
s—1 
G(y) = F(y) — F(z) — a (j!)-*(y — 2 FY (2x) = 
j= 
(31) = O(1) [(sin O)*|t — Ol? + |t — Of*] x 


x [Q(n-tsin @ ; f) + Q(n-* |t — 6] ; f) + Qin; /)}. 
Wir definieren 


V(x; g) = Bv-®e*! f oly) K,,(t — 9) dt 


{vgl. (30)]. y,(x;g) ist dann ein Polynom héchstens _ -ten Grades, falls g(y) 
von zx als Parameter nicht abhingt. Es ergibt sich aus (31) und (28) nach 
einiger Rechnung, indem man teils 2(u) = 2Q(u, {/), teils Q(u)=1 setzt, 
(32) W(x; @) =O(n-*) (V1—2?7 +n)’ Q(n- V1—a2;f) + Q(n-2; f)| 
Man beachte, daB 

#-1 
(33) (x; @) = (2; F) —F(xz)— SY FY (x) G_5(2) 

j=l 
mit 

past) = (I Breet f(y — x) K,(t— @) dt = 


th @ 


= O(n-20*4) / [(sin OY |t — Ol + |t — Ol241] K,,(t- - @) dt. 


aw 


Gn j(x) ist also ein Polynom von héchstens ; + j-ten Grade und 


(34) @nj (x) = O(n) (V1 —a? + n/p. 
Aus (33), (34) und (29) sieht man, daB das Polynom 
s—1 
Y (x; F) 4 pa Qnj(X) Pnj (2) « Pn (2X) 
j=1 


einen Grad héchstens gleich n besitzt und seine Abweichung von F(z) kleiner 
als 


O(n-*) (/1 — a®+ n-")*[Q(n-" V1 — 22; f) + Q(n-2)] 
ist. Das Polynom P,,(x) = q,(x) + p,(x) befriedigt also (5) fiir r = s, w.z.b.w. 


(Bingegangen am 20. Juni 1958) 











LINGENBERG, R. Lisle 
Math. Annalen, Bd. 137, 8. 26—41 (1959) 


Uber Gruppen mit einem invarianten System 
involutorischer Erzeugender, in dem der allgemeine Satz 
von den drei Spiegelungen gilt. I 


Von 


Rouir LINGENBERG in Hannover 


Die Theorie der metrischen Ebenen ist in neuerer Zeit aus dem Studium 
der von Spiegelungen erzeugten Bewegungsgruppen entwickelt worden. Bei 
diesem Aufbau erwies es sich, daB dem Satz von den drei Spiegelungen ent- 
scheidende Bedeutung zukam. Dadurch wurde das Interesse auf die ab- 
strakten Gruppen gelenkt, die aus ihren involutorischen Elementen erzeugt 
werden und in denen der allgemeine Satz von den drei Spiegelungen fiir die 
Erzeugenden gilt. 

In einer solchen Gruppe © lassen sich die Elemente des Erzeugenden- 
systems © zu Biischeln zusammenfassen, von denen zwei verschiedene héchstens 
ein Element gemein haben. Unter den Biischeln spielen die eigentlichen 
Biischel, die mit allen anderen Biischeln auch mindestens ein Element gemein 
haben, eine besondere Rolle. Sowohl das Erzeugéndensystem als auch der 
Begriff eines Biischels und der eines eigentlichen Biischels sind gegeniiber 
inneren Automorphismen der Gruppe © invariant. 

Man kann dann der Gruppe wie gewohnt eine Geometrie dadurch zuordnen, 
daB man die Elemente ¢ © als Geraden und die Biischel als Punkte der Gruppen- 
cbene von G auffaBt. Zwei Geraden a,b in der Gruppenebene werden zu- 
einander senkrecht genannt, wenn ab involutorisch ist. Die Gruppenebene 
ist eine metrische Ebene von sehr allgemeiner Struktur; z. B. kann deren 
Koordinatenbereich auch ein Kérper von Char. 2 sein. 

Die fir G geforderten Eigenschaften besitzen u.a. die orthogonalen 
Gruppen 05 (K,/) iiber einem beliebigen Kérper K von Char. + 2 mit ternarer 
bzw. binaérer und nullteiliger Form /. Umgekehrt entnimmt man Bacu- 
MANN [3]!), daB bei weitergehenden axiomatischen Voraussetzungen fiir G 
(vor allem beziiglich der Existenz eigentlicher Biischel) diese stets zu einer 
Untergruppe einer Gruppe 0; (K,/) isomorph ist. Den zusatzlichen Voraus- 
setzungen in [3] geniigen aber nicht die Gruppen 0; (K,/) mit ternarer, nicht- 
nullteiliger Form f iiber einem nicht anordenbaren Kérper K, wenn als Er- 
zeugendensystem © die Gesamtheit der Involutionen ¢ Oj (K, f) gewahlt wird. 

“Um auch diese Gruppen mit einzubegreifen, wird man daher die zusatz- 
lichen axiomatischen Voraussetzungen abschwachen miissen. Dies ist bereits 
in den Arbeiten [4, 5, 7, 9] von SPERNER und KarzeL begonnen worden. Die 


1) Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Schlu8 der 
Arbeit. 
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‘vorliegende Arbeit legt nun ein Axiomensystem zugrunde, welches noch etwas 
umfassender als die in [4, 7] und [8] behandelten ist; es wird darin lediglich 
noch zusiatzlich verlangt, daB es mindestens drei eigentliche Biische] gibt, die 
kein gemeinsames Element besitzen. Diesem Axiomensystem geniigen z. B. 
alle Gruppen 0; (K,f) mit ternérer Form f iiber einem Kérper K, in dem 
nicht jedes Element Quadrat ist. 

Fir die Entwicklung der auf diesem Axiomensystem (§ 1) aufbauenden 
Theorie werden wir in dem hier niedergelegten Teil I als Beginn weiterer 
Untersuchungen eine Reihe von grundlegenden Siatzen beweisen. So wird 
etwa gezeigt, daB sich jedes Element einer Gruppe G, die unserem Axiomen- 
system geniigt, als Produkt zweier Involutionen ¢€ G darstellen laBt (Zwei- 
spiegeligkeit der Gruppe G) und daB das Zentrum 8 von G entweder nur aus 
dem Einselement oder aus dem Einselement und genau einer Involution ¢ @ 
besteht (§ 2). Ferner wird bewiesen, daB es zu jeder Geraden g durch einen 
nicht auf ihr liegenden eigentlichen Punkt eine Senkrechte gibt und daB die 
Geraden, welche auf einer Geraden g [g ¢ 8] senkrecht stehen, ein Biischel 
bilden, das Lotbiischel G(g) von g (§ 3). Fiir die Lotbiischel besteht dann die 
Alternative: 1. (Regularer Fall): Es gibt eine Gerade g [g ¢8], welche ihrem 
Lotbiischel G(g) nicht angehért. 2. (Nichtregularer Fall): Jede Gerade g[g ¢ 8] 
gehért ihrem Lotbiischel an. Man kann zeigen, da im regularen Fall keine 
Gerade ihrem Lotbiischel angehért. 


Die Gabelung des Axiomensystems in den regularen und den nichtregularen 
Fall wird dann durch weitere Gabelungen fortgesetzt, wobei sich vier wesent- 
lich voneinander verschiedene Fille herausschilen (Fall [A] — |D] in § 4,2). 

Die Frage, inwieweit sich die Gruppen, die unserem Axiomensystem 
geniigen, durch orthogonale Gruppen darstellen lassen, wird erst in dem gleich 
. folgenden Teil II in Angriff genommen. Es wird dort gezeigt, daB die Faktor- 
gruppe G/§ einer endlichen Gruppe G, die unserem Axiomensystem geniigt, 
nach ihrem Zentrum § isomorph einer orthogonalen Gruppe ist. Die Methoden 
der Untersuchung und die genauen Ergebnisse sind dabei fiir die vier ver- 
schiedenen Fille [A] — [D] verschieden. ; 


§1. Axiomensystem 


Grundannahme: Gegeben sei eine Gruppe © und ein System S involuto- 
rischer Erzeugender von ©. 

Die Elemente ¢ G bezeichnen wir mit «, 8, y... und die Elemente ¢@ 
mit a,b,c... . Die Menge der Elemente ab mit a +6 werde mit M, das 
Zentrum von © mit 8 bezeichnet. « inv bedeutet: « ist involutorisch, hat also 
die Ordnung 2. 

Zwei Elemente «, 8 heiBen verbindbar, wenn eseinvmitav,fvinv gibt. 
Die Menge der Elemente ¢ I, die mit allen Elementen ¢€ M verbindbar sind, 
bezeichnen wir mit %. 


Axiom S. Aus «2, « y, az inv fiir a € M folgt xyz cS. 
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Axiom D. Es gibt ein nicht involutorisches Element y €N und ein u mit 
w+ y, y-**). 

Eine Gruppe G samt einem Erzeugendensystem ©, die dem vorstehenden 
Axiomensystem geniigt, bezeichnen wir mit (G, ©). 

Definition: Ist « €M, so heiBt die Gesamtheit der s mit as inv ein 
Biischel G(a). Ist y €N, so heiBt G(y) ein eigentliches Biischel. 

Man kann der Gruppe © eine Gruppenebene dadurch zuordnen, daB man 
die Elemente von @ Geraden tind zwei Geraden a, 6 zueinander senkrecht 
nennt, wenn ab inv ist. Ferner kann man die Biischel G(a«) als Punkte der 
Gruppenebene auffassen. Ein: Punkt G(a) der Gruppenebene inzidiert dann 
mit einer Geraden a der Gruppenebene, wenn a<¢G(a) gilt. Eine Ver- 
bindungsgerade zweier verschiedener Punkte braucht nicht zu existieren; ist 
sie aber vorhanden, so ist sie eindeutig bestimmt (s. Satz 4). Ein Punkt G(y) 
mit y €% ist mit allen anderen Punkten verbindbar. Einen solchen Punkt 
wollen wir auch einen eigentlichen Punkt nennen. Aus Axiom D folgt (vgl. 
Satz 11), daB es in der Gruppenebene wenigstens drei eigentliche Punkte gibt, 
die nicht mit einer Geraden inzidieren. Mehr eigentliche Punkte braucht es 
nicht zu geben, denn es gibt ein Paar (G, ©), fiir welches genau drei eigentliche 
Biischel vorhanden sind. 


§ 2. Erste Folgerungen aus dem Axiomensystem 


1. Folgerungen aus Axiom §. 

Satz 1. Ist abc inv, so ist abc € SG. 

Beweis: Ist a = b, so ist abc = c, also abc €G. Ist a+ b, alscow = abe M, 
so folgt aus « a, ab, ac inv nach Axiom § abc € ©. 

Folgerung: Es gilt b*<@ fiir alle «¢G; d.h. © ist ein invarianter Komplez. 

Denn nach Satz1 ist b6*=aba¢©, mithin nach der Grundannahme 
b«¢ © fiir alle « € G. 

Satz 2. Aus az, ay, xyz inv fiir a € Mund x + y folgt « z inv. 

Beweis: Nach Satz 1 folgt aus « y inv, daB ay = ya-'€@. Wegenz+y 
ist xy € M und daher ergibt sich nach Axiom S aus (xy)z, (xy) y, (cy) y a inv, 
daB zyy a-!= z a inv ist, also & z inv. 

Satz 3. Aus a+b und a, b € G(a) folgt G(a) = G(ab). 

Beweis: Sei x € G(«), dann folgt nach Axiom S aus aa, ab, « xinv, daB 
abz inv, also x € G(ab) ist, denn wegen a + 6 definiert ab ein Biischel. Um- 
gekehrt ergibt sich aus y € G(ab), also «a, « b, aby inv und a + b nach Satz 2 
« yinv, mithin y €¢ G(a). Die Mengen G(«) und G(ab) stimmen daher iiberein. 

Satz 4. Aus a+b unda, b € G(a), G(B) folgt G(a) = G(). 

Beweis: Nach Satz 3 ist G(a)= G(ab) und G(f) = G(ab), mithin G(a) 
= G(6). 

Satz 5. Aus a,b,c ¢ G(a) folgt abc € G(a). 

Beweis: Nach Axiom § ist abc =d¢©. Da abd =abccd = decd inv ist, 
folgt nach Satz 2 aus aa, ab, abdinv entweder adinv oder a=b. Da im 


*) y* fiir y, « € G bedeutet im folgenden stets a—'y a. 
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letzten Falle aber c=d und somit ebenfalls «d= ac inv ist, gilt stets 
d = abc € G(a). 

Folgerung: Aus a € G(a) folgt «a € G(a). 

Ohne Verwendung eines Axioms sieht man die folgenden beiden haufig 
verwendeten Lemmata ein: 

Lemma 1. Sei ab = ba und ac = ca, dann ist bc = cb gleichbedeutend mit 
abc = cba. 

Beweis: Aus ab = ba, ac = ca, be = cb folgt abe = ach = cab = cha und 
umgekehrt folgt aus ab=ba, ac=ca, abec=cbha, daB abe =cha=cab 
acb und damit bc = cb gilt. 

Lemma 2. Ist abc inv und a®= a*, so gilt (bc)?= 1. 

Beweis: Aus bab=cac folgt chabca=1 und wegen cha=abe weiter 
abcbca = 1, also (bc)?= 1. 

2. Bewegungen und Spiegelungen der Gruppenebene. Um Bewegungen der 
Gruppenebene definieren zu kénnen, brauchen wir den Begriff des T'ransfor- 
mierens von Biischeln: 

Ist G(x) ein Biischel und # ein beliebiges Element ¢ G, so bezeichnen wir 
die Menge der Elemente 2° fiir x € G(a) mit G(«)’. 

Nach Satz 1, Folgerung ist G(«)’ eine Menge von Elementen ¢@. Weiter gilt: 

Satz 6. Es gilt G(a)*= G(a*), insbesondere ist also G(a«)* ein Biischel. 

Beweis: Aus x € G(a)* folgt 2*¢ G(a), also ist « 2*inv und damit a*z 
= (a x*)*inv, mithin 2 ¢ G(a«*). Umgekehrt ergibt sich aus y ¢ G(a*), also 
a*yinv, daB auch ay*= (a*y)* inv ist. Dies bedeutet y*¢ @(«) und somit 
y € G(a)*. Daher stimmen die Mengen G(a)* und G(a*) iiberein. 

Nach der Grundannahme ergibt sich sofort die 

Folgerung: Es gilt G(a)’= G(a®), insbesondere ist G(x)’ ein Biischel. 

Wir betrachten nun die Abbildung * mit 


z*=2 G(a)*= G(a) 


fir beliebiges 8 € G. Diese Abbildung ist nach Satz 1, Folgerung und Satz 6, 
Folgerung eine eineindeutige Abbildung der Menge der Geraden und der 
Menge der Punkte der Gruppenebene je auf sich, bei der die Inzidenz erhalten 
bleibt. Zueinander senkrechte Geraden gehen in zueinander senkrechte Geraden 
iiber. Wir nennen daher die Abbildung * eine Bewegung der Gruppenebene. 

Ist 8 = a € ©, so bleibt die Gerade a bei der Bewegung * punktweise fest, 
denn aus a€ G(a) folgt nach Satz 5 axa ¢ G(a) fiir alle x € G(a) 
und damit G(«)*= G@(«). Die Bewegung * fiir 8 = a wollen wir die Spiegelung 
der Gruppenebene an der Geraden a nennen. Die Senkrechten x zu a sind 
dabei Fixgeraden, denn es gilt 2*= axa = raa = z. Ist a ein Element des Zen- 
trums §, so ist die Spiegelung an a die identische Abbildung der Gruppenebene 
auf sich. Ist aber a ¢ 8, so ist die Spiegelung an a eine involutorische Abbildung. 

Satz 5 l48t sich dann als allgemeiner Satz von den drei Spiegelungen 
interpretieren: Die Aufeinanderfolge von Spiegelungen an drei Geraden a, b,c 
der Gruppenebene, welche mit einem Punkt G der Gruppenebene inzidieren, 
stimmt mit einer Spiegelung an einer Geraden d iiberein, die mit G inzidiert. 
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Die Bewegungen der Gruppenebene von (G,@) bilden eine Gruppe 6*, 
die zu der Faktorgruppe G/8 von G nach ihrem Zentrum § isomorph ist. 

Wir wollen nun zwei spater haufig verwendete Satze iiber die Spiegelung 
an einer Geraden a herleiten: 

Satz 7. Sei b € G(a), dann ist b*¢ G(a) gleichbedeutend damit, daB a ¢ G(a) 
oder ab involutorisch ist. 

Beweis: 1. Aus a € G(a) folgt nach Satz 5 aba = 6*¢ G(a) und aus ab inv 
b*= b, also ebenfalls b* ¢ G(a). 

2. Sei b, b*¢ G(a). Wir behaupten dann, daB im Falle a ¢ G(a) abi inv ist. 
Wegen a ¢ G(x) und b € G(a) ist a+ 6. Aus babinv und bab*=a inv folgt 
b, b*€ G(a), G(ab), also wegen G(ba) + G(a) [da a € G(ba), jedoch a ¢ G(x)] 
nach Satz 4 b = b* und somit ab inv. 

Folgerung: Sei b € G(a), dann ist b € G(a)* gleichbedeutend mit ab inv oder 
a € G(a). 

Satz 8. G(a) = G(a)* ist gleichbedeutend damit, daB a € G(a) oder a ¢ G(x) 
und xa inv fiir alle x mit x € G(a) gilt. 

Satz 8 besagt: Die simtlichen Fixpunkte einer Spiegelung an der Geraden a 
sind die mit a inzidierenden Punkte und alle Punkte, fiir die jede mit ihnen 
inzidierende Gerade zu a senkrecht ist. 

Beweis von Satz 8: Sei x € G(a), dann ist z €¢ G(a«)* nach Satz 7, Folgerung 
gleichbedeutend mit a ¢ G(«) oder xa inv. Damit folgt aus G(x) = G(a)*, 
daB a € G(a) oder — im Falle a ¢ G(«) — xa inv fiir alle x € G(x) ist. Um 
gekehrt folgt aus xa inv, also x*= 2 fiir alle x ¢ G(x) sofort @(a«) = G(a)* 
und a ¢ G(a); und aus a € G(«) nach Satz 5, Folgerung axa ¢ G(x) fiir alle 
x € G(a), also G(a) = G(a)*. 

Folgerung: Aus G(a)*= G@(a) folgt a*= a oder a*= a-}. 

Denn nach Satz 8 folgt aus G(a)*= G(x) entweder a ¢ G(a), also x a inv 
und damit «*= a—', oder es ist fiir « = be: b*= b und c*=¢, also x*= (bc)* 
= b*c*= bc = a. 

3. Eigentliche Biischel, Existenz einer Senkrechten, Zweispiegeligkeit der 
Gruppe. Um weitergehende Aussagen zu erhalten, miissen wir nun auch 
Axiom D heranziehen. Zunachst gilt 

Satz 9. Ist «€N, so auch o €N fiir jedes 6 « G. 

Beweis: Wegen der Grundannahme geniigt es zu zeigen, daB mit « auch 
a*E€N ist. Sei B ein beliebiges Element ¢ M. Dann ist f*¢ M und es gibt 
ein v’ mit av’, Pv’ inv. Setzen wir v’*=v, so ist a*v = (av’)* und Br 
= (B*v')* inv und somit v eine Verbindung von x* und f. Damit ist gezeigt, 
daB «* mit allen Elementen ¢ M verbindbar ist. 

Satz 9 entnimmt man wegen G(a)’=G@(a*), daB eine Bewegung der 
Gruppenebene einen eigentlichen Punkt in einen eige ner Punkt iiberfiihrt. 

Satz 10. Ist y © R und G(y) = G(£), so ist B « 

Beweis klar. 

Satz 11. Es gibt wenigstens drei nicht involutorische Elemente y,, y2, ¥3¢%, 
fiir die es kein a mit y,a inv gibt [i = 1, 2, 3). 
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Beweis: Seien y,u die Elemente aus Axiom D. Dann ist nach Satz 8, 
Folgerung G(y) + G(y)*. Es gibt nach Voraussetzung ein w mit w ¢ G(y), 
G(y)*. Nach Satz 5, Folgerung ist y w = v € G(y), also y = vw. 

Wir behaupten nun, daB y, y“, y“" die Bedingungen von Satz 11 erfiillen. 
Nach Satz 9 ist y, y“, y*"€ RN. Gabe es nun ein r mit r € G(y), G(y)", G(y)*, 
so folgte aus G(y) + G(y)" nach Satz 4r = w. Weiter ergibt sich aus r ¢ G(y)*, 
G(y)** nach Satz 7, Folgerung r*= r, da v € G(y)" wegen w + v und w,v € G(y), 
G(y)* nach Satz 4 G(y) = G(y)“ zur Folge hitte, im Widerspruch zum eben 
Bewiesenen. Damit ergibt sich y*= (wv)*= (rv)*=1, im Widerspruch zur 
Voraussetzung iiber y. 

Nach Satz 11 gibt es also in der zu (G,G) gehdrenden Gruppenebenc 
wenigstens drei nichtkollineare eigentliche Punkte, namlich die Biischel G(y), 
G(y)* und G(y)“*. Wir zeigen nun, daB man von einem eigentlichen Punkt 
G(y) ein Lot a auf eine Gerade g fallen kann, wenn der Punkt nicht mit g 
inzidiert. 

Satz 12 (Existenz einer Senkrechten). Ist y¢2 und yg nicht inv, so 
gibt es ein a mit ga, y a inv. 

Beweis: Da y €N, gibt es ein a mit a € G(y), G(y)*. Da g ¢ G(y), muB 
dann nach Satz 7, Folgerung ag inv gelten. Mithin erfillt a die Bedingungen 
in Satz 12. 

Satz 13 (Reduktionssatz). Jedes Element « ¢ © lapi sich in der Form ab 
oder abc darstellen. M samt dem Einselement der Gruppe G ist eine Untergruppe 
vom Index 2 oder & selbst. 

Beweis: Wir zeigen zunichst: 

(a) Ist a, BEM, so ist a BEM oder aB=1. Sei a=ab und B=cd 
und y ein nach Axiom D vorhandenes Element ¢2. Dann gibt es Elemente b’,c’ 
mit « b’, y b’ inv und c’ B, yc’ inv, also nach Satz 1 mit « b’=a',c’ B =d'¢S. 

Ist b’=c’, so folgt die Behauptung aus « 8 =a’ b'c’'d’=a'd’ und ist 
b’+ c’, so gilt wegen b’, c’€ G(y) nach Satz 3 G(y) = @(b'c’) und nach Satz 10 
b’c’EN. Es gibt also weiter ein e mit b’c’e, ed’a’ inv (offenbar auch fiir 
a’=d'). Nach Satz 1 ist dann b’c’e = g und ed’a’= h und somit « 8 = a'b'c'd’ 
= (b’c’e - ed'a’)* = (gh)* = g* h* . Mithin ist nach Satz 1, Folgerung « 8 « M 
oder a B = 1. 

Ist nun « ein beliebiges Element € G, so ist x nach der Grundannahme als 
Produkt a, ... a, von Elementen¢ © darstellbar. Ist n gerade, so folgt durch 
gegebenenfalls mehrfaches Anwenden von (a), daB «¢€M oder «= 1 ist. 
Mithin gibt es in diesem Falle Elemente a,b €@ mit «=ab (fiir «=1 setzte 
man 6 = a). Ist n dagegen ungerade und n > 1 (fiir m = | setze man « = a,a-a), 
so gibt es nach dem eben Uberlegten Elemente a,b mit a, ...a,-,= ab. 
Setzt man dann a, = c, so erhalt man « = abc. Damit gilt die erste Behauptung 
von Satz 13. 

Nach (a) ist M samt dem Einselement offenbar eine Untergruppe U von G. 
Sind nun a, 8 zwei Elemente aus © mit «, f ¢ U, so gibt es nach dem eben 
Bewiesenen Elemente a, b, c und a’, b’, c’ mit a = abe und 8 = a‘b’c’. Nach (a) 
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ist dann a # € U und damit U vom Index 2 oder die Gruppe G selbst. Damit 
ist Satz 13 bewiesen. 

Uber Satz 13 hinaus la8t sich zeigen, daB die Gruppe G ,,zweispiegelig“ ist, 
also sich jedes Element ¢@ als Produkt zweier Involutionen darstellen laBt: 

Satz 14 (Zweispiegeligkeit). Jedes Element « € G ist gleich einem Produkt 
ab oder gleich einem Produkt o b mit o inv und a € M. 

Beweis: Nach Satz 13 geniigt es zu zeigen: Ist « in der Form abe dar- 
stellbar, so gibt es ein involutorisches Element o € M mit o « €S. 

Ist & inv, also nach Satz 1 «=g€6©, so gibt es nach Satz 11 ein y RN 
mit g ¢ G(y) und daher nach Satz 12 ein d mit d ¢ G(y) und dg = a inv. Dann 
ist ¢ inv undo €M undoa=de Ss. 

Wir diirfen also voraussetzen, daB « nicht involutorisch ist. Insbesondere 
sind dann a,b,c voneinander verschieden. Es gibt dann eine Darstellung 
a’b’c’ von a, in der b’c’€ N ist: Sei y ein nach Axiom D vorhandenes Element 
€N, dann gibt es ein c’ mit yc’, bec’ inv, also nach Satz 1 mit bec’= b’ €S. 
Weiter existiert ein b’ mit y 6’, ab’’b’ inv, also mit ab’’b’= a’ ¢ G, da a + b” 
wegen a nicht inv ist. Dann gilt « = abc = ab’’c'=a’'b'c’ und wegen b’+ c’ 
(sonst ware a inv) und b’,c’€ G(y), also nach Satz 3 G(y) = G(b’c’), daB 
b’c’€R nach Satz 10 ist. 

Da a=a' b’c’ nicht involutorisch ist, gilt a’ ¢ G(b’c’) und somit gibt es 
nach Satz 12 ein d mit db’c’, da’=o inv. Nach Satz 1 ist dann db’c’ = 
=da'a'b’c’=aaceG undo eM. 

4. Aussagen iiber das Zentrum. Wir wollen im folgenden zeigen, daB das 
Zentrum § einer Gruppe G, die in bezug auf ein Erzeugendensystem @ dem 
Axiomensystem aus § 1 geniigt, entweder nur aus dem Einselement oder aus 
dem Einselement und genau einer Involution ¢@ besteht. Bei diesem Nach- 
weis wird Axiom D wesentlich benutzt. Zunachst laBt sich jedoch ohne Ver- 
wendung von Axiom D herleiten: 

Satz 15. Gibt es zwei verschiedene Elemente z, z'€8,G, so gilt x € G(zz’) 
fiir alle x € SG oder © enthialt nur die Elemente z, z’, zz’. (© ist in letzterem Falle 
zur Kleinschen Vierergruppe isomorph.) 

Beweis: Sei x€©, dann gilt z2’2 = z22'= xz2'=22'z, also ist zz'x inv 
oder gleich 1. Mithin gilt x € G(zz’) fiir alle z € © oder es gibt ein y <S mit 
zz'= y, also y €8,©. In letzterem Falle kann es auBer z, z’, zz’ kein weiteres 
Element y’¢@ geben, da sonst nach dem Bewiesenen y’ ¢€ G(zz’), G(zy), also 
wegen z € G(zz’), G(zy) und z+ y’ nach Satz 3 G(zz’) = G(zy) folgte. Dies 
hatte aber y ¢ G(zz’) und somit zz’y inv zur Folge, im Widerspruch zu 
zz’y=1. 

Aus Satz 15 folgt, daB die Gruppenebene einer Gruppe, die der Grund- 

annahme und dem Axiom 8 aus §1 geniigt und fiir die zwei verschiedene 
Elemente von © im Zentrum liegen, entweder nur aus einem Punkt und den 
Geraden durch diesen Punkt oder aus einem Polardreiseit besteht, d. h. aus 
genau drei paarweise aufeinander senkrecht stehenden Geraden samt deren 
Schnittpunkten. Vom geometrischen Standpunkt aus sind diese Entartungs- 
fille wenig interessant. Sie werden schon dann ausgeschlossen, wenn in 
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Axiom D statt y €Q lediglich y € M gefordert wird. Diese Forderung wollen 
wir als Axiom D* bezeichnen und sogleich zeigen, daB bei Voraussetzung 
von D* das Zentrum nicht mehr als ein Element ¢@ enthalten kann. Zu- 
nacht gilt 

Lemma 3. Sind y = vw und u die Elemente in Axiom D*, so ist u,v, w ¢8. 

Beweis: Wire v oder w € 8, so gilt wegen v + w [da y € M] vw = y inv, 
im Widerspruch zur Voraussetzung. Da y“+ y, also y u + uy ist, gilt auch 
u ¢§8. 

Lemma 4. Es gibt kein Biischel G(a) mit x € G(a) fiir alle x € SG mit x + a. 

Beweis: Wir nehmen an, es gabe ein Biischel G(x) mit x ¢ G(x) fiir alle 
x€@ und e+. Sind y = vw und u die Elemente aus Axiom D*, so gilt 
u,v, w+ a, denn anderenfalls waren u,v,w Elemente von 8, im Wider- 
spruch zu Lemma 3. Daher muB uw, v, w € G(«) gelten, also nach Axiom § 
uvw =u y inv, im Widerspruch zu y*+ y-!. 

Aus Lemma 3 und 4 und Satz 15 folgt sofort 

Satz 16. Es gibt héchstens ein Element z mit z « S, 8. 

K6nnen wir nun zeigen, daB kein Element « + 1 mit « ¢@ im Zentrum ent- 
halten ist, so ist unsere anfangs aufgestellte Behauptung tiber das Zentrum bewie- 
sen. Hierzu miissen wir aber den aus Axiom D erschlossenen Satz 13 verwenden. 

Satz 17. Jedes Element + 1 des Zentrums 8 ist ein Element von GS. M ent- 
hilt kein Element € §. 

Beweis: Wir beweisen die zweite Aussage zuerst und nehmen dazu an, 
es gibe ein «a =ab¢€M,8. Dann gilt aa = b= «a= aba, also ab = « inv. 
Mithin ist wegen za=a2=a-'z fir alle x €@ offenbar x ¢ G(x) fiir alle 
x €S mit x + a, im Widerspruch zu Lemma 4. 

Sei nun « ein beliebiges Element € 8. Dann ist nach Satz 13 «®¢ M oder 
a2=1. Da das erste wegen «*¢€8 nach dem eben Bewiesenen unméglich ist, 
bleibt nur «21. Dann aber ist entweder « = 1 oder « inv und « ¢ M, also 
a €@ nach Satz 13 und Satz 1. 

Satz 16 und Satz 17 ergeben zusammen den 

Satz 18. Ist G eine Gruppe, die in bezug auf ein Erzeugendensystem S 
dem Axiomensystem aus § 1 geniigt, so besteht das Zentrum 8 von © entweder 
nur aus dem Einselement oder aus einer Involution «@ und dem Einselement. 

Zum SchluB zeigen wir: 

Satz 19. Ist « ein Element von M und gibt es ein z€B,G so ist az 
genau dann involutorisch, wenn a involutorisch ist. 

Beweis: Sei azinv, also «az=za-', dann folgt wegen «z=2za sofort 
a-1!= a, also « inv. Ist umgekehrt « inv, also « = «~', so folgt aus az =za 
=z a-! entweder x z inv oder «=z. Das Letztere ist nicht méglich, da sonst 
x € G(«) fiir alle x €@ mit x + « folgte, im Widerspruch zu Lemma 4. 


$3. Lothiischel 


Wir wenden uns nun der Frage zu, ob in der Gruppenebene einer Gruppe, 
die unserem Axiomensystem geniigt, die Senkrechten zu einer Geraden g in 
einem Biischel liegen. Ist g ein Element des Zentrums §, so ist dies offenbar 
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nicht der Fall, denn die Senkrechten auf g sind die simtlichen Geraden + g 
der Gruppenebene, die nicht alle demselben Biischel angehéren. Ist aber g 
kein Element des Zentrums, so liegen die Senkrechten auf g im Biischel: 

Satz 20. Ist 9 ¢8 und sind ag, bg, cg inv, so ist abc inv. 

Beweis: Gibt es zwei Elemente s,¢ mit g = st, so folgt aus ga = sta; 
gb = stb; gc = stc inv nach Axiom S abc inv. Wir diirfen also hinfort g ¢ M 
voraussetzen. 

Satz 20 ist bewiesen, wenn wir zeigen, daB aus abc nicht inv und ag, bg, 
eg inv g € 8 folgt. Dies soll in drei Schritten geschehen: 

(a) Es gibt drei Biischel G(a,) [i = 1, 2,3] ohne gemeinsames Element, 
fiir die aus z € G(a,) [1 <i <3) 2?= z folgt. 

Die drei Biischel G(ab), G(ac), G(bc) sind voneinander verschieden und 
ohne gemeinsames Element, da abc nicht inv ist. g ist héchstens in einem 
der drei Biischel enthalten, denn wire z. B. g € G(ab) G(ac), so folgte nach 
Satz 4 g=a im Widerspruch zu ag 
inv. Wir diirfen also annehmen, daB 
g ¢ G(ab), G(ac) ist. Dann ist 6*+ b, 
da anderenfalls ab inv ware. Aus ab, 
ag, bg inv folgte jedoch nach Lemma 1 
abg = 1 oder abg inv, im Widerspruch 
zu den Voraussetzungen g ¢ M und 








g ¢ G(ab). 
g ist héchstens in einem der beiden 
Fig. 1 voneinander verschiedenen Biischel 


Gi(bc), G@(b*c) enthalten. Sei etwa 
g ¢ @(b%c). Dann sind G(ab), G(ac), G(b%c) drei Biischel ohne gemeinsames 
Element und es gilt g ¢ G(ab), G(ac), G(b*c). Wegen G(ab)? = G(a?b’) = G(ab) 
und G (ac)? = G(a%c*) = G(ac) und G(b*c)? = G(b%c?) = G(b%*c) = G(b*c) folgt 
uach Satz 8 2?= 2 fir alle x mit x¢@(ab) oder x € G(ac) oder x € G(b*c). 
oy) Gab), G(ac), G(b*c) haben also die in (a) 
verlangten Eigenschaften. Ist g ¢€ G@(b*c), 
y aber g ¢ G(bc), so bilden G(ab), G(ac), G(bc) 
° drei Biischel mit den in (a) verlangten Eigen- 
schaften. 

(b) Ist 8 EN, so ist G(B)?= G(f). 

" g boy Denn seien G(a,;) die nach (a) existieren- 





den Biischel, a; die nach Voraussetzung iiber 
B vorhandenen Verbindunger von f mit a; 
{¢ = 1, 2, 3]. Nicht alle a; sind identisch, 
da anderenfalls die Biischel G(a,;) ein gemieinsames Element besiBen. Sei 
etwa a,+a,. Dann ist nach Satz 3 @(f) = G(a,a,) und es gilt wegen (a) 
G(B) = G(a,a,)" = G(af a,) = G(a,a,) = G(f). 

(c) Gibt es ein » €N mit g ¢ G(y), so ist 27= z fiir alle x ¢S. 

Nach (b) ist G(y)?= G(y) und damit wegen g ¢ G(y) nach Satz 8 27=2 
fiir alle x € G(y). 


Fig. 2 
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Sei nun y ein Element mit y ¢ G(y) und y +g (fir y=g ist offenbar 
y= y), ferner s das Element mit s € G(yg), G(y) und endlich ¢ das nach 
Satz 12 existierende Element mit? y inv undt ¢ G(y) [Fig. 2]. Dann ist s* = s und 
#—t. Aus G(yg)*= G(y*g*) = G(yg) folgt nach Satz 8 t ¢ G(yg) oder st inv. 
Letzteres fiihrt wegen (st)?= st auf stg inv oder st =g, ersteres im Wider- 
spruch zu g ¢ G(y) = G(st) und das zweite im Widerspruch zu g ¢ M. Mithin 
gilt t € G(yg) und daher ty’= (ty)"= g(tyg) = g(gyt) = yt =ty, also y?= y. 

Da es nach Satz 11 ein y €N mit g ¢ G(y) gibt, folgt aus (c), daB g ¢ 8 ist. 
Damit ist Satz 20 bewiesen. 

Bemerkung. Im Falle, daB es ein z €8,©@ in G gibt, kann die Aussage 
in Satz 20 sehr einfach hergeleitet werden: Nach Satz 19 folgt aus ag, bg, 
eg inv, daB agz, bgz, cgz, also zga, zgb, zgc inv ist. Dann aber ist wegen g ¢ 8, 
also g + z nach Axiom § abc inv. 

Nach Satz 20 liegen also die Senkrechten zu g mit g ¢ 8 in einem Biischel. 
Ein Biischel, welches die simtlichen Senkrechten zu g enthalt, wollen wir 
aber nur dann das Lotbiischel von g nennen, wenn es — evtl. auBer g selbst — 
auch nur Senkrechte zu g enthalt. Wir definieren also: 

Gibt es zu einem Element g ein Biischel G(«), fiir welches 2?= x gleich- 
bedeutend mit z ¢€ G(«), oder x =g ist, so nennen wir G(a) das “otbiischel 
von g und bezeichnen es mit G(g). 

Wir werden zeigen, daB es zu jeder Geraden g[g ¢ 8] ein Lotbiischel G(g) 
gibt. Hierzu miissen wir awei Fille unterscheiden, nimlich ob es wenigstens 
zwei verschiedene Senkrechte zu g oder héchstens eine Senkrechte zu g gibt. 

Satz 2la. Gibt es zu einem Element g mit g ¢ 8 zwei verschiedene Elemente 
a, b mit ag, bg inv, so gibt es zu g ein Lotbiischel G(g). 

Beweis: Das Bischel G(ab) hat die fiir ein Lotbiischel geforderten Eigenschaf- 
ten: Ist +g und 2 = z, also zg inv, so folgt nach Satz 20 ab z inv, also x¢ G(ab). 

Umgekehrt kénnen wir zeigen, daB aus y € G(ab) stets y?= y folgt. Denn 
ist g ¢ G(ab), so ergibt sich dies sofort nach Satz 8. Sei nun g ¢ G(ab). Ist 
dann y € 8, so gilt trivialerweise y’= y. Sei also weiter y ¢8. Nach Satz 11 
gibt es ein y€N mit y¢ G(y) und daher nach 








) 

Satz 12 ein r mit ry inv und r¢G@(y). Nach 

Satz3 ist ferner G(ab)= G(ag) = G(bg) und somit - / 

yag, ybg inv, also nach Satz5 yag = 8 € G(ab) oo 

und ybg =t¢G(ab). Es gilt s+t wegen a+b 

und ys, yt inv, alsonach Satz 20 rst inv. Daher 

folgt r € G(ab) nach Satz 2. ; Gad 
Ist g € G(y), so hat r,g €G(y), G(ab) und 

G(y) + G(ab) (da y¢€ G(ab), aber y ¢G(y)] zur Hes 


Folge, daB r=g, also gy inv und damit y’ = y 
gelten muB, wie behauptet. Ist aber g ¢ @(y), so gibt es nach Satz 12 ein uw mit ug 
inv und u ¢€ G(y). Aus ag, bg, ug inv ergibt sich dann abu inv nach Satz 20, 
also u ¢ G(ab) und daher wegen G(y) + G(ab) nach Satz 4u=r. Somit gilt 
wegen ug, uy, uyg inv [letzteres wegen u = r,y,g € G(ab)] nach Lemma | 
auch in diesem Falle yg = gy, also y’= y. 

3* 
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Der in Satz 21a noch nicht behandelte Fall, daB es zu einer Geraden g 
héchstens eine Senkrechte gibt, ist nur fiir ein einziges Paar (G6, G) méglich. 
Da dieser Ausnahmefall auch spater noch eine Rolle spielt, wollen wir ihn 
an dieser Stelle gleich vollstandig behandeln. Es gilt namlich: 

Satz 21b. Gibt es fiir (G,S) ein Element g, zu dem es héchstens ein a mit 
ag inv gibt, so existiert zu jedem b genau ein c mit be inv, und G(bc) ist das Lot- 
biischel von b. © ist isomorph zu der Permutationsgruppe ©, von vier Objekten, 

wobet © der Menge der Zweierzyklen 
€ ©, entspricht. 

Beweis: Nach Satz 11 gibt es 
ein nicht involutorisches Element 
y €N mit g ¢ G(y) und daher nach 
Satz 12 einamit a ¢ G(y) undag inv. 
Dann gilt: 

6-6" (a) Ist y’'€RN, so gilt ac G(y’) 
oder g € G(y’). 

Denn ist g ¢ G(y’), so gibt es 
nach Satz 12 ein b mit bg inv und 
b € G(y’). Nach Voraussetzung muB 
dann 6=a und somit a€ G(y’) 
gelten. Ferner hat man 

(b) a bzw. g ist in genau zwei 
eigentlichen Biischeln enthalten. 

Aus a¢€G(y)=G, folgt ay=6¢6. Es ist dann G% ein eigentliches 
Bischel G,+ G, mit a € G,, denn aus G,= G% folgt nach Satz 8 bg inv, also 
a= 6 und somit y = 1, im Widerspruch zu y ¢%. Sei nun G@ ein beliebiges 
eigentliches Biischel + G, mit a¢@. Dann ist G?= G@(a’g), denn es gilt 
a®¢ G® und nach (a) g ¢ G®, da a ¢ G®, also a®¢ G nach Satz 7 wegen b ¢ @ auf 
ab = y inv fiihrte. Insbesondere mu8 G3 = G(a’g), also G°= Gund damit 
G = G, fiir jedes eigentliche Biischel G + G, mit a ¢ G gelten. 

Entsprechend sieht man ein, daB Gj = G(a‘g) mit c=a? ist. G3 = G, 
und G$ = G, sind zwei verschiedene eigentliche Biischel mit g ¢ G2, GS, denn 
aus G, = G) folgte a?= a‘, also aa?= y?= 1. Entsprechend wie eben fiir a 
kann man dann fir g zeigen, daB g in héchstens zwei verschiedenen eigentlichen 
Biischeln enthalten ist (man beachte, daB a®g = y'€N und y’ nicht involu- 
torisch ist). Damit ist (b) bewiesen. 

Offenbar ist G;+ G(ag) und G,;+ G, fiir i + k [i, k = 1, 2, 3, 4]. Bezeichnen 
wir die Verbindung von G, und G, mit a,,, so sind sechs von den Elementen a; , 
voneinander verschieden [i,k = 1, 2,3,4;i+k]. Insbesondere ist g = ay, 
= Ay und a = a4.= ay). 

Die eigentlichen Biischel G,, G,, G,, G@, sind nach (a) und (b) die einzigen 
eigentlichen Biischel fiir (G,@). Ist « ein beliebiges Element ¢G, so ist mit G, 
auch G* ein eigentliches Biischel. « ruft also eine Permutation der vier eigent- 
lichen Biischel hervor. Ordnet man jedem « ¢€ G die Permutation von vier 
Objekten zu, die es in der Menge der eigentlichen Biischel bewirkt, so entsteht 








Fig. 4 
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ein Homomorphismus von © in die Gruppe @, der Permutationen von vier 
Objekten. Wir zeigen, daB der Kern R des Homomorphismus nur aus dem 
Einselement besteht : 

Ist x ein Element des Kernes, so gilt G7 = G; und damit a?,= a,,, also 
1; ,.% — x, fiir alle i, k mit i, k = 1, 2,3,4 und i+ k. 

Wir nehmen zunachst an, es gabe ein « ¢ R, M, dann folgt aus g a = ag, 
also G(x)?= G(x) nach Satz 8 g € G(«), da xg inv fiir alle z € G(«) der Voraus- 
setzung tiber g widerspricht. Mithin ist nach Satz 1 ga =d¢©@ und daher 
(4 — 0% — G% = Gs und entsprechend Gi = G,. Dies hat nach Satz 8 ent- 
weder d ¢ G,, Gy, also d=g und damit « = gd=1 oder gd inv, also d=a 
zur Folge. Das erste widerspricht der Voraussetzung « € M und das zweite 
wegen Gt = G{*= G{’= Gf = G, der Voraussetzung Gi =G,. Also gibt es 
kein x mit x € R, M. 

Ist x ein beliebiges Element € 8, so ist nach Satz 13 a®¢ M oder a?= 1. 
Da «- &, ist die erste Méglichkeit nach dem Bewiesenen unméglich. Mithin 
ist « = 1 oder « nach Satz 13 und Satz 1 ein Element s von @. Im zweiten 
Falle folute wegen 8 a;;, = a,,8 [i,k = 1,2,3,4;1+ k], also sg =gs dann s = g 
oder s = a, im Widerspruch zu gb + bg bzw. ab + ba. Also muB x = | geltén. 

Damiit ist der Homomorphismus ein Isomorphismus von © auf eine Unter- 
gruppe der Gruppe @,. Jedem Element s ¢@ entspricht bei diesem Iso 
morphismus eine Involution €@,, und zwar entspricht dem Element a,, der 
Zweierzyklus (jl) [i,k + 7,1 und 7 + 1), denn es gilt G?* = G-und  * = @,. 
Bei dem Isomorphismus entsprechen also die Elemente a,, den simtlichen 
Zweierzyklen G,. Da diese die Gruppe ©, erzeugen, ist G zur ganzen Gruppe ©, 
isomorph 

Aus der Isomorphie von © zu ©, folgt sofort: Zu jedem Element a,,[#, k 

1, 2, 3,4; i+ k] gibt es genau ein a,, [j +1; 1 Si, 1S 4] mit a,,a,, inv, 
nimlich das Element a;, mit j,1 + i,k. Die Elemente a;,a;,[i, kj, 1 vonein- 
ander verschieden; 1 <i,k,j,1< 4] sind zueinander konjugiert, also insbesondere 
zu ag konjugiert, denn sie entsprechen den Elementen der Kleinschen Vierer- 
gruppe. Sie gehdren daher nicht zu ©, da ag ¢©@ (aus ag €S folgte wegen (ag)g, 
ag inv ag =a, also g = 1), und sind auBer den Elementen a;, selbst die ein- 
zigen Involutionen €@. Mithin besteht @ nur aus den Elementen a,, [i,k 

1,2,3,4:i+k]. Damit sind alle Aussagen von Satz 21 b bewiesen. 

Nach Satz 21a und 21» gilt insgesamt: 

Satz 22. Zu jedem g mit g ¢8 gibt es ein Lotbiischel G(q). 

Aus der Symmetrie des Senkrechtstehens folgt unmittelbar: 

Lemma 5. Ist a,b ¢8, so ist a € G(b) gleichbedeutend mit b ¢ G(a). 


Die nach der Definition méglichen Fille, daB die Gerade g [g ¢8) ihrem 


Lotbiischel angchért oder nicht, gibt es beide, allerdings wie wir zeigen 
werder nicht in ein und derselben Gruppenebene (Satz 26). Wir wollen 


nun zunachst die Eigenschaften der Lotbiischel G(g), denen g selbst angehdért, 
genauer studieren 
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Satz 23. Ist a,b ¢8, so hat a,b ¢€ G(a) zur Folge, daB G(a) = G(b) gilt. 
Beweis: Fir a = 6 ist nichts zu beweisen. Sei also a+. Gibt es ein c 

mit c € G(a) und c +a, b, so ist ca,ba,abe inv und daher nach Lemma 1 

be inv. Mithin gilt a, c ¢ G(6) und damit G(b) = G(ac) = G(a). 

Enthalt aber G(a) nur die beiden Elemente a und b, so folgt unmittelbar 
aus Satz 21b, daB G(b) = G(ab) = G(a) ist. 

Folgerung: Ist a ¢3 und a, b, c € G(a), 80 ist b = c oder be inv. 

Denn ist 6 € 8, so ist die Behauptung klar und ist 6 ¢ 8, so gilt nach Satz 23 
G(a) = G(b), also wegen c € G(b) dann b = c oder bc inv. 

Nach Satz 23 ist das Lotbiischel G(g) einer Geraden g, dem g selbst an- 
gehért, auch Lotbiischel jeder anderen Geraden aus G(g), wenn diese nicht 
dem Zentrum angehért. Ein solches Lotbiischel verhalt sich also homogen 
gegeniiber allen in ihm enthaltenen Geraden. Bezeichnen wir nun ein Biischel 
G(a«), welches Lotbiischel jeder Geraden a[a ¢ 8] aus G(a) ist, als einen Lot- 
kern, so lehrt Satz 23: 

Satz 23’. Ist a ein Element mit a¢8 und a€ G(a). so ist G(a) Lotkern. 

Ein Lotkern ist im allgemeinen nicht eigentlich, und zwar gilt: 

Satz 24. Ist G(a) ein Lotkern, dem kein Element z € 8 angehért, so ist G(a) 
nicht eigentlich. 

Beweis: Es gibt ein a mit a ¢ G(x). Ware G(a«) eigentlich, so gabe es nach 
Satz 12 ein b mit b € G(x) und bainv. Dab nach Voraussetzung kein Zentrums- 
element sein kann, gibt es nach Satz 22 ein Lotbiischel G(b). Es ist dann 
a €G(b) und nach Definition G(«) = G(b), also a¢€G(a), im Wider- 
spruch zur Voraussetzung. 

Gibt es eine Gerade z mit z € 8, so ist jedes Lotbiischel Lotkern und die 
Punkte auf z sind die simtlichen Lotbiischel G(g) von Geraden g + z, denn 
es gilt: 

Satz 25. Gibt es ein Element z mit z € S, 8, 80 ist G(g) = G(gz) fiir alle g 
mit g + z. 

Satz 25 besagt: Gibt es eine Gerade z mit z €8, so ist das Lotbiischel 
einer Geraden g + z der Schnittpunkt von g mit z. 

Beweis von Satz 25: Nach Satz 16 folgt aus g + z, daB g ¢8 ist. Mithin 
gibt es nach Satz 22 zu g ein Lotbiischel G(g). Aus gz = zg, also z’= z folgt 
z€G(g). Es gibt nun ein weiteres Element a¢ G(g) mit a+z. Ist a=g, 
so ist selbstverstandlich G(g) = G(az) = G(gz), und ist a+g, also ag inv, 
so folgt nach Satz 19 agz = zga inv, mithin a,z¢G(zg). Aus a,z € G(gz), 
G(g) und a + z folgt dann nach Satz 4 G(g) = G(gz), wie behauptet. 

Zum SchluB beweisen wir den angekiindigten Satz, daB in einer Gruppen- 
ebene jede Gerade 6 [b ¢8] ihrem Lotbiischel angehért, sofern es eine einzige 
Gerade a [a ¢8] mit dieser Eigenschaft gibt: 

Satz 26. Gibt es ein a mit a ¢8, aber a € G(a), so gilt b € G(b) fiir alle b 
mit b ¢8. 

Beweis: Gibt es ein z mit z € 3,6, so folgt die Behauptung von Satz 26 
unmittelbar aus Satz 25. Wir diirfen also im folgenden voraussetzen, da8 kein 
Element ¢ @ dem Zentrum angehért. 


, 


)s 


e 


Uber Gruppen mit Satz von den drei Spiegelungen. I 39 


Wir nehmen an, es gabe ein b mit 6 ¢ G(b). Sei dann y ein Element ¢«N 
und a’,6’ die Elemente mit a’¢ G(a), G(y) und 6’¢ G(b), G(y). Dann gilt 
b’¢ G(b’) [sonst ware nach Satz 23 wegen b ¢ G(b’) dann b ¢ G(b’) = G(b)) 
und nach Satz 23 a’¢ G(a’) = G(a). Sei ferner 6” das Element mit 6’ ¢ G(y), 
G{b’) und endlich b’b’a’= a”. Wegen 6b” € G{b’) und 6” + b’ ist dann b’b” inv, 
also auch a” a’ inv und damit a”¢ G(a’). Aus a’, a € G(a’), G(y) und 
a’+ a” folgt dann G(a’) = G(y) im Widerspruch zu Satz 24, denn G(a’) ist 
nach Satz 23’ Lotkern. 


$4. Gabelungen des Axiomensystems 


1. Regulire und nicht regulire Gruppen. Bei der weiteren Entwicklung 
der auf unserem Axiomensystem aufbauenden Theorie erweist es sich, daB 
der Fall, in dem es eine ihrem Lotbiischel angehérende Gerade gibt, wesent- 
lich von dem Fall unterschieden ist, fiir den eine solche Gerade nicht vorhanden 
ist. Wir werden daher das Axiomensystem an dem folgenden Axiom gabeln: 

Axiom R. Es gibt ein g[g ¢8] mit g ¢ G(g). 

(G, SG) heiBt regular oder nicht regulir, je nachdem, ob Axiom R oder 
die Negation von Axiom R fiir (G,G) gilt. Letztere soll mit Axiom ~R be- 
zeichnet werden und besagt 

Axiom ~R. Es gilt g € G(g) fiir alle g mit g ¢8. 

Aus Satz 26 schlieBt man unmittelbar 

Satz 27. a) Ist (G,G) reguldr, so gilt g ¢ G(q) fiir alle g mit g ¢ 8. b) Gibt 
es fiir (G,S) ein g mit g € G(g) [g €8], 80 ist (G, SG) nicht regulér. 

Aus Satz 25 folgert man 

Satz 28. Gibt es fiir (G,G) ein z mit z € 8, GS, so ist (G,S) nicht regular. 

Satz 29. Ist (G,G) nicht regulér und g ¢8, so folgt aus ag, bg inv, daB 
abg inv ist. 

Beweis: Fir a=b6 ist die Behauptung von Satz 29 trivial. Ist a+b, 
so ergibt sich wegen a, b € G(g) sofort G(g) = G(ab) und wegen g ¢€ G(g) dann 
abg inv. 

Folgerung: Ist (G,G) regulér, so folgt aus ag, bg, abg inv a = b. 

Ist (G,G) regular, so gibt es also in jedem Punkt auf einer Geraden g 
héchstens eine Senkrechte. Die Umkehrung dieser Tatsache ist nicht richtig, 
d. h. Axiom R ist nicht zu der folgenden Forderung aquivalent: 

(R) Aus ag, bg, abg inv folgt a = b. 

Denn der in Satz 21b behandelte Ausnahmefall ist nicht regular, aber zu 
jeder Geraden gibt es genau eine Senkrechte, insbesondere also in jedem 
Punkt der Geraden héchstens eine Senkrechte. 

2. Gruppen mit Polardreiseit. Wir wollen nun noch eine weitere Gabelung 
des Axiomensystems vornehmen und dazu betrachten das 

Axiom PD. Es gibt drei Elemente a, b, c mit abc = 1. 

Die Negation von Axiom PD, die besagt, daB abc + 1 fir alle a, b,c €S 
gilt, bezeichnen wir mit Axiom ~PD. Inder Gruppenebene bedeutet Axiom PD, 
da8 ein Polardreiseit existiert, d. h. daB es drei zueinander paarweise senkrechte 
Geraden gibt. 
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Satz 30. Gilt Axiom PD fiir (G,G), so enthélt M samt dem Einselement 
der Gruppe © alle Elemente €G. Jedes involutorische Element € © ist ein 
Element von ©. 

Beweis: Sei « €G und «+1 und a,b,c die nach Axiom PD existieren- 
den Elemente mit abc =1. Ist « als Produkt einer geraden Anzahl von Erzeugen- 
den darstellbar, so ist « nach Satz 13 ein Element von M. Ist « als Produkt einer 
ungeraden Anzahl von Erzeugenden darstellbar, so ist «abc ein Element, 
welches als Produkt einer geraden Anzahl von Erzeugenden darstellbar ist. 
Mithin ist aabce€M nach Satz 13 und damit «= aabeeM. Ist nun « 
involutorisch, so ist nach dem eben Bewiesenen a = st ¢ M und daher « abc 
= stabe nach Satz 13 einem Produkt von drei Erzeugenden und damit nach 
Satz 1 einer Erzeugenden d gleich. Mithin gilt abe = a=dcG. 

Mit Satz 17 ergibt sich die 

Folgerung: Gilt Axiom PD fiir (©,G), so besteht das Zentrum von © nur 
aus dem Einselement. 

Satz 31. Gilt Axiom PD fiir (©,G), so ist (G, G) reguldr, und es gilt 
g ¢ G(qg) fiir alle g <S. 

Beweis: Sei g ein beliebiges Element ¢ G, ¢ 8, dann ist nach Satz 30 g « M, 
also g = st. Es gilt dann s,t ¢ G(g), also wegen s + ¢ G(g) = @(st) und damit 
g ¢ G(g), da sonst stg inv ware, im Widerspruch zu stg = 1. Nach Definition 
ist dann (G, SG) regular. 

Die angegebenen Gabelungen des Axiomensystems liefern also vier Fille, 
die — wie die spaiteren Untersuchungen zeigen werden — wesentlich von- 
einander verschieden sind : 

[A] Fiir (G,G) gilt Axiom R und Axiom ~PD, d.h. keine Gerade gehért 
ihrem Lotbiischel an und es gibt kein Polardreiseit. 

[B] Fiir (©, GS) gilt Axiom PD, d. h. es gibt ein Polardreiseit. 

(C] Fiir (G, S) gilt Axiom ~R und es gibt kein z mit z € 8, d. h. jede Gerade 
gehért ihrem Lotbiischel an; keine Gerade z steht auf allen Geraden + z senkrecht. 

[D] Fiir (©, S) gibt es ein z € 8, d. h. es gibt eine Gerade z, die auf allen Ge- 
raden + z senkrecht steht. 

Nach dem Bewiesenen ist (G©,@) in den Fallen [A], [B] regular und in 
den Fallen [C], [D] nicht regular. 


§ 5. Zentrumsbiischel 


Es erweist sich als zweckmaBig, auBer den Lotbiischeln noch diejenigen 
Biischel besonders zu betrachten, die ein orthogonales Geradenpaar enthalten®). 
Wir geben dazu folgende Definition: 

Gibt es zu einem Biischel G(a«) ein involutorisches Element o ¢ M mit 
G(a) = G(a), so heiBt G(«) ein Zentrumsbiischel. 

Offenbar ist jeder Lotkern Zentrumsbiischel. Es gilt weiter 

Satz 32. Gilt Axiom ~R oder Axiom PD fiir (G,S), so ist jedes Zentrums- 
biischel Lotbiischel und umgekehrt jedes Lotbiischel Zentrumsbiischel. 


*) In der in Bacumann [3] entwickelten Theorie sind dies die eigentlichen Idealpunkte. 
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Beweis: Sei zunachst (©,@) nicht regular und G(«) ein Zentrumsbiischel, dann 
gibt es involutorisches Element o = ab «M mit G(a) = G(c). Nach Satz 16 kann 
o. B. d. A. angenommen werden, daB a ¢ 3 ist. Dann ist a ¢ G(a) und wegen ab 
inv auch b ¢ G(a). Also folgt wegen a + b nach Satz4 G(a) = G(ab) = G(a). 

Sei umgekehrt @G(a) = G(a) ein Lotbiischel und b + a ein Element ¢ G(a). 
Dann ist ba inv und auch a ¢ G(a), also nach Satz 3 G(a) = G(ab). 

Fir (G,G) mége nun Axiom PD gelten. Sei @(a«) ein Zentrumsbiischel, 
also etwa « inv. Nach Satz 30 ist dann « €@ und somit G(«) das Lotbiischel 
von «, denn zx ¢ (a) ist dann gleichbedeutend mit z*= z und x + «. Umge- 
kehrt, ist G(g) ein Lotbiischel, so gibt es nach Satz 30 zwei Elemente s, ¢ mit 
g=st. Dann ist st inv und G(g) = G(st), denn nach Satz 31 ist g ¢ G(g) 
und somit z ¢ G(g) gleichbedeutend mit gz = stz inv. 

Satz 33. Gilt Axiom R und Axiom ~ P D, so ist kein Lotbiischel Zentrumsbiischel. 

Beweis: Ware ein Lotbiischel G(g) Zentrumsbiischel, so gibe es Elemente 
a,b mit G(g) = G(ab) und abinv. Aus ab, ag, bg inv folgt dann nach Lemma | 
abg inv oder abg = 1. Das erste fiihrt auf g ¢ G(g), im Widerspruch zu Satz 27 
und das zweite widerspricht der Giltigkeit von Axiom ~PD. 

Lemma 6. Ist a ¢ G(a) und a ¢ G(a), so gibt es dann und nur dann ein v 
mit v © G(a), G(a), wenn G(x) Zentrumsbiischel ist. 

Beweis: Gibt es ein v mit v € G(a), G(a), so ist va inv wegen a ¢ G(a) 
und damit G(a) = G(va) Zentrumsbiischel. 

Ist umgekehrt @(«) ein Zentrumsbiischel, also etwa « inv, so ist nach 
Satz 5, Folgerung «a = v ¢ G(x) und auch v € G(a), da va = « inv ist. 

Folgerung: Gilt Axiom R, so ist jedes eigentliche Biischel Zentrumsbiischel. 

Aus Satz 19 folgt unmittelbar: 

Lemma 7. Gibt es ein z mit z ¢ 8, so ist G(x) dann und nur dann Zentrums- 
biischel, wenn z € G(a) gilt. 

Satz 34. Gilt Axiom PD fiir (G,S) und besteht das Zentrum 8 von © 
nur aus dem Einselement, so ist kein Lotbiischel eigentlich. 

Beweis: Ist (G,G) regular, so folgt die Behauptung nach Satz 33 und 
Lemma 6, Folgerung. Ist aber (G,@) nicht regulir, so ist nach Satz 23’ 
jedes Lotbiischel Lotkern und somit nach Satz 24 nicht eigentlich. 
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Uber metrische Differentialgeometrie, 
begriindet auf dem Begriff eines p-dimensionalen Areals 


Von 


Wo.tpeMarR BarTHEL in Saarbriicken 


Die alte Riemannsche Idee einer auf einem allgemeinen Liéingenbegriff be- 
griindeten Differentialgeometrie hatte in Finslers Dissertation [10] 1918 ihre 
erste systeniatische Behandlung erfahren und in den daran anschlieBenden 
Arbeiten — wenn auch bei den verschiedenen Autoren mit sehr unterschied- 
lichen Akzenten — ihre Realisierung gefunden. Aber dabei handelt es sich 
nur um eine Seite einer allgemein-metrischen Differentialgeometrie, wie bereits 
E. Cartan 1933 erkannte, als er einen allgemeinen Arealbegriff zur Grundlage 
differentialgeometrischer Untersuchungen machte. Beide Geometrien wurden, 
wesentlich unter dem EinfluB der Cartanschen Abhandlungen [8] und [9], 
lange als Geometrien in einem Faserraum mit der Mannigfaltigkeit der 1- 
bzw. (n — 1)-Richtungen als Faser aufgefaBt. Erst Bus—MaNn legte in seinen 
nach 1945 erschienenen Arbeiten [5]—[7] systematisch den punktalen Stand- 
punkt zugrunde, der geometrisch angemessener ist. Weiterhin erkannte Busg- 
MANN, welche Bedeutung neben Lange und Areal auch einem allgemeinen 
Volumenbegriff in der metrischen Differentialgeometrie zukommt. Neben 
dieser Klarung der metrischen Struktur bedurfte natiirlich auch die zweite 
fiir eine Differentialgeometrie notwendige Struktur, namlich der Parallelismus, 
einer Anpassung an den punktalen Gesichtspunkt. Wir haben dies in den 
beiden Arbeiten [2] und [1] fiir die auf Lange bzw. (mn — 1)-dimensionalem 
Areal begriindeten metrischen Differentialgeometrien im einzelnen durch- 
gefihrt. 

Die naheliegende Frage nach einer auf einem p-dimensionalen Areal 
(a) df = f(x, dx"... dz») 
basierenden Differentialgeometrie wurde schon 1936 von A. Kawacucui [13] 
aufgegriffen. Allerdings beschrankten sich diese und eine Reihe weiterer 
Arbeiten verschiedener Autoren auf den Fall, daB ein metrischer 1-Tensor 
zweiter Stufe existiert. Diese Annahme ist zwar fiir die Grenzdimensionen 
p=1 und p=n—1 erfiillt, bedeutet aber bei beliebigem p eine starke 
Spezialisierung und umgeht gerade die wesentlichen Punkte. Das aufge- 
worfene Problem wurde in seiner vollen Allgemeinheit zum ersten Mal 1948 
von Iwamoro [12] behandelt, der auch ein erstes Hauptproblem léste. Eine 
groBe Schwierigkeit bei diesen Untersuchungen besteht namlich darin, daB 
die GraBmann-Koordinaten einer p-Richtung fiir 1 < p < n — 1 voneinander 
abhangig sind. Man kann also die das p-dimensionale Areal definierende 
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homogene Funktion nicht nach den GraBmann-Koordinaten differenzieren, 
um etwa einen metrischen p-Tensor zu gewinnen. Iwamoto konnte trotzdem 
einen metrischen p-Tensor konstruieren, der sich speziell fiir das p-dimen- 
sionale Areal einer Riemannschen Metrik g,,(x) auf p! 9; ;,», - - - i, x, Teduziert. 
Wir haben diese und eine von H. Kneser [17] stammende Idee in [4] weiter- 
entwickelt, indem wir fir homogene Funktionen auf dem GraBmann-Kegel 
verallgemeinerte Ableitungen nach GraBmann-Koordinaten einfiihrten. Iwamoto 
bestimmte auch bereits einen Parallelismus mittels des gegebenen Areal- 
begriffes, aber erst A. Kawacucut und Frl. Y. Karsurapa versuchten, fiir 
die Koeffizienten einer Parallelverschiebung explizite Ausdriicke anzugeben. 
Von diesen heiBt es zwar in [16], S. 153, daB sie mit jenen in der Finslerschen 
und Cartanschen Geometrie benutzten Koeffizienten ,,fast‘‘ iibereinstimmen, 
tatsichlich aber sind sie davon verschieden. Uberhaupt laBt die sehr formale 
Konstruktion dieses Parallelismus einen inneren Zusammenhang mit geo- 
metrischen Problemen vermissen. 

Einen Rickblick auf einige Entwicklungen der auf éinem Areal begriindeten 
Differentialgeometrie gab E. HOLDER in seinem Vortrag [11]. Ihm ist eine 
Skizze tiber das invariante Differential eines p-Vektors angeschlossen, in der 
jedoch nicht auf die erwihnten Schwierigkeiten beim Differenzieren nach 
GraBmann-Koordinaten eingegangen wird. 

In der vorliegenden Note soll eine metrische Differentialgeometrie zunachst 
aus zwei Elementen entwickelt werden, namlica einem p-dimensionalen 
Areal (a) und einem invarianten Differential fiir einfache p-Vektoren 
(b) DX! = dX! + X¥8 yxg!, (x, X4) dz". 

Letzteres soH im wesentlichen den Forderungen geniigen, daB bei Parallel- 
verschiebung eines einfachen p-Vektors dessen Areal und Einfachheit invariant 
bleiben. Dies bedeutet natiirlich eine gewisse Kopplung zwischen Areal und 
invariantem Differential. Mittels allgemeiner ,,Vektorprodukt*-Bildung tiber- 
tragen sich diese Grundbegriffe sofort auf (n — p)-Vektordichten. Wir werden 
dann die Ableitungsgleichungen der Transversal-(n — p)-Vektordichte einer 
p-Flache herleiten, um so gewisse Kriimmungsgr6éBen der p-Flache zu ge- 
winnen. Damit kénnen wir schlieBlich die erste Variation des Areals einer 
p-Fliche durch deren ,,mittleren Kriimmungsvektor“ und die GrundgréBen 
des Raumes ausdriicken. Weiterhin werde in diesem Raum noch ein Volumen 
(c) dV = G(x) dz'...d2” 

vorgegeben, das dann ein duales (n — p)-dimensionales Areal induziert. Wieder 
sollen die Ableitungsgleichungen des Normal-p-Vektors einer (n — p)-Flache 
die Voraussetzungen fiir eine geometrische Interpretation der ersten Variation 
des dualen Areals einer (n — p)-Fliche liefern. AbschlieBend gehen wir noch 
auf die Méglichkeit einer speziellen Wahl der Koeffizienten des invarianten 
Differentials ein. 

Fiir diese Arbeit soll, sofern nichts anderes gesagt wird, die folgende Be- 
zeichnungsweise gelten: n und p< 7 seien feste natiirliche Zahlen, wobei 
n—p=® gesetzt werde. Kleine lateinische Indizes laufen von l,...n, 
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griechische Indizes von 1,..., p und iiberstrichene griechische Indizes von 
p+1,...,». Dagegen sollen groBe lateinische Indizes schiefsymmetrische 
p-tupel und iiberstrichene groBe lateinische Indizes schiefsymmetrische p-tupel 
derselben kleinen lateinischen Indizes abkiirzen, z.B. J = [j,...j,] bzw. 


J = [jp+,---jn], und somit (") a (5) verschiedene Wertesysteme durch- 
laufen. Die Einsteinsche Summationskonvention bedeute fiir zwei groBe 
lateinische Indizes stets nur Summation iiber diese (") verschiedenen Werte- 


systeme, alsoz.B. 3° bzw. 3’ 
disuse < bp ip4i<.--<in 


1. Areal einer p-Fliche 


Unseren Untersuchungen soll eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit M,, 
zugrunde liegen. Mit Z, wollen wir ihren Tangentialraum in einem Punkt 
x¢€M, und mit GK? den zugehérigen GraBmann-Kegel aller einfachen p- 
Vektoren aus A? E, bezeichnen. 

Fiir eine feste natiirliche Zahl p < n mége jetzt F(x, X,,) = F(x; X,,..., X,y) 


ein Skalarfeld auf der Mannigfaltigkeit U J]? E, aller p-tupel von Tangential- 
rem, 


vektoren iiber M,, sein mit folgenden Eigenschaften 
I. F(x,X,,) > 0 fiir linear unabhangige Vektoren X,,. 
Il. F(z, qt xX X,,) = ||Atel| + F(x, X,) fiir ||Ai-|| => 0. 
Ill. F(x, X,,) ist fiir linear unabhangige Vektoren X, von der Klasse C*. 


Fine solche Funktion induziert im Raum U GK? aller einfachen p-Vektoren 
rem 


iiber M, eine Funktion f(z, X, A... A X,) = F(x, X,), die inden p-Vektoren 
positiv homogen erster Ordnung ist (vgl. etwa [3] Nr. 1). Wenn wir eine mit 
lokalen Koordinaten von M,, natiirlicherweise verbundene Basis ¢,, . . 
von £, einfiihren, so ist X,— X/, e; und damit 

A,A...AAg= a pi Xl... Xele, A... Ae; 


: 4 dp 
Di<miuee Sb 


op Oy 


Fir die induzierte Funktion, die in Abhangigkeit von den GraBmann-Koordi- 
naten 

XJ = p! Xih.. . Xi 
kurz mit {(z, X/) bezeichnet werde, sollen nun wie in [4] verallgemeinerte 
Ableitungen nach diesen GraBmann-Koordinaten eingefiihrt werden. Setzt 
man Ff = 0; F und fz = F of of F — 2 F'® F*!, so haben die 1. und 2. Ab- 
leitung nach [4] (2,6) und (3,14) die explizite Gestalt 


(1,1) a; f(x, X/) =P Pl... Pe 
(2 ae (art x)) 
pe 1 +1 
~ pop s (? ) Ot le* * P as ee FP) Ff). 
a=0 
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Von der 3. Ableitung werden wir nur die Homogenitatsrelation 
(1,3) Alan (+P (2, X°)) X1 = 0 


brauchen'). Aus den eingangs geforderten Eigenschaften folgt dann 

i. f(z, XY) >0 fir X4+0. 

ii. f(z, A X74) =Af(z, XY) fir ASO. 

iii. f(x, XY) ist fir X/+- 0 von der Klasse C°. 
AuBerdem wollen wir noch die zusitzliche Eigenschaft 

rs 
iv. |x (>) >0 
/\\ 
voraussetzen. Mittels dieses Skalarfeldes kann man das Areal eines p-dimen- 
sionalen glatten Flichenstiickes x(u*) = x(u',. . ., uw”) durch 
Sf = [ F(x(ut), X,(u*)) dul. ..du®= f f(x(u*), X4(u*)) du... du” 

definieren, wobei X?, = nde gesetzt werden muB. Den Wert f(z, X’) selbst 
wollen wir als Areal des einfachen p-Vektors X/ im Punkt x ¢ M,, bezeichnen 

Der Fundamental-p-Tensor 


ai (2X) ae (3 F) 


ordnet wegen der Homogenititsrelation jedem einfachen kontravarianten 
p-Vektor X* den einfachen kovarianten p-Vektor 


f O,f = grx (x, X7) X* 


zu. Damit wird wegen Eigenschaft iv eine Identifizierung der kontra- und 
kovarianten einfachen p-Vektoren in demselben Punkt der IM, erméglicht 
Durch g;x g'#"= 6% fahren wir auch den kontravarianten Fundamental- 
p-Tensor g!# ein, wobei 56% = p! di”... oy! den Kronecker-p-Tensor be- 
deutet. 


2. Invariantes Differential einfacher p-Vektoren 


Um neben der Identifizierung kontra- und kovarianter einfacher p-Vektoren 
in einem Punkt der M,, auch einen Zusammenhang zwischen einfachen p- 
Vektoren in verschiedenen Punkten der M,, zu haben, wollen wir ein inva- 
riantes Differential eines Feldes einfacher p-Vektoren X' tiber M,, in der Form 


(2,1) DX! = dX!'4 X&y,l,(x, XJ) dx" 


einfihren. Wir sprechen von Parallelverschiebung eines p-Vektors, wenn DX! 
= ist. Weil fiir dieses nicht-lineare Differential die Regel der Produkt- 


1) In [4] bestimmten wir die 3. Ableitung nur fiir p = 2, weil fiir beliebiges p die 
formalen Schwierigkeiten zu groB wurden. Prinzipiell diirfte jedoch der Existenz dieser 
Ableitung in dem in [4] entwickelten Sinn nichts entgegenstehen. Verlangt man aller- 
dings nur die Eigenschaften A und B von [4], so laBt sich leicht eine entsprechende 
3. Ableitung angeben. Unsere Homogenitatsrelation (1,3) ist also fiir beliebiges p ge- 
sichert. 
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differentiation im allgemeinen nicht giiltig sein kann, erweitern wir das 
Differential auf p-Tensorfelder iiber U G K?. Fiir ein solches Feld T! (x, XY) 


ze€ 
muB natiirlich zunaichst eine Ableitung @_ 7! nach den GraBmann-Koordi- 
naten X/ festgelegt werden. In unseren Untersuchungen brauchen wir nur 
Felder, die sich aus der Grundfunktion f{(z, X/) herleiten, deren Ableitungen 
nach den GraBmann-Koordinaten bereits eingefiihrt wurden. Wenn man 
dT! “ 9, Tldx*+ dqgT'dX® setzt, so soll das invariante Differential die 
Gestalt 


(2,2) DT" (2,X?)=dT" + TE (ygt,(x,X%) dad+ + ag! y(z,X?) ax") 


haben. Dieses lineare invariante Differential eines p-Vektorfeldes auf U G K? 
ZEMn 
erlaubt nun den iiblichen Differentialkalkiil und damit auch die Differentiation 


von p-Tensoren iiber U G K®. 


ze 

Im Ansatz (2,2) > yi n(x,X7) und ag! (x, X%) in XY homogen nullter 
Ordnung sowie ag! ein p-Tensor mit ag/_(z,X/) X27 =0 sein. Diese Be- 
dingungen werden erfillt, wenn wir jetzt die Koeffizienten des invarianten 
Differentials durch einige Forderungen mit den metrischen GrundgréBen 
koppeln. 

Zunachst werden wir die Invarianz der oben eingefiihrten Identifizierung 
von kontra- und kovarianten einfachen p-Vektoren gegeniiber invarianter 
Differentiation verlangen: 


Postulat I: D 9; x(x, X7) =0. 
Dies ist gleichbedeutend mit 


2 
(2,3) 0n9:1K = 2 Yurn» 9 91K = FUL RH - 


Eine Uberschiebung dieser Gleichung mit g! * ergibt noch 
v¥K*, = 0 log Vilges!| , ay = an*y = f Qq log Vilgrsil . 
Speziell folgt natiirlich aus der ersten Forderung die Invarianz des Areals 
eines einfachen p-Vektors bei Parallelverschiebung. 
Weiterhin soll der zweite Koeffizient der invarianten Differentiation end- 
giltig festgelegt werden durch das 


Postulat IT: 4 nH= 9. 
Man erhalt daraus und aus (2,3b) namlich 
1 1 
(2,4) Q;nu= 3 f Onde = Zl xn? 


Insbesondere hat man damit wegen der Homogenitatsrelation X* ag! (x, X/) 
= 0 erreicht, daB sich das invariante Differential (2,2) speziell fiir einfache 
p-Vektorfelder iiber M,, auf die Gestalt (2,1) reduziert. 

SchlieBlich brauchen wir noch eine grundlegende geometrische Eigenschaft 
unseres invarianten Differentials: 
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Postulat III: Bei Parallelverschiebung bleibt die Einfachheit eines p-V ektors 
tiber M,, invariant. 

Um diese Forderung analytisch formulieren zu kénnen, gehen wir von 
einem Feld einfacher p-Vektoren X!(z) aus, das in einer Umgebung von 
Zo M,, definiert sei. Dabei ist die Einfachheit gleichbedeutend mit der Existenz 
von p Feldern linear unabhangiger Vektoren X‘(x) mit der Eigenschaft 

xXuxXi—o. 
Langs eines glatten Kurvenstiickes durch z, konstruieren wir jetzt ein p- Vektor- 
feld Z! (x), das parallel zu dem einfachen p-Vektor X/(z,) ist, also 
(2,5) DZ! =0 mit Z! (x) = X! (2p) . 
Die verlangte Einfachheitsinvarianz bei Parallelverschiebung sichert dann 


langs dieses Kurvenstiickes die Existenz von p Feldern linear unabhangiger 
Vektoren Z}(x) mit den Eigenschaften 


(2,6) ZUZI=O und Zi (x) = Xi (x) . 

Durch Differentiation der ersten Beziehung erhalt man zusammen mit (2,5a) 
ZU dZi) = — ZU dZ) = ZU yg", (x, 27) Z* dz’. 

Diese Gleichung geht aber speziell im Punkt z), wenn man dort 


(2,7) dZ; = —ki,dx* 
setzt und die betrachtete Kurve geeignet wahlt, iiber in 
(2,8) XF yt, X)) = — XU ke), 


Uberschiebt man wieder mit dz* und addiert man noch (dX!/) X?) 
=— XUdXi), so folgt fiir das beliebige Feld einfacher p-Vektoren X"(x) 
iiber M,, 

(2,9) (DXU) Xi) = — XU aX + Ki, der), 


Jede dieser beiden Relationen (2,8) und (2,9) ist nun tatsichlich aquivalent 
zum letzten Postulat. Sei nimlich umgekehrt (2,8) fiir unsere invariante 
Differentiation giiltig, so bestimme man zu einem einfachen p-Vektor X! (z,) 
mittels (2,5) langs eines glatten Kurvenstiickes durch 2, ein Feld paralleler 
p-Vektoren Z!(x). Sind weiter X‘(z,) gewisse p linear unabhingige Vektoren 
mit 

(2,10) xuxi=—o0, 

so ermittle man lings dieses Kurvenstiickes mittels (2,7) und (2,6b) p Felder 
linear unabhangiger Vektoren Zi (x). Dann ist nach (2,8) 


d(zu Z3}) = (dZ") Zi} 4+ Zu dZi} 
woraus nach (2,10) die Einfachheitsbedingung (2,6a) des p-Vektorfeldes Z/ (x) 


folgt. . 
Die eben behandelten Forderungen legen die Koeffizienten y ,’, des in- 
varianten Differentials natiirlich nicht eindeutig fest. Wahrend namlich 
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Yury nach (2,3a) durch die Arealfunktion bestimmt ist, kann der schief- 
symmetrische Anteil y;; x) im Einklang mit der p-Vektoreigenschaft des in- 
varianten Differentials und dem Postulat III bzw. dessen Aquivalent (2,8) 
willkirlich vorgegeben werden. 

Wir wollen jetzt noch untersuchen, wie sich die p-Vektoreigenschaft des 
invarianten Differentials in der Transformationsweise der Koeffizienten yx’, 
wiederspiegelt. Dazu soll in (2,2) zunachst dX” durch das invariante Diffe- 


Se ’ x* 
rential DN” des einfachen Einheits-p-Vektors N¥# = jz, X?) ersetzt werden: 


(2,11) DT" (x,X/) = dT! + TE (yp, dx" + ag! DN*®) 


mit den neuen Koeffizienten 


al def P 
VE h = YK'n— 4x Yo"s )- 


Fiir andere zulassige Koordinaten 2x = x(x‘) sei nun 2x} = 0,2", xj, 2' 
{= p!2lt...2%) und 2i-= p! aj... xe? | der Relation 
xy, xl = d2 geniigen. Aus T!’= x} T! folgt dann 
dT’ = (dx) T' + xf dT’, 
was zusammen mit der p-Vektortransformation 
AT! 4 TR yy dat = al (dT! + TH yl dx) 


die gesuchte T'ransformationsweise 


- 6, so daB zx 


(2,12) vale = oh al oh. yh, — 2k. ch 0, xh 
liefert. 


SchlieBlich diirfte es von Interesse sein, da® aus den Koeffizienten y}!, 
durch eine einfache Operation ein Tensor gewonnen werden kann. Wegen 


y’ K (e) ‘ he ’ 25 ie ey ko 
Pd ty we Mee AK = Oy Types + + TH .. af 7 ae ee 
@ e 
k ko 
= Sa)... a... af re Hy poh 
o 
= ah... atta a. 2 
ee ie La h’ ky... By hy 
und 
s Yr @ = at Sait id 2 i’ i’ 
p Or, Sp, ...8...By ™ PF he ali , + U0... Ong te: . mye) + 
° ece 
+ ply yal .. Oy aio xiv) 4 
ky enh ky 
4 pl Wali ig i] 
tp! 2 a. . Bink, 2 ee 
o<e 
ai I’ 
~ 0, 2% + 
vy li; i” 2 v i) vv pi i’ 2 i, i’) 
+pl(d Uy TEs + Ohgkg Xe... TP oe Uy TH+ + hgh BC... HP’) 
e<a a<e 
-— I’ 
= 0, r, 


*) Der Index Null an der Stelle eines groBen lateinischen Index bezeichne allgemein 
eine Cberschiebung mit N’. 
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gilt namlich 


vT.,* ae kp A rg. (¢) I S I (@) 
, > , =2)...m2.7 ay , ra 
ae Vi Woy By Te, Pe - Vix... Weecky kp - O%, Thy... .ky) 
oasill be A/.l s.e @ 1 r . 
= eyes ay ty (21 > | on & kp ko — 9 x). 
\ Qo 


Da sich aber y}!, in derselben Weise transformiert, muB die GréBe 


(2,13) (p+ 1) ype’ = vB SD vb? 


& 


ein Tensor sein. Wir werden ihm bei der ersten Variation des Areals einer 
p-Fliche wieder begegnen. 


3. p-Vektordichten 


In der M,, existieren a priori die beiden n-Vektordichten 


def def . . 
ej etn = n! ol ° 6}, E"--+ = n! or} - “+ om) 


vom Gewicht (— 1) und (+ 1), fiir welche die Relationen 


ey ERY = Of , ¢7 €/® = OF 
bestehen. 


Diese n-Vektordichten definieren nun eine Abbildung zwischen p-Vektoren 
und p-Vektordichten iiber demselben Element von U @K?, indem einem 
ZTEMy 
p-Vektor 7! bzw. T, die ~-Vektordichte 
Sy=e,7T! bzw. I! = GE!l'7, 


vom Gewicht (—1) und (+ 1) zugeordnet wird. Dabei tibertragt sich die 
Identifizierung kontra- und kovarianter p-Vektoren auf die entsprechenden 
p-Vektordichten, die jetzt mittels der Fundamental-p-Tensordichten 
Gp =er7 exe gk, GK = EIEKKG, , 
vom Gewicht (— 2) und (+ 2) zu identifizieren sind. Natiirlich gilt wieder 
ry EI — 6F 
Gz GE = oF. 
Die betrachtete Abbildung ordnet dann auch jedem einfachen p-Vektor 
X! eine einfache $-Vektordichte X! = €!/ X, zu. Nach (1,1) ist 
Fe ip+1---in =. 


also der durch %! aufgespannte j-dimensionale Unterraum von E, transversal 
zu dem durch X! aufgespannten p-dimensionalen Unterraum von £,. Wir 
wollen deshalb die einfache p-Vektordichte %X! transversal zu dem einfachen 
p-Vektor X! oder umgekehrt X! normal zu X! nennen. 

Math. Ann. 137 4 
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Unsere Abbildung induziert auch eine invariante Differentiation fiir p- 
Vektordichten, namlich 


(3,1) 9Sy er) DT! 

oder in expliziter Gestalt 

(3,2) 9 Sz(x, X1) = d&7—Ty (rz, dx + + Uk aXq) 
mit 


(3,3) Py *, = —e77 EFF ygl,, APA = — ey EXE EHH ay! . 
Die in den drei Postulaten der Nr. 2 fixierten Eigenschaften tibertragen sich 
natirlich sofort auf dieses invariante Differential. Wir wollen uns dabei 
nicht mit Einzelheiten beschaftigen, sondern nur die spiter verwendeten 
Eigenschaften notieren : 
9GIE—0 
sowie 
1. ete —_ 1 tart 
ras), =— > %,6'* , AkH— —ejFre= . 
Etwas genauer soll jedoch auf die Transformationsweise der Koeffizienten 
I’y®, eingegangen werden. ZweckmaBigerweise ersetzen wir in (3,2) zunachst 
wieder d X%q durch das invariante Differential 2 Ny der normierten j-Vektor- 


dichte Ny = Dann ist 


Xa 
f (x, X?) * 

DEz(x, X) = d Ty — Tg (FF, dx*+ AyXXMRyq) 
mit den neuen Koeffizienten 

ree, = rk, + AER 79, *) 
Beim Ubergang zu anderen zulassigen Koordinaten z* = z* (x*) mit 4 =||2/ || >0 
treten jetzt die GréBen a = p! tt + ee wad a, = p! a. - xy, 
auf, fiir welche die Beziehung 2 = ar gilt. Aus fy = 4 zi, Sy 
folgt nun 
dy. = (dA) 2p, dS + A(dz},)Sy +A xp dy. 
Dies liefert dann mit der Transformationsgleichung der p-Vektordichte d Ty — 
— gz, dx* die gewiinschte Transformationsweise 
, 7, =z T A R’ Rk A 
(3,4) [PR y = xp ty 2, TP*,— xp 2,0, x + Op 2,0, log. 
Aus der GréBe J} *, kann man auch einen Tensor gewinnen. Wegen 
ad = —z ie 81...) aa... 85! 
* “ ? © Hardee < Gia <iy<-.-< i Pt? oe & 
—1 
= (5— 1) @yog4 

) Der Index O an der Stelle eines iiberstrichenen groBen lateinischen Index soll eine 

Uberschiebung mit 27 bedeuten. 
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gilt namlich 
> —1 
EP y = ATH, + ("5") aloe 4, 


so daB sich nach der zur Gleichung (2,13) fahrenden Methode 


l 
(3,5) rey —-—1r oF iy a 


(" — ‘) 
Pp 
als Tensor erweist. Er wird allerdings im Gegensatz zu dem spater zu behan- 


delnden Tensor (6,3) bei unseren Untersuchungen keine besondere Rolle 
spielen. 


Beim Rechnen mit den beiden eingangs betrachteten n-Vektordichten 
braucht man sehr haufig eine Relation, die wir jetzt herleiten wollen. Fir eine 
beliebige GroBe H7, ist 

1 ; ; 1 
@—p 2" ew = Go #47 Ermer a 

= HY, ess oft = (p + 1) Hi, ¢,.. 5,7 Ob. -- dp of , 
also 
1 ' 
(3,6) Ba er ett es... era = + 1) Hy, en7. 


Analog gilt fiir eine GréBe H’, die Beziehung 


1 af be 
(3,7) Po! i. aaT A? = + Ver Hy. 


Entsprechende Identitaéten bestehen natiirlich auch fiir die n-Vektordichte €/7. 
Damit haben wir die Eigenschaften des Raumes soweit untersucht, wie 
wir sie fiir die Flachentheorie brauchen. 


4. Ableitungsgleichungen einer p-Flaiche 
Fiir ein glattes p-dimensionales Flachenstiick z(u*) bilden 


(4,1) a= Faq und XP= > F(z, x4) 
je ein System linear unabhangiger Tangentenvektoren mit 
(4,2) Xi zi = &. 


Der Tangential-p-Vektor X!= p! 2. . . xg) erlaubt uns dann, die normierten 
Transversal-p-V ektordichten 
I 


(4,3) MI = GIT 8, f(x, X) und My = er 7g 


vom Gewicht (+1) bzw. (— 1) einzufiihren, die invariant mit der p-Flache 
verbunden sind. Fiir sie gilt wegen (1,1) 
(4,4) Niv+1---te X? — 0, Me... =O. 

4* 
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Entsprechend folgt 
™ Nir +1---dn—ii N. 


baie cce in—1 wet: asin f 
i, a, 
=(p+ lip a..z; feng a 
~ 1 (ot ip si i, ip si 1 ] 
= ptt (ath... a a— Sah arr ne Pl. Fe 
= d, — p! p xi, Xi a... &!, 
also 
(4,5) sy Worr--deat Qe a= OE — at Xf. 


Zur Herleitung der Ableitungsgleichungen fiir Ny erganzen wir die p Vek- 
toren x} durch p linear unabhangige Lésungsvektoren yi} von X{ y'=0 zu 
einer Basis des Vektorraumes #£,. Dann laBt sich der p-Vektor DN! linear 
kombinieren aus den p-Vektoren, die von je p der Basisvektoren x!, y5 ge- 
bildet werden kénnen: 


DN'=C p! al"... x?! 


P 
{i io ip] 
+ Spi at... y%... 22 
@,e 
_ @: @ Pat ig to ip] 
' +_ 5 ChEpt at... vf... sh... 28 
(4,6) Ach 
a<¢ 
+ 
. 2...%, i i i ; 
+ den On: Bplay... g...9ge... HF. 
@,<.--< Ow 
OQi<..-C Om 





Dabei enthalten die einfachen p-Vektoren dieser letzten méglichen Summe 
M = min(p, p) Vektoren y%, als Faktor. Wir nehmen jetzt M > 1 an, multi- 
plizieren diese Gleichung mit 


ape)... agt™ , wo g,< **-< ey, 
und alternieren iiber i, ...i . Dann steht auf der linken Seite wegen (2,9 
1 pt+M > 
(DNU) apt)... gine ™) — — NU (dao + key daz) coe? cet 0, 


waihrend auf der rechten Seite alle (p+ M)-Vektoren bis auf gewisse der 
letzten Summe verschwinden. Zusammen erhalt man also 
o- fF. , OD tn IS: . gh. EF. ee ae ae 
O<.--C Om 
und wegen der linearen Unabhangigkeit der auftretenden (p + M)-Vektoren 
Co... om = 0. 
Ist M — 1 > 1, so kann man in derselben Weise weiterschlieBen bis 


cnt: 0. 


@1 2 
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Uberschiebung mit N;, liefert dann noch 


C =7N,DN'= 0. 


Von der Gleichung (4,6) verbleibt also 
DNt = +E path... Be... a 
1 ._s 
=> P! p Bhi ae... al 
1 i; i iy 
=F 2 pi ai... Be... x 
“ 


1 ‘ 1 etal 
= Fd platy... ay... af XE BY 


Wir gehen nun durch Uberschieben mit ¢;7 zu $-Vektordichten und durch 
DXRr= BD, Rydu’ zu invarianten Ableitungen nach den Flaichenparametern 
iiber. Wegen (3,7) erhalt man dabei 


1 ae 
9, Ny =F A %iy...ig I N" Gy? XE Bes 
“ 


(4,7) on tin Telnet 
~ @—m % 


= (p + le; 7 N’ Xf, es: 


eee’ TER 


Somit lauten die Ableitungsgleichungen der Transversal-p-Vektordichte einer 
p-Flache in kovarianter Form 
9, Ny = (B+ 1) Blo Nr Xt 
=— Bod N,,,..%...i,X% mit Be, X;=0. 
7 


e 


(4,8) 


Durch Uberschieben mit sietea 


e—pr axti g’+2---™ folgt daraus nach (4,4b) 
und (4,5) 


; 1 ; a , 
Be= —@-p WSe--OOM. ... es 


Zur Herleitung der kontravarianten Schreibweise der Ableitungsgleichungen 
gehen wir von (4,7) aus: 


9,N =GIE 9, Np 
= ee 1 ss 0 
= GEER 91 x ijt Cin. -in-a BN"? XS, Boo 


l a wads 
“>—ii ST ors, tae N*'? XL Bee. 
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Nach (1,2) ist aber 


Nis---ip 


SOT Mh ..teat 
war ete S (2) ORB. OS. FAAP» 
= 1 pi (PPI PY + pt Of) ofp FEO... FE] 0 
=F, (p—1)! (PELL Fe+ pO 3) FE. . FR] ab 


PNA He Mee 





= N, X} a+ 
also 
69% ar M.. vipat NP wa N Xa t EMP x, Oj, x? 


Par. FE} ah Oi a 





Pe +1 


vines man dies bei der oben begonnenen aon so folgt 
DWE me = Gol = SN, 2h OLS Boo 


di 
1 ’ 
il SE re i ae Of Be. 
Wenn wir nun 
Bio = x Oi! Bro = 7 Fit Bea 


setzen und eine zu (3,7) analoge Identitat Aad erhalten wir schlieBlich 
die Ableitungsgleichungen der Transversal-p-Vektordichte einer p-Flache in 
kontravarianter Form: 
(4,10) 9, = (+1) BENT} mit By zi =0. 
Mit diesen Hilfsmitteln sind wir jetzt in der Lage, die Minimal-p-Flachen zu 
charakterisieren. 
5. Variation des Areals einer p-Fliche 

Wir wollen jetzt die erste Variation der Arealfunktion lings eines glatten 
p-Flachenstiickes 
5,1) bP = (8, F — sop OF) 62! + a (MP Oz!) 
durch GréBen des Raumes und der p-Flache ausdriicken. Dabei erhalt man 
pon ae 

0,F —> GF = aF — 5; (FX?) 


= 0,F (6% — 2k X¢) — “ | 





e 
Peed HS. xe 2% Ne xt— itt 


al 
= a,Fiat — 2 xp) — PoE (op — ah XD). 
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Nunmehr folgt einerseits aus der Darstellung F = \G®5 xq X3 %y%s der Areal- 
funktion 
OnF = op 0,627 X_%s 
= FS (— Thi, — rik, ay Xs 
=-FTe, 


unu andererseits aus (4,5), (4,4a) sowie den Ableitungsgleichungen (4,10) der 
eta 


oxy 
XE (ot — =X) =—33 5-1 o— an Niv+i-- -in-1k Nei... 


— Baa AE (ae Wh sae 
Cay XP, Qiv+i-- ‘dn~1B _ Doin ---in-1 Perkies 





a 


-In-1t 


~ @ 

= gor m x,(- Bro eRe Gs Magh — Laer "n 20) ipsa nar 
= ~ 3a pi ali -ba~ wry [y+ -in- “)&,..... font? 
Regis. Bi. — @—)r “Th siete. | -in-1t- 


Zusammen ergibt sich also fiir den Eulerschen Vektor 
- 


=—f| BE £. + Fo, (of — 2% Xf) + - ['gis*- aes, ee ee 


(p— = 
In diesem Ausdruck wollen wir die GréBe [’'g’, noch durch y,!, ersetzen. 
Nach (3,34) und (3,6) hat man zunachst 


1 , - 
T?: (of = xe X%) a @-): [get-- 19 R, 


o2--. fat” 


1 , ’ 
= — yor (6§ — 24 Xf) — Bor 70) o SEO Xe esi jet WY 
= — yor (6; — x Xf) — (p + 1) yx? .E*7 Xi,ey,7 NY 
=— ¥0°: + Yo", Xi— (p+ 1) Xj; Yao NY 


Al i, a ip 
=~ 70% + 2 Yi aseWees vet {1 -&...— 

a ; 
via gia be B in nz a eo 


or Mn. a® i 2 eee, ig) Nish 
=— > +1) 45% NI. 


def 
*) Wir setzen allgemein He, = Hi, x5 X?. 
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Damit erhalten wir schlieBlich fir den Eulerschen Vektor 
7) 
(5,2) OF —z 4 GF =—f (Bi — (pt 1) H5° N71, 


7 
wobei NY = * der normierte Tangential-p-Vektor der p-Flache ist. 

Zur vollstandigen Bestimmung der ersten Variation des Areals eines 
p-Flachenstiickes mit glattem Rand miissen wir jetzt noch das Integral des 
zweiten Termes von (5,1) umformen. Hierbei erhalt man durch partielle 
Integration 


| Fw AP bz) aw. ao 
(Pp) 
—~ 4 J (—le AF batdw...due-duet!... du. 
@ -1) 
Wird nun of F =F Xf = N, X' X$ gesetzt und werden fiir den (p— 1)- 
dimensionalen Rand Parameterdarstellungen u¢= u®(w',..., w?-1) benutzt, 
so folgt weiter 








. 2 . - © P au) 
= f N,,...4, X7 6x4 ol at... ot cee... of! (p—1)!Sar--- x 
(p—1) 
aue—* duet? ou 
X +s 9aemt gue Geen aw... dw?! 
. Ox 8 x's) 
=> f Ni,...% bal: ——. os ii dw'.. .dw?-', 


(»—1) 
wobei wieder N;=0,f den normierten Tangential-p-Vektor der p-Flache 
bezeichnet. 


Wir sind jetzt in der Lage, die endgiiltige Form der ersten Variation des 
Areals of eines glatten p-Flachenstiickes mit glattem Rand anzugeben: 


6S = =J [BE — (p + 1) ¥p9%q NY] b xt dof + 


Ox's 0 xp! 
+ >. ain 
$M .,...% bal a geee ar p—1 


(5,3) 
dw'...dw?-', 





Bemerkenswert ist, daB im Flachenintegral nur die Transversalvariation der 
p-Flache auftritt, wihrend das Randintegral allein deren Tangentialvariation 
enthalt. 


6. Volumen. Duales Areal einer p-Fliche 


Auf der M, soll noch ein zweites Skalarfeld vorgegeben werden, namlich 
eine Skalardichte F(z) > 0 vom Gewicht (+ 1) und der Klasse C!. Damit 
kann man in der M, ein Volumen 


f G(x) dz'...dz 


erklaren. 
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Die Volumendichte § (x) vermittelt jetzt eine Abbildung zwischen einfachen 
p-Vektoren Y! und einfachen p-Vektoren X! in demselben Punkt 2 ¢ M,,: 
(6,1) 91x (x, X7) XX = G(x) e77 Y'. 


Im AnschluB an Nr. 3 wollen wir X! normal zu Y! nennen. 


Mit dieser Abbildung l48t sich auch im Raum U GK? aller einfachen 
ZEMn 
p-Vektoren iiber M,, ein Skalarfeld herleiten, namlich 


(6,2) I(x, ¥2) = (x)ex7 ¥! = f(x,X), 


xX 
Tee, X7) 
was sofort zur Definition des dualen Areals eines glatten j-dimensionalen 
Flachenstiickes y(v") = y(v?*!, . . ., v") filhrt: 

A = { Ty, Y7)dvr*!... du 
* 7% . . . F re) 
mit YI=p! yz)... ye! und y; = ad ' 
SchlieBlich gestattet die Volumendichte, aus der GréBe y%!, einen neuen 


Tensor zu konstruieren. Aus der Transformationsgleichung F’ = 4-' § folgt 
zuerst 


dy log F’= x}. 0, log F — xh 2, log A. 


Dies liefert dann zusammen mit (3,4) nach der bei der Herleitung von Glei- 
chung (2,13) benutzten Methode die Tensoreigenschaft der GréBe 


(6,3) (B+ 1) (tr *n + OF @,, log &) . 


Aus diesem in gewissem Sinne mit (3,5) verwandten Tensor folgern wir mittels 
(3,3a) und (3,7) weiter 


—(P +1) (Ft® ny + 6% @,, log F) Cex 
= (p+ 1) (YEA oF An log F) Ef ein 
1 er" onl . 
= QD! (yR” ee a oR” 0;, log ) gil ej, sosliaedl Al 
1 — fa oosi 
= p—! (yt? j,— OR”? &, log F) 8 jp-ah- 
Dieser neue, aus der GréBe y&!, gewonnene Tensor wird bei der ersten Va- 
riation des dualen Areals einer p-Fliche wieder auftreten. 
7. Ableitungsgleichungen einer p-Fliche 
Fir ein glattes p-dimensionales Flachenstiick y(v*) bilden wieder 


1 aj 
T ay 


. oy! oD 
(7,1) yi=>5 und Y= 


je ein System linear unabhangiger Tangentenvektoren mit 


(7,2) Yf ys = 8. 











58 Wo.tpemarR BakTHEL: 


Der Tangential-j-Vektor Y! erlaubt uns dann, mittels (6,1) die normierten 
Normal-p- Vektoren 


xi 
— aH IT 
on N= aq E he. 2) = Tee — 
N,=$(W) 11 Fe -y 0; f(y, X”) 


einzufihren, die invariant mit der p-Flache verknipft sind. Fiir sie ist analog 
zu (4,4) und (4,5) 


(A) Ni YE=0, Ny... ¥=0 
und 

1 
(7,5) po Ne Ns ae = ae YE 


Zur Herleitung der Ableitungsgleichungen fiir N! erginzen wir die p Vek- 
toren yi durch p linear unabhangige Lésungsvektoren z/ von 2‘ Y? = 0 zu 
einer Basis von E,. Dann la8t sich zunachst der p-Vektor N! aus jenen p- 
Vektoren linear kombinieren, die von je p der Basisvektoren zi, yi gebildet 
werden kénnen : 


Niacp! alt... x? pt ee pl alt. oe es 
+ YL deepal... ye... yee... xe!, 
G<-.-< Ow a 
Qi <..-< Om 
wobei M = Min(p, p) ist. Uberschieben dieser Gleichung mit 
Yz'.. . Y¥F, wo a<-+--<oy, 
liefert nach (7,44) 
ho +: Om th = fii tll ip) 
0 > » er: ° oJ a}... — : es} ° ‘|e. ‘ atu i» ab rg 
@Qi< ..-<om 


und wegen der linearen Unabhangigkeit der auftretenden (p — M)-Vektoren 


rs a 
Ce... ew =O 


In derselben Weise kann man weiterschlieBen bis c2 = 0. Also gilt 
Nie=cp!alp... x2!, 


Jetzt. kénnen wir fiir DN! wieder den Ansatz (4,6) machen und wie dort auf 
das Verschwinden aller Koeffizienten auBer C? schlieBen. Dann folgt ent- 
sprechend, wenn wir die durch die p Gleichungssysteme 


a X,= 6, ys X,=0 
bestimmten p Vektoren X¢ benutzen, welche Y¢ zu einer Basis erginzen, 
DN'= JX p! at... Ce ye... x2! 
e 
= J play... 2% . it XE C8 yt. 
7 
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Durch Ubergang zu invarianten Ableitungen nach den Flichenparametern 
gewinnt man dann die Ableitungsgleichungen des Normal-p-Vektors einer 
p-Flache 


Dz N= — Oly DN cceBoee ited 2 


= (p+ Saat mit bf; yf =0. 
Hieraus erhalt man bei Uberschiebung mit eo Yi, Nii,...4, noch 
1 
~@—D Yi, Nii,...4, Dz N*-- 
Damit haben wir die Hilfsmittel zur Untersuchung der Minimal-j-Flachen 
bereitgestellt. 


(7,6) 
i = 


8. Variation des dualen Areals einer p-Fliche 


Jetzt soll die erste Variation der dualen Arealfunktion (6,2) lings eines 
glatten p-Flachenstiickes 


(8,1) 81= (39 - se ea) he oF (oF f ov’) 


durch GréBen des Raumes und der 9-Flache ausgedriickt werden. Zuniachst 
erhalt man genau wie in Nr. 5 


. or 72" an 
ay ad aye (a7 12) ve Y%). 


Nun folgt einmal aus der Darstellung 
P(y, YI) =g®5 Xp Xs = Fg" egg YFesy YS 
der dualen Arealfunktion 
1 ax? 
a, 1 = 37 (25 OG oF + FA, gS + F Ap g* Se Jenn YF egy V9 


{ 1 
= 1 (2, log § — > (y* 4, + 7°") Na Ns) 
= 1 (0, log § — yo) 
und zum anderen aus (7,5), (7,4a) sowie den Ableitungsgleichungen (7,6) 








- ay? 
=F = (& — yk Yf) = — a °— Th Ni: -ip—ik 7 a 
tte Via Bh ee 3 
ol y, Sox Nhe foal) Ny i, at 
= go Y? (Dz Nis---jpak yore . y) Ny... tps 


1 = 7 2 . . ° : , 
= P—D ¥, (—U& Ny vg — yong Ye) Nyt a6 


=— @—! ed Nis---ip-17 yo i9-1* 5) N: 


1-++dp—1t 


= — bi — gah Yo" p-1 55 Nj 


(p— te+etp-1i* 
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Damit erhalten wir fiir den Eulerschen Vektor 


at wd = — ]|\R>—0, logy (6% — yk V3) + yo (6% — y= Y?) + 


1 
+ Gar vo" 8" 7a Ny,...4,-14 - 


Dieser Ausdruck soll jetzt noch etwas vereinfacht werden. Unter Benutzung 
von (3,6) und (3,7) ist namlich 


vo? OF — yk Y?) + om yor*-29— Nj. j 15 
= Yo iF (yo*¥9g YF Nj,...4, —P Yo" Pa YE Nj, ...4,-18) 
= ¥0°s — (P +1) vo"s Yi Ny 
= 70°: — (Pp + 1) yo!s Yuen7$ 


1 g . : 
= vo°*— G—r Yor Ya age Sohne 


- aE hai YO" bn °F ip t «++ Sat F p! yeh) Bj 
_ at (Yo! 6€7$43.. Pg je CJ ips. nd Viv+i---in 
= (B+ 1) yo" aj § ad 
= got Yor, ead ¥ YJ 

1 


= @— yo", Nj, ... p16 , 


Dies liefert fiir den Hulerschen Vektor schlieBlich 
oe ee 
an. TS Pee. 
= — Te + Gor (vo, — No 8, log F) Nj,...5,-1i] 
wobei N, der normierte Normal-p-Vektor der p-Flache ist. 
Die Umformung des Integrals des zweiten Gliedes in (8,1) verlauft analog 
zur entsprechenden Umformung in Nr. 5. Wegen 
af 
aye 


an (ar ~ A ke dvy?+1... du" 
®) 


‘ , Oy'r+2 8 yn! 
= $ F ering nig NE Oylors Durr? +++ So dwet?.. dum, 


(P—1) 








=Ge,7 N'Y! ye 
folgt dann 








wenn y= y(w?*?,...,w") Parameterdarstellungen des (jp — 1)-dimensio- 
nalen Randes bedeuten. 
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Damit gewinnen wir fiir die erste Variation des dualen Areals of eines 
glatten p-Flachenstiickee mit glattem Rand die endgiiltige Gestalt 
1 
6.2 =— | [e+ paar ro, — NO, Jog G)Ny,.., cba + 


+ $F erg ys..s, WE Oyler 2... SEE gost. dw. 


(8.3) 





Wir beachten auch hier, daB das Flachenintegral nur von der Normalvariation 
und das Randintegral ausschlieBlich von der Tangentialvariation der p-Flache 
abhangt. 


9. Zur speziellen Wahi der Koeffizienten y <7, 


In den Grenzfallen p = 1 und p = n — 1, die wir in [2] und [1] behandelten, 
lassen sich allein aus den metrischen GréBen des Raumes spezielle Koeffi- 
zienten y,/, des invarianten Differentials konstruieren, fiir die sowohl p- 
als auch p-Minimalflachen durch das Verschwinden der entsprechenden mitt- 
leren Kriimmungsvektoren gekennzeichnet sind. Dies hat dann natiirlich 
die Extremaleigenschaft der geoditischen p-Flachen (D,2/=0) und der 
dual-geodatischen p-Flachen (Dz; N' = 0) zur Folge. Wir wollen diese Frage 
unter unseren allgemeinen Voraussetzungen kurz streifen. 

Von der GréBe yg’, kénnen wir sofort einen Term abspalten, der im Euler- 
schen Vektor (8,2) einer p-Fliche den expliziten Anteil von § eliminiert, 
wahrend der Eulersche Vektor-(5,2) einer p-Flache unberihrt bleibt: 

a 


yt, = 7k, +42 = (NI NIK — NK NU) 64) 8, log F 


= px, + sz (NX N*---d;--% dfo — NI N*--3;--% dhe) O, log F °). 





(9,1) 


Zum Beweis der behaupteten Eigenschaften dieser Aufspaltung berechnen 
wir zunachst mittels (4,9) 


1 a eae , 
19°90 = Vn FF Goat (Na Nan... gaa NO — Iam. ty at Nhie-+Bo-ah) x 
x 0, log F 
=7—* Ro Nj, ...?..4, % V4 2 a; log F - 
“u 


Damit folgt fiir den im Eulerschen Vektor (5,2) enthaltenen Raumanteil 


1 =" 
(p + 1) ypy9ny NY = yon. — = + a 0; Nh--+ds 


= (+1 F um W, 


5) Dieser Ansatz verallgemeinert zwar die entsprechende Zerlegung fir p= —1 
in [1] Gl. (7,4) und (7,3a), nicht aber jene fir p = 1 in [2], Gl. (5,4) und (5,3a). 
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was zu zeigen war. Andererseits haben wir 


(vole, — Whe, log) Nj, ...ip—2i 
=P 7 Sia ia cet teat t 


all: = Nhe tet, + n Ni to) My tet 


ys ae mean d , 
womit auch die Behauptung beziiglich des Eulerschen Vektors (8,2) bewiesen 
ist. 

Da der in (9,1) abgespaltete Term der Koeffizienten y*!, schiefsymmetrisch 
in den Indizes KI ist, beriihrt er von den Postulaten der Nr. 2 nur das dritte. 
Wir untersuchen deshalb noch, wie sich die linke Seite der zu Postulat ITI 
aquivalenten Gleichung (2,8) bei unserem Ansatz (9,1) verhalt: 


Xk yx", Xi) 
= X¥ yx WP + SE Xe \--% gic Xi 8, log F 


und, wenn man i, mit i, und dann i, mit j vertauscht, 
= X¥ yl, XJ+s 5px “® dfe Xi) a, log 
= 205 g,x014 hyp! “y hee > x?) Xi, 0, log 
= X¥ pg", XY +p! Xf xX} ... Of... X21 Xi a, logF 
= XX yg", X}— xu (= 63) Xi a, log) 


Damit haben wir gerade den zu dem abgespaltenen Term der y,!, gehérenden 
Anteil der GrdBe ki, von Gleichung (2,8) bestimmt. 

Ob sich nun in unserem allgemeinen Fall allein aus den metrischen GréBen 
des Raumes ein invariantes Differential konstruieren l4Bt, das die oben .er- 
wahnten speziellen Eigenschaften besitzt, ist noch eine offene, allerdings auch 


schwierige Frage. 
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Uber die Existenz einer Normalform inhaltstreuer 
elliptischer Transformationen*) 


Von 
Heutmvut R0ssMann in Gottingen 


1. Einleitung 

Nach Porncaré 1aBt sich die Diskussion der Stabilitat einer Gleichgewichts- 
lésung eines Hamiltonschen Systems von einem Freiheitsgrad, bei dem die 
Hamiltonsche Funktion noch periodisch von der unabhangigen Variabeln ab- 
hangt, zuriickfiihren auf die Untersuchung einer inhaltstreuen Abbildung der 
Ebene auf sich in der Umgebung eines Fixpunktes. Nehmen wir diesen Punkt 
ohne Beschrankung der Allgemeinheit als Nullpunkt, so kénnen wir die Ab- 
bildung in der Form 
(1) x= f(%,y), w= 9(zy) 
schreiben, wobei 

f(x,y) =ax+ by+---, g(z,y)=cx+dy+--- 
reelle Potenzreihen ohne konstante Glieder sind, die in einer Umgebung des 
Nullpunktes konvergieren und der Bedingung 
f 2Jy— Gef i 1 

geniigen. Brxuorr [1] stellte durch eine formale Potenzreihen-Transformation 
eine einfache Normalform der Abbildung auf. Im sog. hyperbolischen Fall, 
wo (a + d)*> 4 ist, konvergiert diese formale Potenzreihen-Transformation [2], 
[5]. Im interessanteren elliptischen Fall dagegen, wo die Eigenwerte der 
Koeffizientenmatrix der linearen Glieder von f und g konjugiert komplex 
und keine Einheitswurzeln sind, divergiert sie im allgemeinen. 

Die Normalform lautet im elliptischen Fall 

= xcosw—ysinw, y,=xsinw + ycosw, 


w = 2 yelatt y*)*, 
worin fiir cosw und sinw die Potenzreihen einzutragen sind. Die y, sind reelle 
Zahlen “und e*‘” die Eigenwerte der Transformation (1) mit irrationalem 
Yo/2. Wir nehmen an, daB nicht alle y, fiir k > 0 verschwinden, also ein 
l= 1 existiert, so daB 
(3) N= M= "= M-1=9, w+O- 
ist. Dann 148t sich durch eine konvergente inhaltstreue reelle Potenzreihen- 
Substitution eine Annaherung an die Normalform der Gestalt 
(4) x= x cosw,— ysinw,+ R, y,= xsinw,+ y cosw,+ S, 
~ w= Yo yi(z*+ y*)' 

*) Diede Arbeit ist ein Abdruck meiner Géttinger Inaugural- Dissertation. 


(2) 
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herstellen, wobei R, S Potenzreihen in x, y mit reellen Koeffizienten sind, die 
mit Gliedern 21 + 2-ten Grades beginnen und in einer Umgebung von z = y = 0 
konvergieren [4]. Da die Transformation (4) inhaltstreu, also kanonisch ist, 
kann man sie auch mit Hilfe einer erzeugenden Funktion H = H(z,, y) in der 


—_ “w= H,,, «=H, 
darstellen, wobei 
1 1 
(5) H (2 9) = Sey, mY + ye yoltt + ¥*)+°°- 


eine Potenzreihe in 2,, y ist, die in einer Umgebung von z,= y = 0 konvergiert 
und bis auf ein unwesentliches konstantes Glied eindeutig bestimmt ist. Sei 
entsprechend 


1 l 
(6) PF (2,9) = ay, 29+ ye yolt + Y)+°° 
die erzeugende Funktion der Transformation 
x= 2 cosw,— ysinw,, y,;= x sinw,+ y cosw,, 


7) w= Yor yi(z* + y*)', 

die aus (4) durch Weglassen von R und S entsteht, so ist H —F = G eine 
Potenzreihe in z,, y, die in einer Umgebung von z,= y = 0 konvergiert und 
mit Gliedern 21+ 3-ten Grades beginnt. Durch eine lineare Substitution, 
indem wir 2, y, 2%, ¥, H durch rz, ry, 72%, ry,,7-*H(r2,,ry) mit geniigend 
kleinem r > 0 ersetzen, erreichen wir, daB alle Koeffizienten von G absolut 
S 1 sind. Wie aus (7) ersichtlich ist, bekommt r-*F (rx,, ry) die alte Form (6), 
wenn wir statt y,r®' wieder y, schreiben. Wir halten nun y, und y,, also F 
fest und betrachten die Koeffizienten der Reihe 

,F= 2 agar y’ 
; p+q22l+3 

als reelle Variable a vom absoluten Betrage |a| <1. Dann kénnen wir die 
obige Behauptung, da8 im allgemeinen keine konvergente inhaltstreue Trans- 
formation in die Normalform existiert, scharfer formulieren : 

Satz: Es gibt abzihlbar unendlich viele analytisch unabhingige reelle Potenz- 
rethen D,, D,,... in den unendlich vielen Variabeln a, die fiir \a| < 1 absolut 
konvergieren und folgende Eigenschaft besitzen: 

Lat sich eine inhaltstreue elliptische Abbildung (4) mit irrationalem y,/2z, 
deren zugehérige Reihe G= H —F gegebene reelle Koeffizienten a = a vom 
absoluten Betrage <1 hat, durch eine konvergente inhaltstreue Potenzreihen- 
Substitution in die Normalform (2) transformieren, so verschwinden fast alle 
@,(k =1,2,...) fira=a. 

Der Satz ergibt also fiir die Existenz einer konvergenten (reellen oder 
komplexen) inhaltstreuen Substitution in die Normalform die notwendige 
Bedingung, da8 die Koeffizienten a in einem festen System von abzahlbar 
unendlich vielen unabhiangigen analytischen Gleichungen alle bis auf endlich 
viele erfiillen miissen. Dieses System von Gleichungen hangt von yo,/ und y; 
ab. Bei den durch die Bedingung (3) ausgeschlossenen elliptischen Abbildungen, 
deren Normalform einer bloBen Drehung der Ebene um den Nullpunkt ent- 
spricht, versagt die beim Beweis des Satzes anzuwendende Methode. Dies: 
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Abbildungen bilden jedoch eine Ausnahme. Setzt man namlich die erzeugende 
Funktion H in (5) bis auf die beizubehaltenden quadratischen Glieder als 
Potenzreihe mit unbestimmten Koeffizienten an, so sind die y,(k > 0) un- 
abhangige Polynome in jenen Unbestimmten. Daher miissen die Koeffizienten 
von H unendlich vielen analytisch unabhaingigen Gleichungen geniigen, falls 
die zugehérige Normalform eine Drehung um den Nullpunkt sein soll. Also 
bleibt die Aussage bestehen, daB im allgemeinen die Transformation in die 
Normalform divergiert. 

Der Divergenzsatz wird in der vorliegenden Arbeit bewiesen. Sie stellt 
die sinngemaBe Ubertragung des entsprechenden Satzes und Beweises von 
C. L. S1zeet [3] fiir die Transformation analytischer Hamiltonscher Systeme 
von zwei Freiheitsgraden in die Normalform dar. 


2. Die Iterierten 
Sei wie in der Einleitung 
l 1 

(8) F (2,9) = cay, 19 + BB yol(tt t+ ¥*) + - 
die erzeugende Funktion der Abbildung 
(9) “w%=F,,,7=F,, 
welche nach 2,, y, aufgelést die Form 
a= x cosw,— ysinw,, ¥,= xsinw,+ y cosw,, 
(10) "is P ; 

w= Yo+ Wi(z?+ y?*) 


hat, und ferner 
je . p 
. - — t en v 
eine Potenzreihe in 2,, y mit reellen Koeffizienten 2 vom absoluten Betrage 
\a| < 1. Wir bilden mit einem komplexen Parameter » vom absoluten Betrage 
\y| < 1 die Reihe 


(11) H = F(2,,y) + v G(x,y) . 
Die durch sie erzeugte Abbildung 
(12) "= H,(2,,y) , «= H,(2,,y) , 


wo mit H,, H, die partiellen Ableitungen nach dem ersten bzw. zweiten Ar- 
gument bezeichnet werden, ergibt nach z,, y, aufgelést fiir reelles y Gleichungen 
der Form (4) und fiir vy = 0 die Abbildung (10). 

Die Iterierten 2z,, y, der Abbildung (12) werden rekursiv definiert durch 
die Gleichungen 
(13) Yr si= Ay (Xp +1 Ye) > Me= Ae (Xe+1 Ye), K=0,1,... 
mit %= 2%, Yy= y. Da die Reihe H in einer Umgebung von z,= y = 0 kon- 
vergiert, gibt es ein r = r(n) > 0, so daB auch die aus (13) formal berechneten 
Iterierten als Potenzreihen in z, y, v fiir |y| <1, |x| Sr, |y| Sr bis zur n-ten 
Ordnung konvergieren. Ordnen wir nach Potenzen von », so erhalten wir 
a= X,+ vy X+---, 
w= Y,+ 7 YYP+---, 


(14) 


Osksn, 
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wobei die X,, Y,, XP, YP, ... fiir k > 0 konvergente Potenzreihen in z, y 
sind und 
X,= %=2z, Y= H=y; XV = YO a | 
zu setzen ist. Fiir »y = 0 folgt aus (13), (14) 
(15) Yyu= Py (Xes1, Y,) ’ X, = Fy(Xe 41, Y,) , k _ 0, 1, eee 
d.h. X,, ¥, sind die Iterierten der Abbildung (9), (10), also gilt 
(16) X,= 2 coskw,— ysinkw,, w,= yo+ y;(2*+ y*)', 
Y,= x sinkw,+ y coskw,, k=0, 1, eee 


Hiernach verschwindet der Ausdruck X} + Y? — 2*— y* als Potenzreihe in 
2, y. Fihren wir mit (15) statt x, y die neuen unabhangigen Variabeln X, = z, 
y = w ein, so verschwindet die Potenzreihe 
K (z,w) = 2°+ Fi (z,w) — F3(z,w) — w* 
identisch in z,w. Nun entwickeln wir den Ausdruck 2}, ,+ yf.,— 23— yi 
nach Potenzen von y. Aus (11), (13), (14) erhalten wir 
Est Ybsa— E — Yb = 2h sa + AT (2p +1, Ye) — AE (24 +1, oe) — YE 
= K (Sq 435 Ye) + 2 Fy (Xe 41, Ve) Gy (Kerr, Ve) 
— 20 Fy (Xp41, Vx) Gy (Kevr, Ye) +°°', 
also mit (15) und wegen K = 0 
(17) aE. .+ yt+:— ti — yk 
= 20 {¥n 414, (Xps1, Vx) — X_G_(Xn41, ¥2)} +°°*, E=O,1,.... 

Fiir die weitere Untersuchung ist es zweckmaBig, die komplexe lineare 
Substitution 
&,=—2,+iy,, &=0,1,..., 
= X,—1 Ye> = é, "No= 1 
durchzufiihren. In den neuen Variabeln lautet die Abbildung (12) nach (14) 
und (16) fiir k = 1 
&=ui+ P, w= ulm) = elt 
m=vn+Q, uw=1,H=F7n, 
wobei P, Q Potenzreihen in »v, &, mit komplexen Koeffizienten sind, die 
fiir |y| < 1 in einer Umgebung von = 7 = 0 konvergieren und beziiglich » 
mit linearen, beziiglich &, 7 mit Gliedern 21 + 2-ten Grades beginnen, da die 
Reihe G in (11) mit Gliedern 2/ + 3-ten Grades beginnt. 

Die Iterierten &,, 7, von (19) geniigen den Gleichungen 
Ex uy UE, Me) Ext Plex» me)» 
Me+i= (Ex Me) Net Q(Ens Me) » 
ergeben sich aber auch fiir k <n direkt aus (14), (18) als Potenzreihen in 
&, 0, v: 


(18) 


(19) 


(20) k=0,1,..., 


&,=5,+7U,+°::, 
21 Oskasn, 
= m= H+ vVa+-*:, 


5* 
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wobei nach (16) und (18) 

&,= wt, H,= v*n 
ist, ferner U»= V,=---=0 und die U,,V,,... fir 0 << k <n konvergente 
Potenzreihen in &, 7 sind. 

Aug (21), (18) und (17) folgt nun 

Fn+1 Mei — Fe ™ = {Ens Vew + Apes Uevr — Fe Vie — Hy Oy} + °° 
= 24, + Yew — xE— yg = 2 ¥ {Veer (Xa sas Ve) — Xe Ge(Xevy Vi} +---, 
und die Addition der durch den Vergleich der Koeffizienten von v entstandenen 
Gleichungen fiir k = 0,1, .. . , m — 1 liefert 

n-1 
(22) &,, Ve + H,, U,, Pa 22 {Yau G, (Xi sa Y,) - xX, G, (Xi sa Y,)} , 
wobei die X,, Y, als Potenzreihen in &, 7 auszudriicken sind: 
1 1 
(23) X,=_7 (wh E+v'n), Ye=qzu'E—v* yn). 

Die Reihen U,, V;, lassen sich auch folgendermaBen charakterisieren. Wir 
setzen in (11) y= 1 und betrachten alle Koeffizienten a von G als Variable. 
Dann sind die &,, , Potenzreihen in &, 7 und jenen unendlich vielen Koeffi- 
zienten, und die in bezug auf die Koeffizienten homogen linearen Bestand- 
teile in den Reihen sind gerade die U,, V;. 

Die Normalform (2) lautet in komplexer Schreibweise 
&,= ef ~ g ’ 
m=e'"’n, 
wo wir gleich (3) beriicksichtigt haben. Wenn sich die Transformation (4) 
durch eine konvergente inhaltstreue Potenzreihen-Substitution auf die Normal- 
form (2) bringen 14Bt, so kann man auch die Transformation (19) durch cine 
konvergente inhaltstreue Potenzreihen-Substitution in die Normalform (24) 


iberfiihren und umgekehrt. Daher kénnen wir uns ganz auf die Untersuchung 
der Abbildung (19) beschranken. 


(24) w= Yor 2 yew*, wo=n, 


3. Folgerungen aus der Annahme konvergenter Transformierbarkeit 
in die Normalform 

Seien die Koeffizienten a der Reihe @ in (11) als reelle Zahlen vom abso- 
luten Betrage < 1 fest gewahlt und vy = 1 gesetzt. Dann haben die Reihen P, Q 
in (19) gegebene* komplexe Zahlen als Koeffizienten und konvergieren in der 
Umgebung von = 7 = 0. Sei ferner 

E=E+-+:, n=n+-°° 

eine in einer Umgebung des Nullpunktes konvergente inhaltstreue Substi- 


tution, welche die Abbildung (19) in die Normalform (24) iiberfiihrt. Dann 
setzen wir 

(25) f=to0, n=t0! 

und erhalten aus der inversen Substitution fiir @ = & y eine Potenzreihe 


(26) w= ER+ +++ me t+: 
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in t,o,0~1, die fiir |t| <¢,, 4 < |o| <2 konvergiert. Dabei mégen c, sowie 
Cy, . . -» Cs positive Konstanten sein, die von der gegebenen Abbildung (19) und 
der konvergenten Substitution abhangen und geniigend klein zu wahlen sind. 
Durch Einsetzen von (26) in (24) ergibt sich fir w eine Potenzreihe 


(27) w= Yot+ yy tttt eee 
in t,¢, 0-1, welche fir |r| < cy, 4 <|o| <2 konvergiert. Schreiben wir zur 
Abkirzung 

ge Yo 
(28) yo, b= 
so ist nach Voraussetzung in (2) 6/y reell und irrational, und man kann nach 
einem bekannten Satz iiber Kettenbriiche zu jedem gegebenen ¢ > 0 zwei 
ganze Zahlen m, n so finden, daB die Ungleichungen 


(29) 0<ym—dn<e,n>0 


erfillt sind. Alle Paare t,¢, welche im Konvergenzbereich der Reihe (27) 
liegen und der Gleichung 


(30) w=22— 


geniigen, ergeben Fixpunkte der Iterierten n-ter Ordnung der Abbildung (19). 
Aus (27), (28) und (30) folgt 


(31) y——b= (1+ A(z), 
wobei h eine Potenzreihe in 1, ¢, ¢~ darstellt, die konvergiert und fiir die 
1 


gilt, falls |r| <cs, } < |o| <2ist. Ziehen wir in (31) die 2/-te Wurzel und setzen 
€ < ¢, so erhalten wir durch Umkehrung Laurent-Entwicklungen 


int m 7 
(33) n= ()=e"'(yt—aT+--. (sks2h, 
die fiir } < |o| < 2 konvergieren. Wegen (29) und (32) gilt 
(34) iret <2e 


Unter dieser Bedingung stellen daher die Reihen (33) alle Lésungen von (31) 
dar, wenn man iiberdies e < c, wahlt. 

Wenn also eine Transformation (19) mit fest vorgegebenen Koeffizienten a 
der Reihe G = H —F durch eine noch unbekannte konvergente inhaltstreue 
Potenzreihen-Substitution in die Normalform iiberfihrbar ist und wir § = ta, 
” =to~ setzen, so erhalten wir nach der vorhergehenden Uberlegung 21 
nicht notwendig von einander verschiedene einparametrige Scharen von Fix- 
punkten fiir jede Iterierte &,,, 7,, von (19), deren Ordnung n den Ungleichungen 
(29) geniigt. Im folgenden werden wir nun die a wieder als reelle Variable vom 
absoluten Betrage |a| < 1 auffassen und die Gleichungen £,,= &, 7, = direkt 
lésen. Dabei wird sich zeigen, daB jene Scharen von Fixpunkten im allgemeinen 
nicht existieren. Hierzu sind zundchst einige Abschitzungen notwendig. 
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4. Abschitzungen 


Sei / irgendeine Potenzreihe mit komplexen Koeffizienten in gewissen 
Variabeln;unter denen auch die a vorkommen kénnen, so verstehen wir unter i 
die Reihe der absoluten Betrage aller Glieder. Seien ferner 


g(x,y) = ZL 9r sty’, h(z,y) = Th, xy" 
Potenzreihen in x, y, deren Koeffizienten ihrerseits Potenzreihen in den a 


sind, so definieren wir 
[9] (x,y) =Z|¢,.| ay’. 
\g| (x,y) entsteht also dadurch, daB man |z|, |y| in Ig| durch z, y ersetzt. Die 
Bezeichnung 
g(x,y) < h(z,y) 
soll ausdriicken, daB |g,,| < h,, ist fiir |a] < 1 und alle r,s. 

In (11) werde jetzt » = 1 gesetzt, und die Koeffizienten a von G betrachte 
man als (in diesem Abschnitt nicht notwendig reelle) Variable vom absoluten 
Betrage < 1. Die Auflésung der Gleichungen (12) nach 2z,, y, ergibt Potenz- 
reihen 

%= %(2,y), w= vi (,y) 
in x, y und den a. Da die Reihe 
H* (x,,y) = H(x,,y) eT eee yo(z; + y*) 
in z,,y mit Gliedern 21 + 2-ten Grades beginnt und als Potenzreihe in 2,,y 


und den a fiir ja| < 1 in einer Umgebung von z,= y = 0 absolut konvergiert, 
so folgt in der oben eingefiihrten Bezeichnung aus der zweiten Gleichung (12) 


[x1] (2,y)< 2+ y + [8] (|x| (z,y),y) 

(zal (z, y) + y)” 
Yells om d,— ({x,\ (x, y) + y) 
mit. geeigneter positiver Konstante d,, die wie alle weiteren Konstanten 
d,, . . ., djs von yo, 1 und y;, abhangen kann und geniigend klein zu wahlen ist. 
Statt des Nenners ist die Entwicklung in eine geometrische Reihe nach Po- 
tenzen von |x,| (x, y) + y zu denken. Die Lésung Z = x + 2y +--- der Glei- 
chung 





Zr 


ist also konvergente Majorante von [x,| (x, y) + y. Mit [x,] (2, y) konvergiert 
aber auch [yal (x, y) fir ja] = 1 in einer Umgebung von z = y = 0, wie nach 
der ersten Gleichung (12) aus der Majorantenbeziehung 


[v1] (x,y) < [Ai] [a] (x,y), 9) 
ersichtlich ist. Aus (18) und (19) folgt dann 


[P| (é, n) +1Q|(& 0) < (E + n) elie 4 
+ fe (€ + n, & +) +[y] (E+ n&+n); 
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so daB also die Potenzreihen P, Q in é, 7 und den a fir |a| S 1 in einer Um- 
gebung von = » = 0 absolut konvergieren. 
Denken wir uns nun die Iterierten 
&= & (6,0), m= nx (é, 0) 


der Abbildung (19) als Potenzreihen in £, 7 und den a aus (20) berechnet und 
setzen zur Abkiirzung 


Px=|Exl (6, 0)» 92 =[mal (6, 0)» k=0,1,..., 
also py= &, dg= 7, 80 erhalten wir aus (20) 
i“ Posy < el”l(™u? p, + [P] (pe, gn) » Kee) exheus 


% +1 ~ 4 e!% | (Px dey Ik a [Q| (Pps ) " 
Da die Reihen P und Q in £, 7 mit Gliedern 27 + 2-ten Grades beginnen und, 
wie eben gezeigt, |P| und [Q] konvergieren, so ergibt sich mit 


= Pet Ves k=0,1,... 
aus (35) 


a 
(36) *+H1<%t+ OG se Te 3 eee 
Um aus (36) zu einer Abschitzung fiir [é,), [ne] zu gelangen, beweisen wir 


folgenden 
Hilfssatz 1: Sind die Zahlen r, definiert durch die Rekursionsformel 


(37) Troi %_t dy iret}, ro=r, lel, k=0,1,..., 
und erfiillen r und eine natiirliche Zahl n die Bedingung 


(38) O<r<td, nc gee, 
so gilt 
4 
(39) [r<gr<dy, n=r+kdpr™4, 0<6,<3d5!, 


i | ae, 2 


Den Beweis fihrt man mit vollstandiger Induktion beziiglich k. Fir k = 0 
ist die Behauptung richtig, man kann #,= d;' setzen. Ist die Behauptung fiir 
ein k < n bewiesen, so folgt aus (37) und der Induktionsannahme (39) 

(40) teay = ry t det ptt =v + 2+) (kD, + dy (1 + kD, 143}. 


Zunichst ist r,,,— r > 0 und weiter mit (38) 


1 
b0, *< SIFT" 
also der Ausdruck in der geschweiften Klammer in (40) kleiner als 
3kdy>1+edy1 < (3k+ 3)d,', 


woraus sich die zweite Behauptung in (39) ergibt. Die erste Behauptung folgt 
aus der zweiten und der Voraussetzung (38): 


l 4 
rar + kM) <r(14+ sz) 5 5r- 
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Setzen wir nun 
(41) &=[&|+[m], #=0,1,... 
und 


8= |€| + |n| <m=17, G=d,, 
so folgt unter der Annahme 
be <te< qr <dy, k<n 
aus (36) und (37) 
Snag <p t+ dy rpttian,,, 
also aus dem Hilfssatz mit (41) 


4 
[é,.| +| |< oT 
falls die Voraussetzungen 


ne 

. 61+ 3 

erfallt sind. Fir die Potenzreihen u-" ¢,— £&, v-* "n— 7 in &,H und den a 
ergibt sich unter diesen Voraussetzungen 


(42) [u-" &, —E|+[o- mn, — mn] él + [nl + (E.]+[ nn) erie 
<rtpretinit carly, 


Da die Potenzreihen P, Q in (19) mit Gliedern 21 + 2-ten Grades in &, 9 be- 
ginnen, treten auch bei den Reihen u-"é,—&, v-"»,— 7 keine Glieder 
kleineren als 2] + 2-ten Grades in £, 7 auf. Bezeichnet (&, 7) die linke Seite 
von (42), wenn |é|, |7| durch é, 7 ersetzt wird, so ist mit der weiteren kom- 
plexen Variabeln z die Funktion z~*'~* p(& z, nz) von z fiir |z| < 1 regular 
und absolut < d7'r, falls ¢, 7 im Gebiet |£| + || <r liegen. Also gilt 


\é| + Inl<r<td, nrtt< 





(43) Ip(Ez, n2z)]SdptriePit? = (\z| S11). 
Man wahle nun fiir z eine positive Zahl im Intervall 
Jel + Ie + ial %<2<l1. 


Dann ist |£ z-"| + | z-"| <r, und man kann (43) mit 2-1, 7 z- statt &, 7 
anwenden. Der Grenziibergang z-> z, ergibt somit statt (42) die schiarfere 
Abschatzung 
(44) Jur, — E [+] o-* yy — | Sgt rt? (g| + |yl)?*®. 

In Analogie zu (25) setzen wir 





&=to0, 7=to". 
Unter der Voraussetzung 


1 
|t| <>, zy <le<2 


ist dann die Forderung |&| + || < r fir die Giiltigkeit von (44) erfillt, und 
auBerdem gilt 


1 1 
(45) zlislls2tl, sli sini s2t. 
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Wir schreiben nun die Ausdriicke 


B-1=F "8-9, FE-laa to nm 


als Potenzreihen in t und o. Beziiglich o sind dies Laurent-Entwicklungen. 
In den neuen Variabeln gilt zufolge (44) und (45) die Abschitzung 


Le —1] +] fea] saz p-Bt—d [platen 


Wahlt man d, so, daB die Ungleichungen d, <4, dz 1d3'+1 < + erfilllt sind, 


und setzt |r| < dgr, so erhalt man fiir die Hauptwerte von log = , log i 


Potenzreihenentwicklungen, deren Abschaitzung wir mit den Voraussetzungen 
iiber r, 0, t zusammenfassen in folgendem 





1 
Hiltssatz 2: Fiir || <dyr,5 <|o| <2undr<d,n * gilt die Abschiteung 











log | + 
wobei t,a und die a als die Variabeln angesehen werden. 


log yy S dzt y-2t-1 [yates , 


5. Die Gleichungen &,—&, 7,,—= 4 
Wie in Abschnitt 3 seien wieder mit der Abkiirzung 
ra OF 
zu gegebenem ¢ > 0 zwei ganze Zahlen m, n so gewahit, daB die Ungleichungen 
(46) 0<ym—dn<e,n>O 
gelten. Wir untersuchen jetzt die Gleichung &, = &. Aus 
& _ §. 


7- Fz" 





folgt fiir &,,— & mit geeignetem ganzen NV 


(47) 22 i(N—m) =i y,(nd—my) +iny, + log S. 
Ist nun 

1 
(48) e<d,,r<d,n 2, |r| <dyor, 


so folgt aus (46) und Hilfssatz 2 
N=m. 
Setzt man umgekehrt diesen Wert von N in (47) ein und benutzt die Potenz- 


£ 
. os s = 
reihe fiir log =-, so erhalt man, wenn man noch 


(49) #2! = y—-— 6 


n 
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setzt, aus (47) 

é é., 
(50) abd yn 5 
Unter der Voraussetzung 
(51) \t]| <dyn rt 


wird a>} jt] r-24#-2n-1 |y,|-1< = und es ergibt sich mit Hilfssatz 2 aus (50) 
eindeutig eine Potenzreihe 


(52) t=f(t,o)=t+--- 
in t, ¢, o—1, a, welche fiir 
(53) |t| < dygn 7?**?, 


> < |o| <2 und |a| <1 absolut konvergiert. Wir fassen simtliche Voraus- 


setzungen iiber e, r, t aus (48), (51), (53) zusammen in den Bedingungen 
1 1 

(54) r=d,yn 2, lt] <dyn 2, e<dy, 
unter denen also (52) alle Lésungen der Gleichung £,,=  liefert, wenn fir ¢ 
die Wurzeln der Gleichung (49) gesetzt werden. 

Entsprechend erhalt man die Lésungen der Gleichung 7,= 7, und wir 
denken uns die Konstanten d,,, d,,, d,, bereits so gewahlt, daB sie auch fir 
diesen Fall hinreichen. Nun braucht die in Analogie zu (50) und (52) aus 


é "Mn 

et — 72 ty Rn log H, 
berechnete Potenzreihe 
(55) tT =g(t,o)=t+>-:- 
nicht mit der Reihe (52) iibereinzustimmen. Es werde jetzt aber angenommen, 
daB fiir eine Wurzel ¢ = t, der Gleichung (49) t = T identisch in o erfiillt ist. 
Indem man dann die beiden Reihen einander gleichsetzt, erhalt man durch 
Koeffizientenvergleich beziiglich o analytische Bedingungsgleichungen fiir die 
unbestimmten Koeffizienten a. Das wollen wir im nachsten Abschnitt naher 
ausfiihren. 


6. Der Divergenzbeweis 
Zunachst bestimmen wir den beziiglich der a linearen Bestandteil in der 
Reihe t = f(t, c), die wir bei der Auflésung der Gleichung £,=— & gefunden 
haben. Ist h irgendeine Potenzreihe in den a, so mége mit K [h] der beziiglich 
der a konstante Teil, mit L[h] der lineare Teil bezeichnet werden. In den 
Entwicklungen 


&,= 5+ U,+ <*- ae H,+ V.+-°: 
aus dem zweiten Abschnitt, wo vy = 1 zu setzen ist, ist 


K[é,] = &,, L{é,)] = U4» K[n,] =H, , L(n.J=V,- 
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Hieraus folgt 


K [log-3-|=0, L log -=- = oe. 


Da die Reihe t = f(t, c) der Gleichung (50) geniigt, ergibt sich 
; U, 
Kif(t, o)] =t, Lif(t, o)] — aa p-21/ =. Me . 
Ebenso bekommen wir fiir die Reihe T = g(t, a) 
; y, 
Kigtt, o)]=t, Ligtt,o)) =—apqo O-* (FE)eae- 


Beachtet man nun, daB 5,,H,= & n = 1*, also (&,,H,),.,= @ ist, so folgt die 
Entwicklung 


(56) Ly, f+ 2(¢ — Z) = 5— (Ey Vat Hy Upbrnrt° °° 





nach Potenzen der a, wo die nicht-linearen Glieder rechts nicht angegeben sind. 
G war eine Potenzreihe 
G(x, y)= pM a, x" y* 
r+s221+83 
mit reellen Variabeln a vom absoluten Betrage |a| <1 als Koeffizienten. 
Tragen wir in (22) fir G die Reihe ein und fiir X,, Y, die Ausdriicke (23), wo 
wir t = ¢t setzen, also 
2ni—— —2ni_™ 
E=to, n=to',u=e n,vu=e es 
so lautet der Faktor von a,, 
n—1 
to \r+s 
—2i(r+se —_ (iu)? > urtsye 4 eee, 
r+) (35) Guy S (wreyt + 
wobei die endlich vielen Glieder mit niedrigeren Potenzen von o weggelassen 
wurden. Da u eine n-te Einheitswurzel ist, wird die Summe iiber k gleich ~ 
fiir r +s =0(modn). Ordnet man nun die rechte Seite von (56) nach Po- 
tenzen von o, so ergibt sich als Koeffizient von o", wenn wir n > 21+ 3 
annehmen, 


m aby 3, Gerace 


wobei die weiteren linear auftretenden a eine Indexsumme > » haben. Die 
Reihe (57) konvergiert absolut fiir |a| < 1. 

Sei nun fiir irgendein reelles Wertesystem a = a‘ mit |a(| = 1, fiir eine 
Wurzel t = t, der Gleichung (49) und fiir alle o aus dem Gebiet . < |o| <2 
die Gleichung t = T erfiillt. Dann erhalt man aus (56) und (57) durch Koeffi- 
zientenvergleich beziiglich o nach Division durch n tj (2 1)-" die Gleichung 


(58) ®,(a) =0, 
wobei in der Potenzreihe 


(59) ®, (a) = dont °° 
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fiir die Indizes der weiteren linear auftretenden a,, entweder r+ s =n, r > 0 
oder r+s8> n gilt. Ersetzen wir ®, durch seinen Realteil und bezeichnen 
diesen wieder mit ®,, so hat die Potenzreihe (59) reelle Koeffizienten, kon- 
vergiert absolut fiir ja] < 1, und (58) bleibt giiltig. 


Nach diesen Vorbereitungen l4Bt sich der Beweis des Satzes leicht fiihren. 
Wir nehmen an, daB eine inhaltstreue elliptische Transformation der Ge- 
stalt (4) mit vorgegebenen reellen Koeffizienten a = a‘, |ja(| <1 in der 
erzeugenden Reihe H = F + G durch eine konvergente inhaltstreue Potenz- 
reihen-Substitution in die Normalform iibergefiihrt werden kann. Dann 14Bt 
sich auch die zugehérige Abbildung (19) auf die Normalform transformieren, 
und nach Abschnitt 3 besitzt die Iterierte n-ter Ordnung von (19) Fixpunkte 
é=to, n=to-, wenn fir t irgendeine Laurent-Reihe t,= 1,(c) aus (33) 


gesetzt wird, die im Gebiet ; < |o| < 2 konvergiert. Dabei haben wir wegen (34) 
die Bedingungen 


2 
Ir2*§<—,e<o, 


zu beachten. Bisher waren m und n als gegebene ganze Zahlen angesehen 
worden, die den Ungleichungen (46) zu geniigen hatten. Nun gibt es unendlich 
viele solcher Paare, und man kann aus ihnen eine solche Folge bilden, daB 
sogar der positive Wert ym— dn =e, gegen 0 strebt und 2¢,< e ist. Dann 
gilt also (46) auch mit 2 ¢, statt «. Wegen ¢,— 0 ist die Bedingung 2 ¢,,< c, fiir 
fast alle Paare m, n erfillt, und aus dem gleichen Grunde gilt 


46,< @!, 2en< dy, 


d. h. wenn wir noch 





Ir|2# < ots 
setzen, sind die Bedingungen (34) und (54) des dritten und des vorigen Ab- 
schnitts gleichzeitig erfillt, und die durch Auflésung der Gleichung £, = & ein- 
deutig bestimmte Reihe t =f (t,) in t,o muB fiir eine Wurzel t=t, der 
Gleichung (49) als Laurentsche Reihe nach Potenzen von o mit einer der in 
Abschnitt 3 gefundenen Entwicklungen t,, etwa t,,, identisch sein. t,,= T,,(¢) 
lést aber auch die Gleichung 7,= 4 und muB folglich mit einer der Reihen 
g(t,, ¢) identisch sein, etwa mit g(t,, a). Es gilt also 


(60) f(t, 6) = g(t, ) 


identisch in o. DaB t,= ¢, sein muB, folgt leicht so: f(t,, ¢) geniigt wegen (50) 
und (52) der Gleichung 


Ebenso gilt 
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Aus (60) folgt hieraus ¢, = ¢,, wenn wir noch 





& oo — lee me om 
log z. log H, (x = f(t, 7) = g (ty, @)) 
zeigen kénnen. Es ist aber mit ganzem N 
log = + log 7 = log £2" — log 1 =2niN, 
und da in (48) d,) so gewahlt werden konnte, daB nach Hilfssatz 2 





22|N\s og S| + log ie <22 
ist, ergibt sich N = 0. 
Die Laurent-Reihen {(t,, 0), g(t,, 0), die im Gebiet < |o| <2 konver- 


gieren, sind also identisch in o. Daher miissen die gegebenen Koeffizienten 
a = a der Reihe G die Gleichung (58) erfiillen, in der jetzt die Wurzel t, = ¢, 
zu nehmen ist. Wir erhalten nun unendlich viele unabhangige Potenzreihen @,, 
indem wir » die Folge positiver Zahlen durchlaufen lassen, die durch ¢,—> 0 
bestimmt wird. Die ®, sind analytisch unabhangig, da ja bereits zwischen 
ihren linearen Teilen keine Abhangigkeit besteht und daher die mit irgend- 
welchen endlich vielen dieser Reihen gebildete Funktionalmatrix stets den 
maximalen Rang hat. Damit ist der Beweis des Satzes geliefert. 

Die Koeffizienten der ®, hangen von yp, 1, y,, m und n ab. Da die Paare 
m,n durch 0 < ym—6n-— 0 bestimmt sind, hingt also das System der @, 
von 7, / und y, ab. 

Aus der Voraussetzung der konvergenten Transformierbarkeit in die Normal- 
form folgt nur, daB die Gleichungen (58) fiir alle geniigend groBen n erfillt 
sind, die durch die Bedingung 0 < y m — 6 n — 0 festgelegt sind. Da man aber 
keine Voraussetzung tiber die GréBe des Konvergenzbereiches der Trans- 
formation macht, so kann man kein » angeben, fiir welches notwendig (58) 
erfillt sein muB. Will man also von einer vorgelegten Abbildung durch Be- 
nutzung unseres Satzes feststellen, daB sie nicht konvergent in die Normal- 
form iibergefiihrt werden kann, so hat man zu zeigen, daB unendlich viele der 
Gleichungen (58) nicht erfillt sind. Fir diese Feststellung ist kein finites Ver- 
fahren bekannt, obwohl die Koeffizienten in (58) samtlich explizit berechenbar 
sind. 
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Der Rungesche Approximationssatz und die Theorie 
der analytischen Funktionale 


Von 


HEINZ GUNTHER TILLMANN in Heidelberg 


Einleitung 


Kiirzlich habe ich gezeigt'), daB in der Theorie der analytischen Funktionale 
von L. Fantappib?) der Identitaétssatz (Prinzip der analytischen Fortsetzung) 
giltig wird, wenn man die Fantappiésche (nicht Hausdorffsche) Topologie 
durch eine etwas feinere, metrisierbare Topologie ersetzt. Gleichzeitig habe 
ich dabei den Identitatssatz auch bewiesen fiir analytische Funktionale, deren 
Argumentfunktionen auf Riemannschen Flachen oder unverzweigten Holo- 
morphiegebieten iiber dem C* definiert sind. Zum Beweis wurde ganz wesent- 
lich der Rungesche Approximationssatz*) benutzt. 

In dieser Note méchte ich eine Umkehrung des obigen Resultats beweisen : 

Sei X ein komplexer Raum mit einer Metrik E (p,q)*). Ist fiir lineare 
analytische Funktionale auf X der Identitétssatz giiltig, so gilt fiir holomorphe 
Funktionen auf X der Rungesche A pproximationssatz.“ 

Da andererseits der Beweis des Identitatssatzes aus [6] iibertragen werden 
kann fiir analytische Funktionale auf einem komplexen Raum X, fiir den 
der Rungesche Satz gilt, erhalt man die Aquivalenz des Rungeschen Satzes 
fiir holomorphe Funktionen mit dem Identitatssatz fiir analytische Funktionale. 

Weiterhin ergibt sich, daB der Identitatssatz fiir alle analytischen Funktio- 
nale auf X gilt, wenn er nur fiir alle linearen analytischen Funktionale giiltig ist. 


1. Analytische Funktionale 
Es sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit oder ein komplexer Raum®) mit 
einer Metrik E (p,q), X die vollstindige Hiille von X, auf die die Metrik Z 
fortgesetzt sei. Fiir eine Menge DC X sei D® die Gesamtheit aller Punkte 
aus D, die vom Rande von D eine Entfernung > ¢ haben. Von der Metrik EZ 
setzen wir voraus, daB mit D auch D® ein Holomorphiebereich sei (d. h. daB 





1) H. G. Trttmann [6] (Literaturverzeichnis am Schlu8 der Note). 

*) Siehe etwa P. Livi [4], Chap. IV (par F. Pettecrrno), vgl. auch H. G. Tri1- 
MANN [5]. 

5) H. Beunkeg, [1]. 

*) Zum Begriff des komplexen Raumes siehe H. GRravert und R. REMMERT, [2] 
oder [3]. Von der Metrik £ setzen wir noch voraus, da8 mit einem Gebiet D auch jede 
Komponente von D (vgl. Nr. 1) ein Holomorphiegebiet ist. 

5) Vgl. a. a. 0.4) 
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nicht alle in dem Bereich holomorphen Funktionen gleichzeitig in einen echt 
umfassenden Bereich ohne Hinzunahme neuer Komponenten fortgesetzt 
werden kénnen). Fiir je zwei offene Teilmengen D,, D,, die echt in X enthalten 
sind, wird die Abweichung 4(D,, D,) = inf {e: DC D,\ DY’ c D,} definiert. 
A bzw. A’= inf {1, 4} ist dann eine Metrik im Raume ©(X) aller in X ent- 
haltenen echten offenen Teilmengen von £ , und ©(X) ist bei dieser Metrik 
vollstandig. 

Die Gesamtheit aller holomorphen Funktionen /f =(f, D,), die in holomorph- 
konvexen Holomorphiebereichen D,¢€ © (X) erklart sind, bildet den Fantappié- 
schen Funktionenraum @(X). In ihm wird eine separierte (— Hausdorffsche) 
Topologie erzeugt durch die Umgebungen 


Vis,e(f) = (9: ACD,A sup |f(x) —g(z)| < € \ A(D,\D,, D,) < e}, 
A 


wobei A alle kompakten Teilmengen von D, und ¢ alle positiven reellen Zahlen 
durchlauft. Die zugehérige Konvergenz ist die gleichmaBige Konvergenz im 
Innern bei gleichzeitiger Konvergenz der Definitionsbereiche im Sinne der 
Metrik von © (X). 


Eine Menge DcX heiBe fast relativ kompakt, wenn fiir alle e > 0 die 
Menge D“) in X relativ kompakt ist. Der Teilraum @,(X) aller Funktionen 
(f, D,) aus G(X) mit fast relativ kompaktem Definitionsbereich D, liegt in 
©(X) iiberall dicht und in ihm 14Bt sich die Topologie durch eine Metrik d 
erzeugen, bei der @,(X) vollstandig wird, wenn man zu ihm noch die leere 
Funktion 8 (mit leerem Definitionsbereich) hinzufiigt. 

Eine Abbildung 4 /, eines Gebietes A der komplexen Zahlenebene in 
den Raum @(X) heiBt analytische Linie, wenn sie im Sinne der Topologie 
von @(X) stetig und nach 4 komplex differenzierbar ist. Die Einschrinkung 
einer analytischen Linie auf ein reelles Intervall a < A < 6 heiBt analytisches 
Kurvenstiick 

Eine Abbildung F eines Gebietes © C@(X) in den Kérper C der komplexen 
Zahlen heiBt analytisches Funktional, wenn gilt 

(1) Fiir jede analytische Linie f, in G ist F [f,) eine holomorphe Funktion von i.*) 

Mit G ist auch ©, =G VG, (X) ein Gebiet in G(X), und ein analytisches 
Funktional in G ist durch seine Werte in G, véllig bestimmt. Es geniigt also, 
die analytischen Funktionale in Gebieten aus ©,(X) zu untersuchen. 

Wir wollen die Metrik Z von X eine ausgezeichnete Metrik nennen, wenn 
fiir die analytischen Funktionale in G(X) (in dessen Topologie die Metrik EZ 
ja wesentlich eingeht) der Identitatssatz gilt, wenn also ein analytisches 
Funktional F aus einem Gebiet © auf héchstens eine Weise auf ein umfassen- 
deres Gebiet © fortgesetzt werden kann. 


*) Die in [6] noch geforderte zweite Bedingung kann aus (1) lokal gefolgert werden 
und ist daher entbehrlich. Vg]. H. G. Trxtmann [7]. 
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2. Beziehungen zum Rungeschen Satz 


Der klassische Rungesche Approximationssatz ist von H. BEHNKE und 
K. Srem fir Funktionen auf Riemannschen Flachen oder unverzweigten 
Holomorphiegebieten itiber dem C” verallgemeinert worden in der folgenden 
Form”): 

»»Wenn der Holomorphiebereich D holomorph ausdehnbar ist auf den Holo- 
morphiebereich D’ > D, so ist jede in D holomorphe Funktion im Innern von D 
gleichméfig approximierbar durch eine Folge in D’ holomorpher Funktionen.“ 

Dabei hei®Bt D auf D’ holomorph ausdehnbar, wenn es zu relativ kom- 
pakten Teilbereichen D, bzw. Dj von D bzw. D’ und zu jedem geniigend 
kleinen ¢ > 0 endlich viele Holomorphiebereiche D,(i = 1, 2, ..., 8) gibt, so 
daB gilt: 


a) D,c D,c D. (Ac B heiBt, A ist relativ kompakt in B) 

b) Doe D,< D’. 

c) D,¢ Dt", t=1,...,8. 

d) Die Komponenten von D{*),, die Punkte aus D, enthalten, sind in D, 
enthalten. 


Diese Definition der holomorphen Ausdehnbarkeit ist offenbar fiir be- 
liebige komplexe Raume, in denen eine Metrik 2 gegeben ist, sinnvoll. Wir 
wollen die Metrik Z eine Runge-Metrik nennen, wenn der Rungesche Satz 
in der oben zitierten Fassung fiir alle holomorph-konvexen Holomorphie- 
bereiche auf X giiltig ist. 

In [6] habe ich gezeigt, daB fir Riemannsche Flachen und unverzweigte 
Holomorphiegebiete iiber dem C* aus dem von H. Brunke und K. Srein 
bewiesenen Rungeschen Satz die Giiltigkeit des Identitatssatzes fiir die ana- 
lytischen Funktionale auf X gefolgert werden kann. Eine Uberpriifung dieses 
Beweises fiir den Identitaétssatz zeigt nun, daB er auch fir einen komplexen 
Raum X mit einer Metrik £ giiltig bleibt, sofern fiir ihn der Rungesche Satz 
gilt. Das heiBt also: 

Jede Runge-Metrik auf einem komplexen Raum ist ausgezeichnet. 

Wir beweisen nun die Umkehrung in einer verscharften Form: 

Gilt auf einem komplexen Raum X mit der Metrik E der Identitdtssatz fiir 
alle linearen analytischen Funktionale, so ist E eine Runge-Metrik. 

Beweis: Es seien @ und G@’>@ zwei holomorph-konvexe Holomorphie- 
bereiche in dem komplexen Raum X und K bzw. K’ beliebige kompakte 
Teilmengen von @ bzw. G@’. G@ sei holomorph ausdehnbar auf @G’. Dann gibt 
es also eine e-Kette von Holomorphiebereichen G,,j = 1, . . ., s, mit K¢ G,¢ @ 
und K’¢ G,¢ @’ und G> K. Dann kénnen wir die Funktion (0, @,) mit (0, @,) 
verbinden durch eine stetige Kurve in @(X) aus endlich vielen analytischen 
Kurvenstiicken. 


Wir setzen G,,= GG”, OSA <1, Gj = Gu G,, wobei G, genau alle 
Komponenten von G,;, enthalt, die in G,;_, enthalten sind. Mit r gréBer als 
") Vgl. a. a. O. 4). 
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der Durchmesser aller G, setzen wir weiter fir 1 < 4 < 2: G,,.= G,U @re-™, 
k; ,= (0, G, ,), 0 4 < 2, ist dann ein analytisches Kurvenstiick, das (0, G,) 
mit (0, G,) verbindet, und k, ,=-(0, G,,,\@,-,) ist ein analytisches Kurven. 
stiick, welches (0, G;—,) mit (0, @;) verbindet. Die so fiir j = 2,3,...,8 ge- 
bildeten Kurvenstiicke lassen sich nun zu einer stetigen Kurve in @(X) zu- 
sammensetzen, welche die Funktionen (0,G,) mit (0,@,) verbindet. Da K 
kompakt ist, gilt die Beziehung K Ge, j=1,...,8, auch noch, wenn man ¢ 
durch ein geeignetes 5 > ¢ ersetzt. Wir setzen K,= @® und Ky = Ge, wobei 
6’ so klein gewahlt ist, daB K’C Ky gilt. Dann gibt es beliebig kleine Um- 
gebungen von K, und von Ko, welche holomorph auf G, ausdehnbar sind. Es 
sei nun (K,) der Teilraum von @(X), der aus allen Funktionen besteht, die 
in Umgebungen von K, definiert sind, und [K,] sei die zusammenhangende 
Komponente dieses Teilraumes, welche (0, G,) und damit auch (0, G,) enthalt. 

Es sei nun F ein lineares analytisches Funktional in einer Umgebung 
Vx.,.((0, @,)). Nach unserer Voraussetzung iiber die Giiltigkeit des Prinzips 
der analytischen Fortsetzung fiir lineare analytische Funktionale ist dann F 
auf héchstens eine Weise auf den Raum [K,] fortsetzbar. 

Ist M eine beliebige kompakte Menge in X, so erhalt man aus dem Raum (M) 
der in Umgebungen von M definierten Funktionen aus © (X) einen linearen Raum, 
wenn man je zwei Funktionen miteinander identifiziert, die sich in einer Umge- 
bung von M nicht unterscheiden. Diesen Quotientenraum $(M) der ,,holomor- 
phen Funktionen in M“ versehen wir mit der feinsten lokalkonvexen Topologie, 
die gréber ist als die Quotiententopologie. Dann kann jedes stetige lineare 
Funktional auf dem Raum $(M) als ein lineares analytisches Funktional 
auf dem Raume (M)c @(X) aufgefaBt werden. Das Prinzip der analytischen 
Fortsetzung fiir die linearen analytischen Funktionale zieht also nach sich, 
daB ein stetiges lineares Funktional auf $(K) auf héchstens eine Weise auf 
den Raum $(K,) fortgesetzt werden kann®). Das ist nach dem Hahn-Banach- 
schen Fortsetzungssatz aber nur méglich, wenn der Raum (Ko) in 9(K,) 
dicht liegt. Da die Topologie von $(K,) feiner ist als die Topologie der gleich- 
maBigen Konvergenz auf Ky, kann also jede in G und damit in einer Umgebung 
von K, holomorphe Funktion auf K, gleichmaBig approximiert werden durch 
eine Folge in K, holomorpher Funktionen. 

Nun ist aber der Bereich @’ holomorph-konvex und kann deshalb ausge- 
schépft werden durch eine Folge analytischer Polyeder P,,= {x : |f; ,,(z)| < M,, 
i=1,...,%,}, derart, daB GC Ky auf P, und P,, auf P,,,, holomorph 
ausdehnbar ist und P,, in P,,,, relativ kompakt ist. Infolgedessen gibt es 
eine Folge von Funktionen g,,, die jeweils in P,, holomorph sind, auf jedem P, 
gleichmaBig konvergieren und sich von einer gegebenen Funktion g, die in Ko 
holomorph ist, um weniger als 7 unterscheiden. Die Funktionen g,, konver- 
gieren dann gegen eine in @’ holomorphe Funktion, und es folgt, daB jede 
in G holomorphe Funktion auf K, gleichmaBig approximiert werden kann 
durch eine Folge in G’ holomorpher Funktionen. Da K Cc K, aber eine beliebige 


*) [K,] enthalt bereits Reprasentanten fiir alle Klassen aus $(K,). 
Math. Ann. 137 
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kompakte Teilmenge von @G war, haben wir die Giiltigkeit des Rungeschen 
Satzes bewiesen und gezeigt: 

Satz: Hs sei X ein komplexer Raum mit einer Metrik E, fiir welche mit 
GcX auch G ein holomorph-konvexer Holomorphiebereich sei. Dann gilt fiir 
die analytischen Funktionale auf X der Identitétssatz dann und nur dann, wenn 
fiir die holomorphen Funktionen auf X der Rungesche Approximationssatz gilt. 

Insbesondere haben wir gezeigt, daB das Prinzip der analytischen Fort- 
setzung fiir alle analytischen Funktionale gilt, sofern es fiir alle linearen 
Funktionale giiltig ist. 
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Uber Gruppen mit einem invarianten System 
involutorischer Erzeugender, in dem der allgemeine Satz 
von den drei Spiegelungen gilt. I 


Von 


R. LInGENBERG in Hannover 


Im folgenden werden wir die in Teil I*) begonnenen Untersuchungen fort- 
setzen und uns dem Problem zuwenden, ob jede Gruppe G, die dem Axiomen- 
system aus § | (Teil I) geniigt, sich durch eine orthogonale Gruppe darstellen 
1a8t. Bezogen auf die zu G gehérige Gruppenebene entspricht dieses Problem 
dem Problem der Begriindung?) fiir die als verallgemeinerte metrische Ebenen 
aufzufassenden Gruppenebenen, d. h. dem Problem der Darstellbarkeit dieser 
Ebenen in der projektiven Koordinatenebene itiber einem Kérper K und der 
Darstellbarkeit der Metrik in der Ebene durch eine metrische Fundamental- 
form. 

Wir werden in dem vorliegenden Teil stets voraussetzen, daB die be- 
trachteten Gruppen © endlich sind, und die allgemeine Untersuchung einer 
spateren Arbeit vorbehalten. Die hier erhaltenen Ergebnisse sind fiir die in 
Teil I, § 4,2 angegebenen Faille [A]—[D] verschieden und kénnen durch die 
folgende Ubersicht beschrieben werden : 


Tabelle 





(G, S) ist regular und es Bewegungsgruppe einer | G = Of (K,f) 
[A] | existiert kein Polardreiseit euklidischen Ebcne | Char. (K) + 2; 
| f binar und nullteilig 
Fir (G, S) existiert ein Bewegungsgruppe einer | G = 03 (K,f) 
[B] | Polardreiseit. [(G, GS) ist hyperbolischen projektiv- | Char. (KX) + 2; f ter- 





| regular.] metrischen Ebene nar und nicht-null- 
teilig 
| (G, S) ist nicht regular Bewegungsgruppe einer \6= 0,(K, Q) 
[C] | und das Zentrum vonG | euklidischen Ebene von Char. (K) = 2; Q binar 
besteht nur aus dem Eins- | Charakteristik 2 | und nullteilig 


element 


| Fir (G,S) gibt es ein Ele- | 6/8 ist isomorph der Be- | G/3 = 0,(K, Q) 


[D] ment + 1, welches dem wegungsgruppe einer hy- | Char. (K)= 2; @Q ter- 
| Zentrum 8 von © angehért | perbolischen projektiv- nar und nicht-null- 
| [(G, S) ist nicht regular] metrischen Ebene von teilig 
| Charakteristik 2 


*) Math. Ann. 187, 26—41 (1958). Die im folgenden in eckigen Klammern ange- 
gebenen Zahlen beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Schlu8 von Teil I. 

1) In dem in Bacumann [3] angegebenen Sinne. 

Math. Ann. 137 7 
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Die Bezeichnungen der Ubersicht sind entweder Teil I oder BacuMann 
[3] entnommen. 

Die Fille [A]—[D] werden gesondert betrachtet (§ 7—§ 10) und die an- 
gegebenen Ergebnisse entweder direkt oder durch Verwenden bekannter Re- 
sultate (z. B. aus BacHMANN [3]) hergeleitet. Die Methoden der Untersuchung 
‘sind dabei fiir das Endliche typische Abzahlverfahren, vor allem Abzahlungen 
der eigentlichen Biischel. § 6 wird sich daher mit allgemeineren Aussagen tiber 
Anzahlen von Biischeln, eigentlichen Biischeln und Anzahlen der Elemente 
in einem Biischel beschaftigen. 

Die im folgenden ohne nahere Angaben zitierten Satze sind, sofern sie 
nicht in diesem Teil stehen, in Teil I enthalten. 


§ 6. Allgemeinere Anzahlaussagen 


1. Transformierbarkeit der Elemente eines Biischels ineinander. Da Gerade 
und Spiegelgerade mit der gleichen Anzahl von Punkten, insbesondere mit der 
gleichen Anzahl eigentlicher Punkte inzidieren, ist es wichtig zu wissen, wann 
zwei Geraden ineinander spiegelbar sind. 

Wir betrachten dazu die folgende Relation in der Menge der Elemente 
eines Biischels G(a): _ 

(*) Zu a,b € G(a) gibt es ein s mit at*= b. 

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation: 1. (Reflexivitat). Es ist a*= a. 
2. (Symmetrie). Gibt es zu a,b € G(a) ein s mit a*= 6b, so ist auch b*= a. 
3. (Transitivitat). Gibt es zu a, b, c € G@(a«) Elemente s, ¢ mit a*= b und bt= c, 
so kann 0.B.d.A. s,¢ € @(«) angenommen werden, denn ist a= b bzw. b= c¢, 
so setze man a= 8 bzw. b= t, und ist a + b bzw. b + c, so folgtauss b a= s* inv 
bzw. tcb= ¢® inv nach Satz 3 s € G(«) bzw. t € (a). Sei also s, t ¢ G(«), dann 
ist nach Satz 5 ast = r ¢ G(a) und daher c= a***= a’. 

Die Relation (*) bewirkt also in der Menge der Elemente von G (a) eine Eintei- 
lung in elementfremde Klassen. Eine Aquivalenzklasse € (x) in bezug auf die Re- 
lation (*) besteht dabei aus den sémtlichen Elementen a‘, wenn a ein festes 
Element ¢€ €(«) ist und s alle Elemente € G(«) durchlauft. Fiir Biischel @(«) 
mit endlich vielen Elementen gilt nun: 


Satz 35. Ist G(a) nicht Zentrumsbiischel, so bilden die stimtlichen Elemente 
€ G(a) eine Aquivalenzklasse in bezug auf die Relation (*), d. h. zu jedem Paar 
a, b € G(a) gibt es ein s mit at= b. 

Beweis: Sei a € G(x). Aus at= at und s, t €¢ G(«) folgt dann nach Lemma 2 
s= t, da G(a) nicht Zentrumsbiischel ist, also st nicht involutorisch sein 
kann. Sind 38,, 8,,... 8, die simtlichen Elemente von G(«), so sind daher dic 
Elemente a‘; [i= 1, 2,...n] alle voneinander verschieden, mithin die simt- 
lichen Elemente von G(x) und daher G(«) die einzige Aquivalenzklasse in 
bezug auf die Relation (*). 

Ist G(a) Lotkern, so bildet jedes Element ¢ G(x) eine Aquivalenzklasse, 
denn fiir alle s ¢ G(x) gilt a= a. Endlich gilt 
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Satz 36. Ist G(a) Zenirumsbiischel, aber nicht Lotkern, so gibt es in G(x) 
genau zwei Aquivalenzklassen € (ax), €'(x) in bezug auf die Relation (*). €(a) 
und ©’ (a) haben dieselbe Anzahl von Elementen. 

Beweis: Wir diirfen annehmen, daB « involutorisch ist. Seien s,= a, 
8,...8, die simtlichen Elemente ¢ G(x). Aus a*= a‘ und s,t ¢ @(«) folgt 
dann s = ¢ oder st = a. Denn nach Lemma 2 ist (st)*= 1, also s = ¢ oder st inv. 
Ware im zweiten Falle st + a, also t+ a8€G(a), so wire entweder s¢8 
oder G(s) = G(a), dat, as € G(a) und ts, («s)s inv gilt. Damit ware G(a) nach 
Lemma 7 oder Satz 23’ Lotkern, im Widerspruch zur Voraussetzung. 

n 
2 
der Elemente a [i= 1, 2,...,] voneinander verschieden. Mithin enthalt 


Da es nun zu jedem s € G(«) genau ein ¢ mit st = ts = « gibt, sind genau 


jede Aquivalenzklasse in bezug auf die Relation (*) + Elemente, und es gibt 


genau zwei Aquivalenzklassen. 

2. Anzahl der Punkte auf einer Geraden und Anzahl der Geraden durch einen 
Punkt. 

Satz 37. Alle eigentlichen Biischel enthalten gleichviel Elemente. Ist N + 1 
die Anzahl der Elemente in einem eigentlichen Biischel, so ist jedes Element a 
in genau N + 1 Biischeln enthalten, und es gilt N > 1. 

Beweis: Zunachst sieht man ein, daB die Anzahl der Elemente eines eigent- 
lichen Biischels G gleich der Anzahl der Biischel ist, in denen ein Element a 
mit a ¢ G enthalten ist. Denn seien 2,, 22, . . ., yy ,, die simtlichen Elemente 
von G, so sind die voneinander verschiedenen Biischel G(az,;) [i= 1, 2,..., 
N + 1] die sémtlichen Biischel, in denen a enthalten ist, da jedes a enthaltende 
Biischel G(a«) mit @ verbindbar ist und die Verbindung zx von G(«) mit G 
gleich einem der z,, also G(a) = G(az,) [1 <i< N + 1] sein muB. 

Seien nun G, G’ zwei verschiedene eigentliche Biischel, dann gibt es ein a 
mit a ¢ G, G’, denn sei 6 die Verbindung von G, G’, so gibt es nach Satz 11 
ein Biischel G(y) mit nicht involutorischem y «N und mit 6 ¢ G(y). G(y) 
enthalt mindestens drei Elemente (da y nicht inv) und somit wenigstens ein a 
mit a¢G,@’. 

Die Anzahl der Elemente ¢ G und die Anzahl der Elemente ¢ @’ stimmen 
dann beide mit der Anzahl der a enthaltenden Biischel iiberein und sind 
daher einander gleich. Mithin gilt die erste Aussage von Satz 37 und nach 
dem Bewiesenen auch die zweite, da es zu jedem a ein eigentliches Biischel 
G mit a ¢@ gibt. Endlich aber haben wir eben schon iiberlegt, daB es ein 
eigentliches Biischel mit mehr als zwei Elementen gibt, womit auch die dritte 
Aussage .von Satz 37 bewiesen ist. 

N +1 bezeichnet im folgenden stets die Anzahl der Elemente in einem 
eigentlichen Biischel. 

Satz 38. Enthdlt ein Biischel G(a) mindestens N + 1 Elemente, so ist G(«) 
eigentlich. ; 

Beweis: Sei G(B) ein beliebiges Biischel und a ¢ G(f). Zu zeigen ist, daB 


es ein v mit v € G(a«), G(B) gibt. Ist a € G(a), so kann v= a gesetzt werden. 
7* 
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Seien also a ¢ G(a) und 2, 7... 2y4, die N + 1 Elemente ¢ G(a), dann 
sind die N + 1 Biischel G(az,) mit x,¢€ G(a) [t= 1, 2,....N + 1] voneinander 
verschieden. Nach Satz 37 gibt es aber héchstens N + 1 Biischel G(6) mit 
a € G(6), mithin muB G(f) gleich einem der Biischel G(az,) mit 2,¢€ G(a«) 
flsjsN+1) sein. Damit ist z,¢ G(x), G(f8) und es kann v= z, gesetzt 
werden. 

Satz 39. Gibt es ein a, welches nur in eigentlichen Biischeln enthalten ist, 
so ist jedes Biischel G(x) eigentlich. 

Beweis: Ist a € G(a), so ist G(a) nach Voraussetzung eigentlich. 

Seien also a ¢ G(a) und G,, G,,...@y.,, die nach Satz 37 vorhandenen 
verschiedenen Biischel mit a ¢ G, [t= 1,2,...N+ 1]. Nach Voraussetzung 
sind alle Biischel G, eigentlich, und es gibt zu jedem Biischel G, [1 < i < N+1] 
ein z, mit 2,¢ G(a),G, und z,+a. Ist i +k, so ist 2,+ x,, da anderen- 
falls wegen a, x,= x, € G,, G, und z,+ a dann G,= G,, also i= k folgen wiirde. 
Mithin enthalt G(x) mindestens N + 1 verschiedene Elemente und ist daher 
nach Satz 38 eigentlich. 

3. Anzahl eigentlicher Punkte. Inzidiert eine Gerade a mit genau r eigent- 
lichen Punkten, so auch die Gerade a’, in die a bei Spiegelung an der Geraden s 
tibergefiihrt wird. Ist ferner G ein Punkt und @’ ein eigentlicher Punkt, so 
gibt es stets eine mit @ inzidierende Gerade, auf der G@’ liegt. Daher folgt 
aus Satz 35 und 36 sofort der weitere 

Satz 40. Sei G(a) ein festes Biischel und p die Anzahl der Elemente ¢ G (a). 

a) Ist G(a) kein Zentrumsbiischel und ein Element a mit a € G(a) in genau r 
eigentlichen Biischeln enthalten, so gibt es insgesamt p(r— 1) + 1 oder pr eigent- 
liche Biischel, je nachdem, ob G (a) eigentlich ist oder nicht. 

b) Ist G(a) ein Zentrumsbiischel, aber nicht Lotkern, und sind a, b Elemente 
€ G(x) aus verschiedenen Aquivalenzklassen von G (a) hinsichtlich der Relation (*) 
und ist endlich a bzw. b in genau r bzw. t eigentlichen Biischeln enthalten, so gibt 
es insgesamt q(r— 1) + g(t— 1) + 1 oder qr + qt eigentliche Biischel [c= 4 , 
je nachdem, ob Ga) eigentlich ist oder nicht. 

Wir zeigen nun, daB jede Gerade a [a ¢ 8] mit wenigstens einem eigentlichen 
Punkt inzidiert — eine Tatsache, die fiir Paare (G,@) mit nicht endlicher 
Gruppe @ nicht immer mehr gilt. Die Voraussetzung a ¢8 ist wesentlich, 
denn gibt es eine Gerade z mit z € 8, so ist nach Lemma 8 kein Punkt auf z 
eigentlich. 

Satz 41. Zu jedem a mit a ¢8 gibt es ein eigentliches Biischel, dem a an- 
gehort. 

Beweis: Wir fiihren die Annahme, es gabe ein a mit a ¢ 8, welches keinem 
eigentlichen Biischel angehért, auf einen Widerspruch. 

a ist in keinem Biischel enthalten, das nicht Zentrumsbiischel ist. Ware 
namlich @G(a) ein solches Biischel, so gibt es ein b mit 6 € G(«), G(y), wobei 
G(y) ein nach Axiom D vorhandenes eigentliches Biischel sein mége. Nach 
Satz 35 gibt es dann ein s mit b*= a, und G(y)* ware ein eigentliches, a ent- 
haltendes Biischel. 
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Seien nun G(«,) mit «inv [i= 1, 2,...,.N +1] die N + 1 verschiedenen 
Zentrumsbischel mit a € G(«,). Die N + 1 verschiedenen Elemente «,a= z, 
{t= 1,2,...,N +1] sind Elemente von G(a), da z,a= a, inv ist. Also ist 
G(a) nach Satz 38 eigentlich und somit wegen a ¢ G(a) nach Lemma 6, Fol- 
gerung Zentrumsbiischel, aber nicht Lotkern. Die Anzahl der Elemente ¢ G(a) 
ist gerade: N + 1 = 2n. 

Seien nun 6 und c Elemente ¢ G(a) aus verschiedenen Klassen €(a) und 
€’ (a) von G (a), ferner b baw. c in genau r bzw. t eigentlichen Biischeln enthalten, 
dann gibt es nach Satz 40 genau n(r— 1) + n(t— 1) + 1 eigentliche Biischel. rund 
t sind nicht beide 1, denn es gibt nach Satz 11 mehr als ein eigentliches Biischel. 

Sei etwa ¢> 1 (fiir t= 1, aber r > 1 schlieBt man entsprechend). Das 
Biischel G(ab) ist Zentrumsbiischel, aber wegen a ¢ G(a) nicht Lotkern. Ist 
2k die Zahl der Elemente ¢ G(ab), dann gibt es nach Satz 40 insgesamt r - k 
eigentliche Biischel, denn die Elemente der Klasse €(ab) von G(ab), in der a 
liegt, sind in keinem eigentlichen Biischel enthalten. 

Aus r-k=n(r—1)+n(t—1)+1 folgt wegen ¢>1 dann r-k2 
=jn(r—1l)+n+1l=n-r+1, also k>n und damit 2k>2n=N+1. 
Also ware G(ab) nach Satz 38 eigentlich, im Widerspruch zur Annahme. 

Um genauere Aussagen tiber die Anzahl eigentlicher Punkte auf einer 
Geraden a machen zu kénnen,’miissen wir die in Teil 1, § 4 betrachteten Fille [A] 
bis [D] unterscheiden. Die Ergebnisse lauten dabei fiir die Fille [A] und [C] 
bzw. [B] und [D] im wesentlichen gleich. 

Da die Spiegelung an einer zu a senkrechten Geraden s einen eigentlichen 
Punkt auf a in einen eigentlichen Punkt auf a iiberfiihrt, man also durch Spiegeln 
an zu a senkrechten Geraden weitere eigentliche Punkte auf a erhalt, wird es 
fiir die Frage nach der Anzahl eigentlicher Punkte auf a wichtig sein zu wissen, 
wann zwei solche Spiegelpunkte gleich sind. Dies klart der 

Satz 42. Ist G ein Biischel + G(a) mit a ¢ G und b eine Verbindung von G 
mit G(a), so folgt aus G*= G* fiir s,t ¢ G(a), daB entweder s=t oder st=a 
oder st = bz mit z <§ gilt. 

Beweis: Aus G*= G* folgt G*'= G und nach Satz 5 bst = c € G(a), also 
G¢= G. Dies hat nach Satz 8 c ¢ G oder xc inv fiir alle x mit x ¢ G zur Folge. 
Aus dem ersten ergibt sich wegen b,c ¢ G(a) und G + G(a) sofort b= c, also 
s=t. Das Zweite zieht im Falle c ¢8 nach sich, daB G= G(c) und c ¢ G(c) 
gilt. Aus b ¢ G= G(c) folgt dann be= st inv und wegen as, at, st inv nach 
Lemma | ast= 1, da ast inv auf a € G(a) fahren wirde, im Widerspruch zu 
Satz 26. Ist aber c €8, so ist c nach Satz 18 das einzige Element + 1 des 
Zentrums, also st = bz fiir alle s, t € G@(a) mit G*= Gt und s +t. 

Die Voraussetzung G + G(a) in Satz 42 kann man fortlassen, wenn G@ ein 
eigentliches Biischel ist, denn es gilt: 

Lemma 8. Ist (G,G) endlich, so ist ein Lotkern niemals eigentlich. Ins- 
besondere ist ein Element z mit’z € 8 in keinem eigentlichen Biischel enthalten. 

Beweis: Nach Satz 24 bleibt nur zu zeigen: Ist G(a) ein Lotkern, dem ein 
Element z mit z ¢ 8 angehért, so ist G(a) nicht eigentlich. Ware jedoch G(a) 
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eigentlich, so ware G(a) nach Satz 32 Zentrumsbiischel und daher nach Satz 37 
die Anzahl der Elemente in jedem eigentlichen Biischel gerade. Nach Axiom D 
gibt es aber ein Biischel G(y) mit y nicht inv, also nach Satz 19 mit z ¢ G(y). 
G(y) ist nach Lemma 7 nicht Zentrumsbiischel. Mithin ist h?+ A fiir alle 
h+g aus G(y), wenn g € G(y) ist. Die Elemente h +g aus G(y) lassen sich 
dann in Paare h, h® aufteilen, woraus sich ergibt, daB die Anzahl der Elemente 
des eigentlichen Biischels G(y) ungerade ist, im Widerspruch zum eben Uber- 
legten. Also kann G(a) nicht eigentlich sein. 

Satz 43. a) Gilt fiir (G©,G) Axiom R und ~ PD oder gilt fiir (G6, G) Axiom ~R 
und gibt es kein z €8 (d.h. liegen die Fille [A] oder [C] vor), so ist jedes a in 
genau p eigentlichen Biischeln enthalten, wenn G(a) p Elemente enthilt. 

b) Gilt fiir (G,G) Axiom PD oder gibt es fiir (G, SG) ein z € 8 (Fall [B] oder 
[D]), so ist jedes a [a €8] in genau +. oder in genau p eigentlichen Biischeln 
enthalten, wenn G(a) p Elemente enthiilt. 

Beweis: Nach Satz 41 gibt es ein eigentliches Biischel G, dem a angehért. 
Es ist G+ G(a), da fir a ¢ G(a) nach Lemma 8 G(a) nicht eigentlich ist. 
Seien dann aj, ag, . . .a@, die voneinander verschiedenen Elemente ¢€ G(a) und q¢ 
die Anzahl der eigentlichen Biischel, die a enthalten. Wir beweisen dann 
nacheinander Teil a) und Teil b) von Satz 43. 

a) Die Biischel G* [i= 1, 2,...] sind voneinander verschieden, da aus 
G% = GY [1 <i,j< p] nach Satz 42 a,= a, folgt, denn es gilt Axiom ~PD 
und es gibt. kein z €8. Mithin gilt p < gq. 

Ist nun a ¢ G(a), so sind die Verbindungen der q eigentlichen, a enthal- 
tenden Biischel mit @G(a) voneinander verschieden. Damit gilt q < p, also 
P= 4q. 

Ist aber a € G(a), so gibt es ein b mit a?+ a [da a ¢8). a? ist ebenfalls in 
genau q eigentlichen Biischel enthalten. Die Verbindungen dieser g Biischel 
mit @(a) sind alle voneinander verschieden (da a? ¢ G(a)), und daher gilt auch 
hier q < p, also p= q. 

b) Von den Biischeln G% [i= 1, 2,...p] sind genau 4 voneinander ver- 
schieden: Gilt Axiom PD, so folgt aus G = G% und a,+ a, nach Satz 42 
a,a;= a. Gibt es aber ein z mit z € 8, so folgt aus G = G” und a,;+ a, nach 
Satz 42, daB a,a,;= bz fiir b ¢ G(a), G gilt. Es gibt aber zu jedem a, genau ein 
a, derart, daB a,a;— a bzw. a,a;= bz ist. Mithin sind wenigstens + der 
Biischel G* voneinander verschieden. Da aber umgekehrt aus a,a;= a auch 
G% = G*%= GY und aus a,a;= bz auch G*= G*%= @%= G@" folgt, sind 


auch héchstens 4 , also genau r der Biischel G*% voneinander verschieden. 


Gibt es nun ein eigentliches, a enthaltendes Biischel G@’ mit G’+ G™ fiir 
alle i{1<is p], so gilt G+ G% fir alle i,j mit 1<i,j< p. Denn wire 
7%—= G%, so gilt G’™%%= G, wenn a, im Falle a ¢ G(a) das Element + | 
aus 8 ist und im Falle a ¢ G(a) das Element mit a,¢ G@’, G(a) ist. Aus a,a,a, 
= a,¢€ G(a) folgte dann’G’= G® im Widerspruch zur Voraussetzung. Von 
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den Bischeln G’“ [i= 1,2,...p] sind dann genau voneinander ver- 
schieden. Derselbe Schlu8 wie am Ende des Beweises von a) lehrt, daB a 
in héchstens p eigentlichen Biischeln enthalten sein kann. Damit ist Satz 43 
bewiesen. 

Satz 44. Gilt Axiom ~PD fiir (G,S), 80 enthéilt jedes Lotbiischel G(a) die 
~gleiche Anzahl Elemente. 

Beweis: Seien G(a), G(b) zwei verschiedene Lotbiischel und p die Anzahl 
der Elemente ¢ G(a) und g die Anzahl der Elemente ¢ G(d). 

Gibt es kein z mit z €§, so lehrt Satz 43, daB a in genau p eigentlichen 
Biischeln und 6 in genau q eigentlichen Biischeln enthalten ist. Ist 6 ¢ G(a), 
also nach Lemma 5 a ¢ G(b), so sind die gq Verbindungen der eigentlichen, 
b enthaltenden Biischel mit G(a) alle voneinander verschieden. Hieraus folgt 
q <p. Ebenso aber sind die p Verbindungen der eigentlichen, a enthaltenden 
Biischel mit @(b) alle voneinander verschieden, woraus auch p < q, mithin 
p= q folgt. Ist b € G(a), so gibt es ein c mit c ¢ G(a), G(b). Ist r die Anzahl 
der Elemente ¢ G(c), so schlieBt man wie eben auf p= r und q= r und damit 
auf p= q. 

Gibt es aber ein z mit z € 8, so gilt nach Satz 25 G(a)= G(az) und G(b) 
= G(bz). Wegen G(a) + G(b) und a,b+z ist z¢G(ab), also G(ab) nach 
Lemma 7 nicht Zentrumsbiischel. Mithin gibt es nach Satz 35 ein s mit 
a*= b, was unmittelbar p= q zur Folge hat. 

Wir bemerken, da8 in dem in Satz 44 nicht behandelten Fall [B] nicht 
jedes Biischel G(a) die gleiche Anzahl von Elementen hat. Es gibt namlich 
eigentliche und nicht eigentliche Lotbiischel. Zu Satz 43b kann man hinzufiigen 


Erganzung zu Satz 43b: Gibt es ein z mit z € 8 (Fall (D]), so kanna[a ¢3) 
nicht in p eigentlichen Biischeln enthalten sein, wenn G(a) p Elemente enthdlt. 

Denn wire a in p eigentlichen Biischeln enthalten, so wire auch ein Ele- 
ment b + z mit b ¢ G(a) [ein solches gibt es stets] nach Satz 35 in p verschie- 
denen eigentlichen Biischeln enthalten, da z ¢ G(ab), also G(ab) nicht Zentrums- 
biischel ist. Die p Verbindungen dieser Biischel mit @(a) sind voneinander 
und von z verschieden, denn G(bz) = G(b) ist nach Lemma 8 nicht eigentlich. 
Da aber z ¢ G(a)= G(az) gilt, enthielte somit G(a) mindestens p + 1 Elemente, 
im Widerspruch zur Voraussetzung. 

Jedes a’+ z ist also im Falle [D] in genau £ eigentlichen Biischeln ent- 
halten. 

Satz 45. Giit Axiom ~PD und gibt es kein Element z mit z¢€8 (Fall 
[A] und [C]) und ist N +1 die Anzahl der Elemente in einem eigentlichen 
Biischel, so enthélt jedes Lotbiischel genau N Elemente. Jedes Element. a ist 
in genau N eigentlichen Biischeln enthalten. Ist ba inv, so ist G(b) das einzige 
uneigentliche Biischel, dem a angehért. 

Beweis: Nach Satz 44 enthilt jedes Lotbiischel gleich viel, etwa m Elemente, 
und es ist nach Satz 43a jedes Element a in genau m eigentlichen Bischeln 
enthalten. Da nach Satz 34 kein Lotbiischel eigentlich ist, berechnet sich die 
Gesamtzahl der eigentlichen Biischel nach Satz 40 — von einem Lotbiischel 











90 R. LiNGENBERG: 


aus gezihlt — zu m?; andererseits aber auch — von einem eigentlichen Biischel 
aus gezihlt — zu (N + 1) (m—1)+ 1. Aus m*= (N + 1) (m—1) + 1 folgt 
(m + 1) (m— 1)= (N + 1) (m— 1), also m= N, daes nach Satz 11 wenigstens 
drei eigentliche Biischel gibt, also m*> 3 und somit m + 1 ist. Damit gelten 
die ersten beiden Behauptungen von Satz 45. 

Die letzte Behauptung ist aber sofort klar, da es wegen b ¢ 8 zu b ein Lot- 
biischel G@(b) gibt, das nach Satz 34 uneigentlich ist und nach dem eben Uber- 
legten und nach Satz 37 das einzige uneigentliche Biischel ist, dem das Element 
a angehort. 


§ 7. Endliche, regulire Gruppen ohne Polardreiseit 


Wir wollen nun die in der Ubersicht der Einleitung angegebenen Ergebnisse 
herleiten und uns in diesem Paragraphen dem Fall [A] bei endlicher Gruppe G 
zuwenden. Wir zeigen als erstes, daB (G,@) in diesem Falle die Bewegungs- 
gruppe einer euklidischen Ebene im Sinne von BacHMANN [3] ist: 

Satz ‘6. Ist (G,G) endlich, regulér und gibt es kein Polardreiseit, so ist 
(G, S) eine euklidische Bewegungsgruppe. 

Zum Beweis zeigen wir fiir (G,@) die Giiltigkeit der fiir eine euklidische 
Bewegungsgruppe in [3] vorausgesetzten Axiomen. 

Die Grundannahme in [3], § 3 folgt ats unserer Grundannahme in § 1, 
da © nach Satz 1, Folgerung ein invarianter Komplex ist. 

Nachweis von Axiom 1 ‘und 2 in [3], §3. Sei ab, cdinv und ab + cd. 
Dann sind G(ab), G(cd) eigentliche Biischel, da nach Satz 45 nur Lotbiischel 
uneigentlich sind und nach Satz 33 kein Zentrumsbiischel Lotbiischel ist. 
Damit gibt es also ein v mit v ¢ G(ab), G(cd), also mit abv, cdvinv. Gabe es 
ein weiteres Element v’+ v mit abv’, cdv' inv, also mit v’ € G(ab), G(cd), so 
ware G(ab) = G(ed). Dann aber folgt abd = c’ ¢ G(ab) nach Satz 5, Folgerung 
und wegen c’d, cd, c’cdinv nach Satz 29, Folgerung c= c’, also ab= cd, 
im Widerspruch zur Voraussetzung. Mithin gelten Axiom 1 und 2 aus [3], § 3. 

Axiom 3 und 4 aus [3] § 3 folgen unmittelbar aus Axiom 8, Satz 20 und 
Satz 1. Entsprechend leitet man Axiom D in [3], § 3 unschwer aus Axiom D 
in Teil I, § 1 her. 

Wir zeigen weiter, daB (G,G) den Zusatzaxiomen R und V* aus [3], § 6 
genigt. 

Nachweis von Axiom R aus [3], § 6. Sei G(a) ein Lotbiischel, dann liegen 
in @(a) zwei verschiedene Elemente c,d. Nach Lemma 5 ist a € G(c), G(d), 
und daher mu8 nach Satz 45 G(c)= G(d) gelten. In G(c) liegt auBer a noch 
ein weiteres Element 6. Die Elemente a, b, c, d erfiillen dann die Forderungen 
von Axiom R aus [3], § 6. 

Nachweis von Axiom V* aus [3], § 6. Seien a, b zwei beliebige Elemente € ©. 
Tst a= b, so gibt es, wie schon mehrfach bewiesen, ein c mit ac= bcinv. Sei 
also a +b. Dann ist G(ab) nach Satz 45 entweder ein Lotbiischel G(c) oder 
ein eigentliches Biischel. Im ersten Fall gilt ac, bc inv wegen c ¢ G(c), im 
zweiten ist G(ab) nach Lemma 6, Folgerung ein Zentrumsbiischel. Mithin 
gibt es ein involutorisches Element o € M mit G(ab) = G(o), also oa, ob inv. 
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Damit ist der Satz 46 bewiesen. Nach [3], § 9, Theorem 4 folgt dann 
sofort das 


Theorem 1. Ist (G,G) endlich, regulir und existiert kein Polardreiseit, 
so gibt es einen Kérper K von Charakteristik + 2 und eine bindre, nullteilige, 
symmetrische Form { iiber K derart, daB © isomorph der Gruppe O73 (K, f) ist. 


§ 8. Endliche Gruppen mit Polardreiseit 


Wir behandeln nun den Fall [B] mit endlicher Gruppe G. Bevor wir 
zeigen, daB die betrachteten Gruppen sémtlich H-Gruppen, also den Bewegungs- 
gruppen von hyperbolischen projektiv-metrischen Ebenen (vgl. BacHMANN [3], 
§§ 5 und 11) isomorph sind, leiten wir einen Satz 45 entsprechenden Satz fiir 
ein Paar (G,S) mit Polardreiseit her: 

Satz 47. Ist (G,G) endlich und gibt es ein Polardreiseit, ist ferner N + 1 
die Anzahl der Elemente in einem eigentlichen Biischel, so enthiilt jedes Biischel, 
das uneigentliches Zentrumsbiischel ist, N—1 Elemente und jedes Biischel, das 
nicht Zentrumsbiischel ist, N Elemente. 

Beweis: Nach Satz 32 ist jedes Zentrumsbiischel ein Lotbiischel und jedes 
Lotbiischel ein Zentrumsbiischel. Nach Lemma 6, Folgerung ist jedes 
eigentliche Biischel Zentrumsbiischel und somit nach Satz 36 N +1=2n 
eine gerade Zahl. Ist jedes Biischel eigentlich, so ist fiir Satz 47 nichts 
zu beweisen. Seien also nicht alle Biischel eigentlich. Ist dann G(a) ein eigent- 
liches Biischel, so ist a nach Satz 37, 39 und 43b in genau n eigentlichen 
Biischeln enthalten. 

Ist jedoch @(b) nicht eigentlich und 6 in genau r eigentlichen Biischeln 
enthalten, so ist jedes c, fiir das G(c) nicht eigentlich ist, in genau r eigentlichen 
Biischeln enthalten, denn ist b= c, so ist nichts zu beweisen. Ist aber b + c 
und G(bc) nicht Zentrumsbiischel, so folgt die Behauptung aus Satz 35, und 
ist G(bc) Zentrumsbiischel, also ein Lotbiischel G(d), so gibt es nach Satz 41 
ein eigentliches Biischel @(e) mit d¢ G(e), also g(b) 
nach Lemma 5e ¢€ G(d). 6 und e liegen in ver- Aww 
schiedenen Aquivalenzklassen [in bezug auf / 
die Relation (*)] von G(d), desgleichen c und 
e, da die uneigentlichen Biischel @(b) bzw. 
G(c) nicht in das eigentliche Biischel G(e), 
also 6 bzw. c nicht in e transformierbar 
sind. Mithin miissen 6 und c derselben 
Klasse von G(d) angehéren, woraus die Be- 
hauptung folgt. 

Sei nun G(b) ein uneigentliches Zentrumsbiischel und 2 k die Anzahl der 
Elemente ¢ G(b), ferner G(a) ein nach Satz 41 vorhandenes eigentliches 
Biischel mit b ¢ G(a), also a ¢ G(b). a ist in genau n eigentlichen Biischeln 
enthalten und } in genau r eigentlichen Biischeln. Sei Gia’) ein eigentliches 
Biischel mit a ¢ G(a’). Dann ist a’ in genau n eigentlichen Biischeln enthalten. 
Also ist die Anzahl £ aller eigentlichen Biischel von G(a) aus gerechnet nach 
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92 R. LINGENBERG: 


Satz 40 gleich E=n(n— 1)+n-(r—1)+ 1= mr+ (n—1)*. Ist c ein Element 
€ G(b), welches einer anderen Klasse von @(b) als a angehGrt, so ist cin n oder r 
eigentlichen Biischeln enthalten, je nachdem, ob G(c) eigentlich ist oder nicht 
eigentlich ist. Im ersteren Falle ware nach Satz 43 b r= 2k, da dann alle 2k Zen- 
trumsbiischel, in denen b enthalten ist, eigentlich waren, und in letzterem Falle 
gilt r= k. Nach Satz 40 berechnet sich nun Z von G(b) aus zu E= kn + 
+kn=2kn=rn bzw. E= kn + kr=rn+ r’, je nachdem, ob G(c) eigent- 
lich oder nicht eigentlich ist. Aus nr + (n—1)*= rn folgte aber n= 1, im 
Widerspruch zu Satz 37. Also gilt nr + (n— 1)?= rn + r? und damit r= n— 1 
also 2 k= 2(n— 1) = N— 1, wie behauptet. 

Ist nun G ein Biischel, welches nicht Zentrumsbiischel ist, t¢ die Anzahl 
der Elemente ¢ G und b ein Element € G, so ist G(b) nach Lemma 6 nicht 
eigentlich, also b in genau r eigentlichen Biischeln enthalten und damit nach 
Satz 40 Z = tr= t(n— 1) = nr+ (n— 1)?= (2n— 1) (n— 1), alsot = (2n—1) 
= N, wie behauptet. 

Folgerung: Ist G(a) ein uneigentliches Zentrumsbiischel und a ¢ G(a), so 
gibt es genau zwei Biischel, die a enthalten und mit G(a) unverbindbar sind. 
Ist G(a) kein Zentrumsbiischel und a ¢ G(a), so gibt es genau ein Biischel, welches 
a enthélt und mit G(a) unverbindbar ist. 

Denn nach Satz 37 gibt es genau N + 1 Biischel, die a enthalten. Sind 
@,,...@y-—, die Elemente € G(x), wenn G(a) uneigentliches Zentrumsbiischel 
ist, und b,,... by die Elemente ¢ G(«), wenn G(a) nicht Zentrumsbiischel ist, 
dann sind die Biischel G(aa,) [i= 1, 2, . .. N— 1] bzw. G(ab,) [j= 1, 2,... N] 
alle voneinander verschieden. Mithin bleiben im ersten Falle genau zwei und 
im zweiten Falle genau ein mit G(x) unverbindbare, a enthaltende Biischel 
brig. 

Satz 48. Ist (G,G) endlich und gibt es ein Polardreiseit, so ist (G, G) eine 
H-Gruppe. 

Beweis: Wir zeigen, daB (G,G@) unter den Voraussetzungen von Satz 48 
dem Axiomensystem in [3], §11 geniigt. Nach Satz 30 besteht SG aus der 
Gesamtheit aller Involutionen € G 

Die Grundannahme in [3], § 11 gilt fiir (G,@) nach Satz 14. 

Nachweis von Axiom T in [3], § 11. Da a+b, ist c= ab € M und daher 
a, c,d € G(a), also nach Satz 5 acd inv. 

Nachweis von Axiom ~V. Gilte fiir (G,G) Axiom V aus [3], § 7,1, so ware 
(G,G) nach [3], § 16 eine elliptische Bewegungsgruppe. Nach [3], § 6 gibt 
es aber keine endlichen elliptischen Bewegungsgruppen, mithin muB fiir (6, ) 
Axiom ~ V gelten. 

Nachweis von Axiom UV 1. Seien a,b und c,d nicht verbindbar, also 
G(ab) und G(cd) nicht Zentrumsbiischel. Zu zeigen ist, daB es ein v mit 
v€ G(ab), G(cd) gibt. Man iiberlegt zunachst: 

(a) Ist G(x) nicht Zentrumsbiischel und a ¢ G(x), so gibt es ein v mit v € G(a), 
G(a). 

Beweis: Sei 6 € G(a), also abinv und damit nach Satz 30 ab=c. Wir 
diirfen voraussetzen, daB b,c ¢ G(a) ist, da anderenfalls (a) fiir v= 6 oder 
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v=c gilt. Dann gibt es nach Satz 47, Folgerung, genau ein Biischel G mit 
b € G und genau ein Biischel G@’ mit c ¢ @’, die mit G(«) unverbindbar sind. 
Ware nun G(a) mit G(«) unverbindbar, so wire G = G’= G(a), und es waren 
alle anderen b bzw. c enthaltenden Biischel mit G(«) verbindbar. Es gibt also 
ein d mit d € G(a), G(6)= G(ac), denn es ist c € G(b) und G(b) + G(a) [da 
a€G(b), aber a ¢G(a)}. Da nach Satz 8 G(a)*= G(a) gilt, ist auch G(«) 
mit G(a)* unverbindbar. Ferner gilt aber auch b ¢ G(a)*, da b¢= 6b € G(a) ist. 
Mithin ergibt sich G(a)*= G(a), also wegen d ¢ G(a) nach Satz 8 G(a) = G(d). 
Dies hat ac, dc, adc inv, also nach Satz 29, 
Folgerung, a= d und damit a ¢ G(a) zur Folge, 
im Widerspruch zur Voraussetzung. Mithin miissen 
G(a) und G(a) verbindbar sein. 

Aus (a) folgt nun die Giiltigkeit von Axiom 
UV 1, denn sei e ein Element mit e € G(ab) und 





e ¢ G(cd) [ist kein solches Element vorhanden, gilt \ / 
Axiom UV 1 trivialerweise], dann gibt es nach (a) \o/ ‘ 
ein f mit f ¢ G(cd) und f € G(e). Nach Lemma 6 Reso 
ist G(cd) mit G(f) unverbindbar, also wegen 4 

G(ab) + G(f) und e ¢€ G(f) nach Satz 47, Folgerung, Fig. 2 


G(cd) mit G(ab) verbindbar, q.e.d. 

Nachweis von Axiom UV2. Seien a,b und a,c-und a,d unverbindbar, 
also G(ab), G(ac), G(ad) nicht Zentrumsbiischel. Nach Lemma 6 sind dann 
G(ab), G(ac), G(ad) mit G(a) unverbindbar. Nach Satz 47, Folgerung, gibt 
es aber nur zwei Biischel, die a enthalten und mit G(a) unverbindbar sind. 
Daher muB G(ab) = G(ac) oder G(ab) = G(ad) oder G(ac) = G(ad) und somit 
die Forderung von Axiom UV 2 gelten. 

Damit ist Satz 48 bewiesen. Nach [3], § 11, Theorem 9 folgt dann sofort: 

Theorem 2. Ist (G,@) endlich und existiert ein Polardreiseit, so gibt es 
einen Kérper K von Charakteristik + 2 und eine symmetrische, ternire, nicht- 
nullteilige Form { iiber K derart, daB © isomorph zu der Gruppe O3(K, f) ist. 


§ 9. Endliche nicht regulire Gruppen, 
deren Zentrum nur aus dem Einselement besteht 


Wir wollen nun die Begriindung fiir den Fall [C ] bei endlicher GruppeG durch- 
fiihren, und zwar gleich allgemein die Begriindung fiir alle Bewegungsgruppen 
euklidischer Ebenen von Charakteristik 2. Unter einer solchen verstehen wir 
die Gruppenebene fiir ein Paar (G;G), welches nicht regular ist und fiir 
welches das Zentrum 8 von © nur aus dem Einselement besteht und fiir das 
jedes Biischel, welches nicht Lotbiischel ist, eigentlich ist. Insbesondere ist 
nach Satz 45 (G,G@) im Falle [C] bei endlicher Gruppe G die Bewegungs- 
gruppe einer euklidischen Ebene von Charakteristik 2. 

Wir wollen also zeigen, daB fir die Bewegungsgruppe einer euklidischen 
Ebene von Charakteristik 2 ein entsprechendes Theorem gilt, wie es in Theo- 
rem 1 fir den Fall [A] formuliert werden konnte. 
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Bei der Herleitung werden einige Eigenschaften der Bewegungen der 
Gruppenebene fiir nicht regulires (6©,@) verwendet, die wir zunachst nach- 
weisen wollen. 

Lemma 9. Ist (G,G) nicht reguliir, so hat G(a)*= G(a) zur Folge a € G(a), 
wenn G (a) ein beliebiges Biischel und a ¢ § ist. 

Lemma 9 besagt: Ist (G,@) nicht regular, so besitzt die Spiegelung an a 
{a ¢ 8] nur die Punkte auf a als Fixpunkte. 

Beweis von Lemma 9. Nach Satz 8 folgt aus G(a)*= G(a), daB a € G(a) 
oder a ¢ G(a) und za inv fir alle x mit x ¢ G(a) gilt. Das Zweite ist hier nicht 
méglich, da es wegen a ¢8 zu a nach Satz 22 ein Lotbiischel G(a) gibt und 
daher die zweite Méglichkeit G(a«)= G(a) und a ¢ G(a) zur Folge hatte, im 
Widerspruch zur Giiltigkeit von Axiom ~R. 

Folgerung: Ist (G,@) nicht reguliir und G(a) ein Zentrumsbiischel, so folgt 
aus G(a)*= G(a), daB a € G(a) gilt. 

Denn ist a ¢ 8, so gilt nach Lemma 7 a € G(a). 

Lemma 10. (G,@) sei die Bewegungsgruppe einer euklidischen Ebene von 
Charakteristik 2. Dann und nur dann ist G(a)*°= G(a) mit b | a, wenn G(a) 
Lotbiischel ist. 

Lemma 10 besagt: Eine Bewegung aus der Bewegungsgruppe einer euklidi- 
schen Ebene von Charakteristik 2, die Produkt der Spiegelungen an a und an b 
mit a | 6 ist, besitzt als Fixpunkte genau die simtlichen Lotbiischel. 

Beweis von Lemma 10. Ist G(«)*°= G(a), so folgt nach Satz 42 wegen 
a € G(a) und a + b entweder G(a) = G(a) oder es ist G(x) mit G(a) unverbind- 
bar. Nach den Voraussetzungen iiber die Bewegungsgruppe einer euklidischen 
Eberie von Charakteristik 2 mu8 dann G(«) Lotbiischel sein. 

Sei umgekehrt G(c) ein Lotbiischel. Ist c*°= c, so gilt mit G(c)**= G(c*?) 
= G(c) die Behauptung. Sei also c*®+c und G@(a) = G(cc**). Dann ist 
G(a)**= G(a). Nach Satz 42 muB dann G(«) entweder gleich G(a) oder mit 
G(a) unverbindbar, also nach den Voraussetzungen iiber eine Bewegungs- 
gruppe einer euklidischen Ebene von Charakteristik 2 Lotbiischel sein. In 
jedem Falle ist also G(«) Lotbiischel und damit nach Satz 23’ Lotkern. Aus 
c € G(a) folgt dann G(a) = G(c) und somit G(c)*°= G(a)*°= G(a) = G(e). 

Die Begriindung fiir die Bewegungsgruppen euklidischer Ebenen von 
Charakteristik 2, d.h. der Nachweis, daB sich die Bewegungsgruppe einer 
euklidischen Ebene von Charakteristik 2 als orthogonale Gruppe darstellen 
14Bt, vollzieht sich in zwei Schritten, von denen der erste zur Gewinnung des 
Koordinatenkérpers K und der zweite zur Konstruktion der quadratischen 
Form Q fihrt. 

1. In einer euklidischen Ebene von Charakteristik 2 kann man eine 
Parallelitat von Geraden wie folgt definieren: Die Gerade a heiBt zu der Ge- 
raden 6 parallel, wenn a = 6 oder a | b ist. Die zu einer Geraden parallelen 
Geraden bilden dann ein Biischel, namlich das Lotbiischel von a. Fiir die 
eigentlichen Punkte und die Geraden der euklidischen Ebene von Charakte- 
ristik 2 gelten dann die affinen Inzidenzaxiome. Ferner gilt auch der Satz von 
Pappus-Pascal in der projektiven Form fir Konfigurationen aus Geraden der 
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euklidischen Ebene von Charakteristik 2, denn fiir die Elemente ¢ @ gilt das 
Transitivitatsgesetz (vgl. den Nachweis von Axiom T in § 8): Aus a + 6 und 
abc, abd € © folgt acd €@. Daher kann man wie in [3], § 4 den Satz von 
Pappus-Pascat herleiten. 

Fiigt man nun die Lotbiischel, d. h. die Parallelbiischel als uneigentliche 
Punkte und die Menge aller Lotbiischel als uneigentliche Gerade hinzu, so 
gelten fiir die eigentlichen und uneigentlichen Punkte und Geraden die pro- 
jektiven Inzidenzaxiome. Durch indirekte Schliisse kann man dann aus der 
Giiltigkeit des Satzes von Pappus-Pascat fiir Konfigurationen aus eigent- 
lichen Geraden die Giiltigkeit dieses Satzes auch fiir Konfigurationen her- 
leiten, in denen die uneigentliche Gerade enthalten ist. Die Menge der eigent- 
lichen und uneigentlichen Punkte und Geraden bildet also eine projektive 
Inzidenzebene J7, in der der Satz von Pappus-Pascat gilt. Das Fano-Axiom 
gilt in J7 nicht, denn eine Spiegelung an einer Geraden a der Gruppenebene 
induziert eine involutorische perspektive Kollineation®) in J7 mit a als Achse 
und einem auf a liegenden Punkt (naémlich G(a)) als Zentrum, also eine in- 
volutorische Translation in J7. Bei Giltigkeit des Fano-Axioms ist aber die 
Existenz involutorischer Translationen unméglich. 

Nach bekannten Satzen 1aBt sich JT als projektive Koordinatenebene iiber 
einem Kérper XK darstellen, der von Charakteristik 2 ist, da das Fano-Axiom 
in JT nicht gilt. 

2. Ist G,(K) der dreidimensionale Vektorraum iiber K, so stellen die zu 
einem Vektor ¢ + 0 [x €%,(K)] proportionalen Vektoren einen Punkt X der 
projektiven Koordinatenebene tiber K dar, und ebenso stellen die zu einem 
Vektor u +o [u ¢%,(K)] proportionalen Vektoren eine Gerade der pro- 
jektiven Koordinatenebene tiber K dar. Die Inzidenz eines durch einen 
Vektor x = (2,2, 23) reprasentierten Punktes mit einer durch einen Vektor 
U = (U1, Ug, Us) Teprasentierten Geraden kann durch fu = 2, U,+ %yUg+ XU, 
= 0 ausgedriickt werden. 

Sei nun g = (g;, gs, 93) ein die uneigentliche Gerade g*) von J] repriisen- 
tierender Vektor. Wir ordnen dann jedem Vektor r = (2, 2g, 23) €U,(K) den 
Vektor r?= g x £ = (G_%3 — Js Xa, Gg% — 9123, G1 %Z2 — Go%,) zu. Offenbar gilt 
dann fiir diese Zuordnung: 


a wa Aye 3 A, mek 

~ = 7 
sinha ahd r,9€@,(K), 
d.h. ist eine lineare Abbildung des Vektorraumes U,(K) in sich. Es ist 
d ite 

Nie ve f(t, p)= ry” r, p €D,(K) 


eine Bilinearform*) tiber K, fiir die f(r, 4g) = Axrg?= Aro=O0 und f(s, x) 

*) Eine perspektive Kollineation ist eine Kollineation, die eine Gerade, die Achse, 
punktweise und einen Punkt, das Zentrum, geradenweise festlaBt. Inzidiert das Zentrum 
mit der Achse, so heiBt die perspektive Kollineation eine Translation. 

*) Der Einfachheit halber wollen wir auch die uneigentliche Gerade mit einem kleinen 
lateinischen Buchstaben bezeichnen. g ist aber kein Element von ©. 

*) Definition wie in J. Dieuponnt: La géométrie des groupes classiques. Ergebn. der 
Math. u. ihrer Grenzgebiete. Neue Folge, Heft 5. Berlin usw. 1955. Vgl. 8. 10. 
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= rr°= 0 fiir alle ¢ €%,(X) gilt. Die Form f ist also eine alternierende 
Bilinearform und daher auch symmetrisch: Aus f(r, ) + f(y, x) = f(x, x) + 
+ F(x, D) + f(D, ¥) + f(D, dD) = f(e + D, F + YD) = Ofolgt f(r, D) = f(y, x), da K 
von Charakteristik 2 ist. 

Die Abbildung o mit 
(1) uv= u+ of(u, b)a o + 0; fia, b) + 


mit festem a; b €U,(K) ist eine eineindeutige lineare Abbildung des Vektor- 
raumes %,(K) auf sich und induziert daher eine Kollineation z in der pro- 
jektiven Koordinatenebene iiber K. Diese ist eine perspektive Kollineation, 
und zwar die Identitat, wenn 6*= o ist [da dann f(u, b) = 0 fiir alle u €G,(K) 
ist] oder eine perspektive Kollineation mit dem durch b® reprasentierten Punkt 
als Zentrum Z, wenn 6?+ ost. Denn reprisentiert u eine Gerade u durch Z, 
so gilt ub?= f(u,b)= 0 und damit u’= u, also uz= uu. Ist a+o, so re- 
prasentiert a die Achse von z, da sich nach (1) die Geraden uw und u z, sofern 
sie verschieden sind, auf der durch a reprasentierten Geraden schneiden. 

Ist x eine involutorische -Translation, die durch eine Spiegelung an einer 
Geraden a der Gruppenebene in der projektiven Koordinatenebene iiber K 


induziert wird, und reprasentiert der Vektor a die Gerade a, so reprasentiert a” 
1 


das. Zentrum von zx und es gibt ein g = ate * K, so daB die lineare Ab- 
bildung o mit 

ps f (u, a) 
(2) uy =u+ (a) 


eine involutorische Translation induziert, die mit 2 iibereinstimmt. Die Ab- 
bildung (2) nennen wir daher kurz die Spiegelung an a. Das Element x(a) ist 
dabei dem a reprasentierenden Vektor a eindeutig zugeordnet, da u” = u + 


+ o’f(u,a)a mit o’+ sar eine von a verschiedene Kollineation der pro- 
jektiven Koordinatenebene induziert. 

Da es zu jeder eigentlichen Geraden a genau eine Spiegelung an a gibt, 
existiert zu jedem nicht zu g proportionalen Vektor a eine Spiegelung an a 
und daher eindeutig ein Element x(a). Setzen wir nun noch fest, daB x(A g) 
= 0 fiir alle A ¢ K sein soll, dann ist die Abbildung a — x(a) eine eindeutige 
Abbildung des Vektorraumes U,(K) in den Kérper K. Wir behaupten, dab 
diese Abbildung eine quadratische Form Q iiber K ist. Dazu miissen wir 
nachweisen, daB 


(3) x(Aa + wb) = A®x(a) + w*x(b) + Au f(a, b) Apex 
P a, b € B,(K) 
gilt. Hierzu geniigt es zu zeigen, daB 
(3’) x(Aa) = A2x(a) 
fiir alle At K und alle a €G,(K) und 
(3”) x(a + b) = x(a) + x(b) + f(a, b) 


fir alle voneinander linear unabhangigen Vektoren a, b.¢ G,(K) gilt. 
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Offenbar gilt (3’) fir a= wg bzw. fiir A= 0. Sei also a + ug und A+ 0. 
Dann induzieren die Spiegelungen o, a’ an a und {a dieselbe involutorische 
Kollineation 2 in der projektiven Koordinatenebene iiber K, d.h. es gilt 
u” = 6 u? fiir alle u €&,(K). Aus (2) folgt dann 

“(Aa)u”= x(Aa)u+ J®f(u,a)a 
A®x(a) u’= A*x(a) u + A*f(u,a)a, also 
(4) u’{ 42x (a) + 6x%(Aa)} + u {A2x(a) + x(Aa)}=0. 
Da z involutorisch ist, gibt es Vektoren u, so da8 u, u’ linear unabhangig sind. 
Fiir einen solchen Vektor folgt aus (4) sofort x(A a) = J®x/(a). 

Fiir den Beweis von (3’’) setzen wir zunachst f(a,b)+0 voraus. Dann 
sind a, b,a + 6 nicht zu g proportional, da sonst /(a,b) = 0 oder f(a, a + b) 
= f(a, 6) = 0 ware. Also reprasentieren a, b, a + 6 kopunktale Geraden a, b, c, 
die von der uneigentlichen Geraden g verschieden sind. Das Produkt der 
Spiegelungen an a, b, c ist nach § 2 wieder eine Spiegelung, mithin das Produkt 
der Spiegelungen o,o’,o” an den Vektoren a,6,a+ 6 involutorisch, d.h. 
es gilt 

yer o” — yo'o'e 
fiir alle u¢%,(K). Hieraus folgt unter Benutzung von (2) nach einfacher 
Rechnung: 


f(a, b) {x(a + b) + x(a) + x(b) + f(a, b)} - {f(u, a) b + f(u,b) a}=O0. 
Da a, b linear unabhangig sein sollten und es stets ein u mit /(u, a) + 0 gibt, 
folgt wegen f(a, 6) + 0 sofort Gleichung (3”’). 

Ist aber /(a, 6) = 0 und keiner der Vektoren a,b, a + 6 zu g proportional, 
so gibt es einen Vektor ¢ mit f(a, ¢) + 0; f(b, c) + 0; f(a + b,c) +0. Dann ist 
f(a + ¢, ¢ + b) + 0 (sonst folgte f(a, c) + f(b, c) = 0 und damit f(a + 6b, c) = 0) 
und somit gilt nach dem Bewiesenen: 
x(a+ b)=x(a+e¢+¢4+b6)=—x(a+c¢) + x(e+ 6b) + f(a+c¢,¢ +b) 

= x(a) + x(c) + f(a, c) + %(c) + %(b) + f(c, b) + f(a, c) + 
+ f(c, b) + f(a, b) = x(a) + x(b) + f(a, b). 
Ist nun /(a, 6) = 0 und etwa a + 6 zu g proportional, so sind a, 6 nicht zu g 
proportional (da anderenfalls a, 6 linear abhangig waren). a, b reprisentieren 
dann zwei von g verschiedene Geraden a, b, die sich auf g schneiden. Nach 
Lemma 10 ist das Produkt der Spiegelungen an a und an b eine Translation in 
der projektiven Koordinatenebene mit g als Achse und dem Schnittpunkt 


von a, b auf g, also dem durch a? reprasentierten Punkt Z als Zentrum. Sind 
a,a’ die Spiegelungen an a und 6, so gibt es also ein 9 derart, daB 


uv? = u+of(u,a)g o+0 
fiir aiie u ¢D,(K) gilt. Andererseits folgt aus (2) 


f (u, a) f (u, b) 
x (a) ar x (b) 





ur" = u + b, 
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also 
@ x(a) x(b) f(u, a) g = x(b) f(u, a) a + x(a) f(u,b)b. 


Da a+b= Ag ist, gilt f(u,a + b)=0 und somit /(u, a) = f(u, 6) fiir alle 
u €%,(K). Da f(u, a) + 0 angenommen werden kann, erhalt man durch ein- 
fache Rechnung: 


2(b) {A + @x(a)} a + x(a) {A + ox(b)}b=0 


und daher wegen der linearen Unabhiangigkeit von a und 6 dann x(a) = x(b). 
Also gilt x(a + 6) = x(Ag) = 0 = x(a) + x(b) = x(a) + x(b) + f(a, b). 

Ist endlich f(a, b) = 0 und a zu g proportional, dann sind b, a + b nicht zu g 
proportional, und es gilt {(b,a + 6b) = 0 und b+a+b6=a=Ag. Der eben 
gefiihrte Beweis liefert dann x(a) = x(b + a+ b)=x(b)+x(a+ 5), also 
x(a + b) = x(a) + x(b) + f(a, 6). Da man entsprechend schlieBen kann, wenn 
b zu g proportional ist, ist (3’’) vollstandig bewiesen. 

Damit ist die Abbildung a - x(a) eine quadratische Form Q iiber K. Die 
Form Q hat den Rang 2, ist also binar, denn das Radikal (d. h. die Menge der 
Vektoren r mit f(r, ») = 0 fiir alle y ¢ U,(K) und mit Q(r) = 0) wird von den 
zu g proportionalen Vektoren gebildet, ist also eindimensional. Da jeder iso- 
trope Vektor (d. h. jeder Vektor x mit Q(r) = 0) proportional zu g ist und dem- 
nach im Radikal liegt, ist die quadratische Form Q nullteilig®). 

Die zu den Spiegelungen in der Gruppenebene gehérenden linearen Ab- 
bildungen sind dann die Abbildungen o mit 


ioe f (u, a) “ne 
(5) uve=ut+ (a) a a nicht isotrop. 


Nach (3) gilt 





Q(ue) = Q(u) + D+ LO Fu, a) = Q(u). 





d. h. die linearen Abbildungen (5) sind Elemente der Gruppe’O0,(K, Q). Die 
von den linearen Abbildungen (5) erzeugte Gruppe enthalt die saimtlichen 
Involutionen der Gruppe O,(K, Q) und ist daher mit der Gruppe 0,(K, Q) 
identisch. 

Da nun die Gruppe © zu der Gruppe G* isomorph ist, die von den Spiege- 
lungen an Geraden in der euklidischen Ebene von Charakteristik 2 erzeugt 
wird, ferner aber G* zu der Gruppe der von den linearen Abbildungen (5) 
erzeugten Gruppe isomorph ist, gilt damit G = 0,(K, Q). Wir kénnen also 
formulieren : 


Theorem 3. Ist (G, G) Bewegungsgruppe einer euklidischen Ebene von 
Charakteristik 2 (insbesondere: ist (G, G) endlich, nicht reguliir und besteht das 
5) Die Begriffe binir, nullteilig haben die gleiche Bedeutung wie in Bacumann (3), 
wenn die Begriffe ,Radikal‘ und ,isotroper Vektor‘ fiir den vorliegenden Fall der Char. 
(K) = 2 wie oben angegeben gefaBt werden. 
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Zentrum von © nur aus dem Einselement), so gibt es einen Kérper K von 
Charakteristik 2 und eine bindre nullteilige quadratische Form Q iiber K derart, 
dag die Gruppe & isomorph zu der Gruppe O,(K, Q) ist®). 


§ 10. Endiiche Gruppen, 
deren Zentrum nicht nur aus dem Einselement besteht 


Wir wenden uns nun dem Fall [D] bei endlicher Gruppe G zu. Dieser 
Fall steht mit dem in §8 behandelten Fall [B] in derselben Verwandtschaft 
wie die beiden in §7 und §9 untersuchten Fille untereinander, denn wir 
kénnen zeigen, daB fir ihn die Faktorgruppe G/8 der Gruppe G nach ihrem 
Zentrum § isomorph einer orthogonalen Gruppe 0,(K, Q) mit ternarer, nicht- 
nullteiliger Form Q ist, wobei aber der Kérper K von Charakteristik 2 ist. 
Eine solche orthogonale Gruppe kann man als Bewegungsgruppe einer hyper- 
bolischen projektiv-metrischen Ebene von Charakteristik 2 auffassen’) — in 
Analogie dazu, daB die Gruppe O3 (K, f) mit ternarer nicht-nullteiliger Form / 
iiber einem Kérper K von Charakteristik + 2 isomorph der Bewegungsgruppe 
einer hyperbolisch projektiv-metrischen Ebene (von Charakteristik + 2) ist. 

Bevor wir das Theorem 2 entsprechende Theorem herleiten, beweisen wir 
zur Vorbereitung den 

Satz 49. Ist (G,G) endlich und besteht das Zentrum von © nicht nur aus 
dem Einselement und ist N + 1 die Anzahl der Elemente in einem eigentlichen 
Biischel, so enthalt ein Zentrumsbiischel genau N Elemente und ein uneigentliches 
Biischel, welches nicht Zentrumsbiischel ist, genau N — 1 Elemente. 

Beweis: Sei G ein beliebiges Biischel mit z ¢ G, wobei z das nach Satz 18 
einzig vorhandene Element + 1 aus dem Zentrum § ist. Ist a ein Element € G, 
so ist G(a) ='G(az) Zentrumsbiischel, mithin die Anzahl M der Elemente 
€ G(a) gerade: M = 2m. Nach Satz 43b, 44 und der Erganzung zu Satz 43 b 
ist dann jedes Element z mit z+ z in genau m eigentlichen Biischeln ent- 
halten. 

Sei Z die Anzahl der Elemente ¢ G, dann ist die Anzahl aller eigent- 
lichen Bischel [von G(a) aus gerechnet] gleich (2m — 1)m, da nach Lemma 8 
z in keinem eigentlichen Biischel enthalten ist, und auch nach Satz 40 
[von @ aus gerechnet] gleich L(m — 1) + 1 = (N + 1) (m — 1) + 1 oder gleich 
Lm, je nachdem, ob G eigentlich ist oder nicht. Aus (N + 1)(m—1)+1 
= (2m — 1)m folgt (N + 1) (m— 1)= (2m+ 1) (m— 1), also N= 2m und 
aus Lm = (2m—1)m folgt L= 2m—1= N—1 wegen m+0,1. Damit 
sind aber alle Aussagen von Satz 49 bewiesen. 


*) Der Beweis von Theorem 3 lehrt bei geringer Modifikation allgemein: LaBt sich 
die Gruppenebene von (G, S) im Falle [C] in eine projektive Ebene einbetten, so ist G 
isomorph einer Untergruppe einer Gruppe O,(K, Q). 

7) Hierbei mu8 man den Begriff einer projektiv-metrischen Ebene, wie er in Bacx- 
MANN [3] gefaBt wurde, in sinngem&Ber Weise auf die projektiven Ebenen tibertragen, 
in denen das Fano-Axiom nicht gilt. 


Math. Ann. 137 8 
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Folgerung: Ist G(a) ein Zentrumsbiischel vind a ¢ G(a), so gibt es genau ein 
Biischel, das a enthilt und mit G(a) unverbindbar ist. Ist G(x) ein uneigent- 
liches Biischel, welches nicht Zentrumsbiischel ist, und a ¢ G(a), 80 gibt es genau 
zwei Biischel, die a enthalten und mit G(a) unverbindbar sind. 

Wir wollen zunachst herleiten, daB die Faktorgruppe G/8 von G nach dem 
Zentrum $ isomorph der Gruppe PGL,(K) von gebrochen-linearen Trans- 
formationen 


AX+B 


X*= GXsD mit AD — BC +0 


iiber einem (endlichen) Kérper von Charakteristik 2 ist. Es geniigte hierzu 
nach [6], Satz 16 zu zeigen, daB G/8 dem Axiomensystem in [6], § 1 geniigt. 
Da sich aber auf Grund des bereits Bewiesenen die Behauptung in unserem 
Spezialfall verhaltnismaBig einfach beweisen 14Bt, wollen wir auf eine Ver- 
wendung von [6], Satz 16 verzichten und die genannte Tatsache direkt her- 
leiten. 

Satz 50. Gibt es fiir (G,S) ein z mit z €B und ist a= abc, so gibt es Ele- 
mente u,v mit a= zu. 

Beweis: Nach Satz 13 gibt es zu az= abc z zwei Elemente u,v mit «z 
= uv. Dann ist «= zuv. 

Satz 51. Sei (G,G) endlich und ein z mit z € 8, vorhanden. Sind G,, G, 
zwei verschiedene Zentrumsbiischel, so gibt es genau ein Biischel G, fiir das G[= G, 
gleichbedeutend mit x ¢ G ist. Das Biischel G ist das einzige Biischel, welches mit 
G, und G, unverbindbar ist. 

Beweis: Sei a € G, und 6 € G, und a, b + z, dann ist z ¢ G(ab), also nach 
Lemma 7 G(ab) kein Zentrumsbiischel, und es gibt nach Satz 35 ein c mit 
a‘ = b. Ferner gilt nach Satz3 G,= G(az) und G,= G(bz), also G[ = G(a°z*) 
= G(bz) = G,. Nach Satz 49, Folgerung gibt es genau ein Biischel G, das c 
enthalt und mit G, unverbindbar ist. Wegen G°= G und G{ = G, ist G auch 
mit G, unverbindbar. G,, G, sind nach Satz 49, Folgerung die einzigen, z ent- 
haltenden Biischel, also die einzigen Zentrumsbiischel, die mit G unverbindbar 
sind. 

Sei nun z € G, dann ist Gf + G,, da nach Lemma 9, Folgerung sonst z ¢ G, 
folgte, also x eine Verbindung von G, G, ware. G{ ist ein mit G unverbind- 
bares Zentrumsbiischel, und daher mu8 G[= G, gelten. 

Sei umgekehrt GY= G,, dann ist wegen G,+ G, offenbar y ¢ G,, @,, also 
z+ y und G(zy) + G,, G@,. Daher gibt es ein x mit x ¢ G, G(zy). Nach dem 
eben Bewiesenen gilt G[= G,. Sei dann zyx = u, so ergibt sich G{= Gj¥* 
= G{*= GJ = G,, also nach Lemma 9, Folgerung u¢G,. Aus z, u € G(zy), 
G, und G,+ G(zy) folgt z= u und damit y = z, also y € G. Damit ‘st die erste 
Aussage von Satz 51 bewiesen. 

Die zweite Aussage von Satz_51 ist sofort klar, da fiir ein mit G,, G, un- 
verbindbares Bischel G’ offenbar G| = G, fiir alle s mit’ ¢ G’ gelten muB. 

Satz 52. Sei (G,G) endlich und ein z mit z€8 vorhanden. Sind dann 
G,, G+ Gs,G@, vier Zentrumsbiischel, so gibt es genau ein 8 mit Gi = G, und 
G3 = G, 
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Beweis: Ist G,= G, und G,= G,, so erfiillt s = z die Bedingungen in Satz 52, 
denn es ist G[= G, und G]= G,. Umgekehrt folgt aus G{= G,= G, und 
G3 = G,= G, nach Lemma 8, Folgerung s ¢ G,, G, und somit wegen z € G,, G; 
und G,+ G,, daB s = z ist. 

Sei nun G,+ G,. Dann gibt es nach Satz 51 ein mit G,, G, unverbindbares 
Bischel G, fiir das Gj = G, gleichbedeutend mit z ¢ G@ ist. Da G,, G,+ G,, G, 
gilt, ist G nach Satz 49, Folgerung mit G, und G, verbindbar. Sei a ¢ G, G, 
und 6¢€G, G, Da z¢G, ist @ nach Lemma7 nicht Zentrumsbiischel, und 
somit gibt es ein s mit a*= 6 und s¢G. Wegen a,b +z ist G,= G(az) und 
G,= G@(bz) also Gj = G(a*z*) = G(bz) = G,. Andererseits ist aber auch G} = G,, 
da s¢@. Mithin existiert ein s mit G| = G, und Gj = G,. 

Ware s’ ein weiteres Element mit Gf = G, und G¥ = G,, so folgte zunachst 
nach Satz 51 s’¢ G. Ferner ist aber auch a*’= b. da a*’,b€ G, Gs = G, und 
G,+ G@ ist. Somit gilt nach Lemma 2 (s3’)*= 1, also, da G nicht Zentrums- 
biischel ist, s = s’. Dies vollendet den Beweis von Satz 52. 

Satz 53. Sei (G,G) endlich und ein z mit z ¢ 8 vorhanden. Transformiert 
ein Element « € © drei verschiedene Zentrumsbiischel :'G,, G,,G, in sich, 8o ist 
a € 8. 

Beweis: Nach Satz 13 1a48t sich « in der Form ab oder abc darstellen. Sei 
zunichst a= ab. Dann gilt t= @ fir i= 1,2,3. Mit G,; sind auch die 
Biischel Gf voneinander verschieden [i = 1, 2,3]. Es ist also G, entweder 
von G% oder von G§ verschieden. 0.B.d.A. darf G,+ G$, also auch G{+ G,; 
angenommen werden. Dann ist G,, G%+ Gs, Gj. Wegen G? = G? und G3 = @? 
gilt dann nach Satz 52 a= b und somit «= 1 €§. 

Ist jedoch a= abc, so gibt es nach Satz 50 Elemente u,v mit « = zuv, 
und es gilt G;= Gi"" = Gy" = G, fir alle i [1 <i <3]. Nach der eben durch- 
gefiihrten Uberlegung ist dann wv = 1, also « = z € 8. 

Satz 54. Ist fiir (G,G) ein z mit z € 8 vorhanden, so gibt es wenigstens vier 
voneinander verschiedene Zentrumsbiischel. 

Beweis: Es gibt ein eigentliches Biischel G mit z¢ G. Seien a,,a,... ay, 
die Elemente ¢ G, dann sind die Biischel G(a,z) [i = 1,2,...N+ 1] von- 
einander verschiedene Zentrumsbiischel. Bezeichnet 2m die Anzahl der 
Elemente in einem Zentrumsbiischel, so gilt nach Satz 49 N + 1= 2m+ 1 und, 
dam>1,N2=4. Also ist Satz 54 bereits bewiesen. 

Nennen wir nun die Zentrumsbiischel ordinire Punkte und bezeichnen sie 
mit groBen lateinischen Buchstaben A, B,C ..., so laBt sich auf Grund der 
Giltigkeit von Satz 52 und 54 die in [3], § 11, 4 durchgefiihrte Endenrechnung 
(hier miBte man sagen Punktrechnung) wértlich ibernehmen, bis auf die Aus- 
sage, daB A + A = O“+0= O“ nur fir A = O gilt. Denn hier ist o = z und dem- 
nach uz u = z fir alle wu, also alle A = O“, mithin A + A = O fiir alle A: Dies 
bedeutet, daB der Kérper K der ordinéren Punkte, zu dem die Punktrechnung 
fiihrt, hier von Charakteristik 2 ist. 

Die durch die Elemente « ¢ © induzierten eineindeutigen Abbildungen: 


(*) X’= X* 


8* 
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der Menge der Punkte auf sich bilden eine Gruppe G’. © ist homomorph zu G’. 
Der Kern des Homomorphismus ist nach Satz 53 das Zentrum von G, mithin 
ist G/B isomorph zu G’. 

Es gilt nun, da man die Beweise fast wértlich aus [3], § 11 ibernehmen kann, 
ein gleicher Satz wie der Satz 14 aus [3] § 11, und damit ist insgesamt gezeigt : 

Theorem 4’. Ist (G,G) endlich und besteht das Zentrum 8 von © nicht nur 
aus dem EHinselement, so ist die Faktorgruppe ©/8 isomorph zu der Gruppe 
PGL,(K) der gebrochen-linearen Transformationen iiber einem Kérper K von 
Charakteristik 2. 

Wir wollen nun zeigen, daB die Faktorgruppe G/8 sich auch als orthogonale 
Gruppe darstellen 148t, d. h. daB ein zum Theorem 2 analoges Theorem auch 
hier gilt. Der Beweis vollzieht sich in den gleichen Schritten wie der Beweis 
von Theorem 3. 

Wir zeigen zuniachst, daB sich die Gruppenebene von (G,@) durch ge- 
eignete Definition von uneigentlichen Geraden zu einer projektiven Inzidenz- 
ebene erweitern laBt. 

Die Punkte dieser projektiven Erweiterung sollen die Punkte der Gruppen- 
ebene sein. Die Geraden der projektiven Erweiterung sollen dann gewisse 
Mengen von Punkten sein, und zwar einmal jede Gesamtheit von Punkten, 
die eine Gerade der Gruppenebene gemein haben, und zum anderen jede Ge- 
samtheit von Punkten, die mit einem festen Zentrumsbiischel unverbindbar 
oder mit diesem identisch sind. Im ersten Fall sprechen wir von eigentlichen 
Geraden und im zweiten von uneigentlichen Geraden. Der Einfachheit halber 
wollen wir nicht nur die eigentlichen, sondern auch die uneigentlichen Ge- 
raden mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnen, die damit im folgenden 
nicht nur Elemente von © bezeichnen. Ein Punkt G inzidiert mit einer Ge- 
raden h, wenn G der h definierenden Menge von Punkten angehdért. 

Die Gesamtheit der Punkte und der (eigentlichen und uneigentlichen) 
Geraden erfiillt die projektiven Inzidenzaxiome : 

{i) Zu zwei verschiedenen (eigentlichen oder uneigentlichen) Geraden g, h gibt 
es genau einen Punkt, der beiden angehért. 

Die Behauptung ist klar fiir zwei eigentliche Geraden. Ist g eine durch 
das Zentrumsbiischel G definierte uneigentliche Gerade und h eine eigentliche 
Gerade, so ist die Behauptung ebenfalls klar, wenn h ¢ G ist. Ist aber h ¢ G, 
so gibt es nach Satz 49, Folgerung genau ein mit G unverbindbares, h enthal- 
tendes Biischel, d. h. genau einen g, h gemeinsamen Punkt. Ist endlich g eine 
durch das Zentrumsbiischel G und A eine durch das Zentrumsbiischel H de- 
finierte uneigentliche Gerade, so ist nach Definition G + H, und daher gibt 
es nach Satz 51 genau ein Biischel G,, das mit G, H unverbindbar ist, also g 
und A angehért. 

(ii) Zu zwei verschiedenen Punkten P, Q gibt es genau eine (eigentliche oder 
uneigentliche) Gerade, die beide Punkte enthilt. 

Wegen (i) braucht lediglich die Existenz einer P, Q enthaltenden Geraden 
gezeigt zu werden, d. h. wir miissen zeigen: Gehéren P, Q nicht einer eigent- 
lichen Geraden gemeinsam an, so gibt es zu P, Q eine uneigentliche Gerade 
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die P und Q enthalt. P und Q kénnen dann nicht beide Zentrumsbiischel sein, 
da sonst z € P, Q gelten wiirde. Sei also P nicht Zentrumsbiischel. Dann gibt 
es nach Satz 49, Folgerung — da P nicht eigentlich sein kann — zwei ver- 
schiedene Zentrumsbiischel G, H, die mit P unverbindbar sind. Seien g, h 
die durch G, H definierten uneigentlichen Geraden und a eine eigentliche 
Gerade, der Q angehért. Dann gibt es nach (i) einen g und a gemeinsamen 
Punkt R und einen h und a gemeinsamen Punkt S. R und S sind mit P un- 
verbindbar, da sonst eine eigentliche Gerade mit g oder h zwei verschiedene 
Punkte gemein hatte, im Widerspruch zu (i). 
Nach Satz 49, Folgerung gibt es auf a aber nur 
zwei mit P unverbindbare Punkte, mithin muB 
Q = R oder Q = S gelten und somit entweder g 
oder h die Punkte P und Q enthalten. 

Aus Axiom § folgt, wie schon im Beweis zu F 
Theorem 3 bemerkt, daB der Satz von Pappus-Pas- Pune 
cau fiir alle Konfigurationen gilt, die nur eigentliche \/ 
Geraden und zwei nicht durch eine Gerade der Konfi- 5 
guration verbundene eigentliche Punkte enthalten. 
Durch indirekte Schliisse liBt sich hieraus die 
allgemeine Giiltigkeit des Satzes von Pappus-PascaL beweisen, wenn man 
beachtet. daB durch einen Punkt héchstens zwei versehiedene uneigentliche 
Geraden gehen kénnen. 

Das Fano-Axiom gilt nicht, da die Spiegelung an einer Geraden a der 
Gruppenebene mit a ¢§ eine involutorische Translation in der projektiven 
Erweiterung induziert. 

Aus den genannten Tatsachen folgt, daB sich die projektive Erweiterung 
als projektive Koordinatenebene iiber einem Kérper K von Charakteristik 2 
darstellen 148t. Diese projektive Koordinatenebene denken wir uns wieder 
mit Hilfe des dreidimensionalen Vektorraumes %,(K) iiber K beschrieben: 
Sei 4 ein Vektor, der die (eigentliche) Gerade z mit z ¢ 8 reprasentiert, und @ 
die lineare Abbildung des Vektorraumes U,(K) in sich in bezug auf den Vek- 
tor 4, wie sie in § 9 in bezug auf den Vektor g definiert wurde. Entsprechend 


wie dort ist dann f(x, 9) =F 9° r, p €D,(K) 


eine symmetrische Bilinearform iiber K. Zu der Spiegelung an einer eigent- 
lichen Geraden a + z gehért auch hier die ,Spiegelung an einem a reprisen- 
tierenden Vektor a‘, d. h. die lineare eineindeutige Abbildung o mit 


f (u, a) 

(6) uw=u+ (a) a, 
wobei x(a) ein dem Vektor a eindeutig zugeordnetes Element ¢ K ist. Wie 
in § 9 werden wir nun die Abbildung a + x(a) zu einer Abbildung des ganzen 
Vektorraumes %,(K) in den Kérper K vervollstandigen und zeigen, daB diese 
Abbildung eine quadratische Form iber K ist. 

Zunichst setzen wir fest, daB x(a) = 0 sein soll, wenn a eine uneigentliche 
Gerade reprasentiert oder wenn a= 0 ist. Damit ist die Abbildung a + x(a) 








Fig. 3 
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fir die Menge & aller nicht zu 4 proportionalen Vektoren einschlieBlich des 
Nullvektors definiert. Bevor wir auch den zu 4 proportionalen Vektoren ein 
Element ¢ K zuordnen, wollen wir zeigen, daB fiir die Abbildung von R in K 
die Eigenschaft (3) aus § 9, d. h. die Eigenschaften (3’) und (3’’) aus § 9 gelten. 

DaB (3’) gilt, folgt genau wie in § 9. Zum Beweis von (3”’) fiir alle a, 6, a + 
+6€M setzen wir zunichst f(a,6)+0 voraus. Sind die durch a,b, a+ b 
reprasentierten, voneinander verschiedenen kopunktalen Geraden a, b,c alle 
eigentlich, so gilt fiir die Spiegelungen a, o’, a’ an a,b, a + b 

ure” = yo oe fiir alle u¢D, (K), 
woraus wie in § 9 die Behauptung in diesem Falle folgt. 

Sind nicht alle der drei Geraden a, b, c eigentlich, ist also etwa c uneigent- 
lich, so schlie8t man wie folgt: Das Produkt der Spiegelungen an a und an 6 
laBt die Gerade c nach Satz 51 fest, da eine uneigentliche Gerade bei einer 
Spiegelung in eine uneigentliche Gerade iibergefiihrt wird und das ¢ defi- 
nierende Zentrumsbiischel bei dieser Bewegung in sich iibergeht. Mithin gilt, 
wenn g,o’ die Spiegelung an a und an b bezeichnen: 


(a + 6)?" = p(a + b) o+0. 
Mit (6) folgt hieraus: 


a {o x(a) x(b) + x(a) %(b) + x(b) f(a, b)} + 6 {o x(a) x(b) + x(a) x(b) + 
+ x(a) f(a, b) + f#(a,b)} = 0 


und damit wegen der linearen Unabhangigkeit der Vektoren a,b und wegen 
f(a, 6) + 0 Gleichung (3’’). 

Ist a uneigentlich und sind b, c eigentlich. so gilt nach dem eben Bewiesenen 
x(a) = x((a + 6) + 6b) = x(a + b) + x(b) + f(a + 6, b) = x(a + b) + x(b) + 
+ f(a, 6), also die Behauptung. Entsprechend schlieBt man, wenn b uneigent- 
lich und a, c eigentlich sind. 

Sind zwei der Geraden a, b, c uneigentlich, dann ist die dritte Gerade eigent- 
lich, da es nach Satz 49, Folgerung durch einen Punkt héchstens zwei ver- 
schiedene uneigentliche Geraden geben kann. Seien etwa a,b uneigentlich 
und damit x(a) = x(b) = 0. Dann fiihrt nach Satz 51 die Spiegelung an c die 
Gerade a in die Gerade b iiber, also gilt, wenn o”’ die Spiegelung an a + 6 ist: 


a” = a + Het” (a + b)= eb 0+0 
und damit wegen der linearen Unabhangigkeit der Vektoren a, 6: f(a, a + b) 
= f(a, b) = x(a + 6b), alsox(a + b) = x(a) + x(b) + f(a, b). Entsprechend folgt 
die Behauptung, wenn a, c bzw. b, c uneigentlich sind. Damit ist (3’’) fiir alle 
a,b,a + 6 ER mit f(a, b) + 0 bewiesen. 

Sei nun f(a, 6) = 0 und a;b,a + b¢€R. Dann gibt es einen Vektor ¢ mit 
f(a, ¢c) + 0; f(b, c) + 0: f(a + b,c) + O. Dann ist a + ¢, b + ¢ €R und der glei- 
* che Schlu& wie in § 9. 8. 97 liefert auch in diesem Fall die Behauptung. 
Mithin gilt (3’’) fiir alle Vektoren c,b,a + 6 ER. 

Wir definieren nun das Bild von § hinsichtlich x: Es gibt zwei Vektoren 
a,b €R mit a+ b= 4. Dann sol! w(3) = x(a) + x(b) sein. Diese Definition 
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ist von der Wahl der Vektoren a,b €R unabhangig, denn seien c,d zwei 
Vektoren €N mit ¢ + d= 4, so ist a+ c¢ oder a+b ein Vektor €R, denn 
anderenfalls folgte c= } und damit 4= 0. O.B.d.A. kanna+c=6+bDER 
angenommen werden. Dann gilt nach dem eben Bewiesenen: 


x(a) + x(c) + f(a, c) = x(a + ¢) = x(b + B) = x(b) + x(d) + f(b, d). 


Wegen f(a + b, c) = f(4, ¢) = 0 und f(b, ¢ + B) = f(b, 4) = 0 ist f(a, ¢) = f(b, ¢) 
und /(b, c) = f(b, d), also f(a, c) = f(b, d). Damit folgt x(a) + x(b) = x(c) + 
+ (bd), wie behauptet. 

Offenbar gilt (3’’) auch, wenn einer der Vektoren a,b, a + 6 gleich 4 ist. 

Setzen wir endlich noch x(A 4) = A?x(4) fest, so ist die Abbildung a + x(a) 
eine eindeutige Abbildung des ganzen Vektorraumes U,(K) in den Kérper K. 
Da nach Definition (3’) auch fiir a= yw 4 gilt, entsprechend auch (3’’) gilt, 
wenn einer der Vektoren a, 6b, a + 6 gleich yu 4 ist, gelten (3’) und (3”) fiir alle 
Vektoren ¢€%,(X) und fiir alle 4 ¢ K. Mithin ist die Abbildung a > x(a) eine 
quadratische Form Q tiber K. 

Die Form Q ist ternar, denn das Radikal besteht nur aus dem Nullvektor, 
da f(x, y) = 0 fir alle y € G,(K) nur durch xr = 64 erfillt wird, andererseits 
aber Q(64)+0 fiir 6+ 0 ist. Ferner ist die quadratische Form Q nicht- 
nullteilig, da fiir keinen isotropen Vektor r + 0 f(x, y) = 0 fiir alle n ¢ B,(X) gilt. 

Wie in § 9 sind die Spiegelungen 


- “7 f(u, a) aes 
(7) uy=u+ Qa) a a nicht isotrop 





Elemente der orthogonalen Gruppe 0,(K, Q). Diese wird von den Spiege- 
lungen (7) erzeugt und ist offenbar isomorph zu der von den Spiegelungen 
an Geraden der Gruppenebene erzeugten Gruppe G*. Da diese wiederum zu 
der Faktorgruppe G/8 der Gruppe G nach dem Zentrum 8 isomorph ist, 
haben wir insgesamt gezeigt : 

Theorem 4. Ist (©,G@) endlich und besteht das Zentrum 8 von © nicht nur 
aus dem Einselement, so gibt es einen Kérper K von Charakteristik 2 und eine 
terndre, nicht-nullteilige quadratische Form Q iiber K derart, daB die Faktor- 
gruppe G/B der Gruppe G nach ihrem Zentrum B isomorph zu der Gruppe 
O5(K, Q) ist. 


SchluBbemerkung 


Die Frage, wie weit die orthogonalen Gruppen (iiber einem beliebigen 
Kérper K) dem Axiomensystem aus § | geniigen, soll im Rahmen der in der 
Einleitung angekiindigten allgemeineren Untersuchungen behandelt werden. 
Ohne Beweis, der dann dort nachgetragen wird, sei hier nur mitgeteilt: Ist K 
ein endlicher K6rper von Charakteristik + 2 und / eine symmetrische Bilinear- 
form iiber K, die entweder binér und nullteilig oder ternér und nicht-null- 
teilig ist (solche Bilinearformen lassen sich iiber jedem endlichen Kérper an- 
geben), so geniigt die eigentlich-orthogonale Gruppe O; (K, f) dem Axiomen- 
system aus § 1. Ist K ein endlicher Kérper von Charakteristik 2 und Q eine 
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bindre, nullteilige Form Q (eine solche gibt es iiber jedem endlichen Kérper), 
so geniigt die orthogonale Gruppe 0,(K,Q) dem Axiomensystem aus § 1. 
Ist Q jedoch eine ternare, nicht-nullteilige quadratische Form iiber einem end- 
lichen Kérper K von Charakteristik 2 (die sich ebenfalls stets angeben laBt, 
wenn K nicht der Primk6érper der Charakteristik 2 ist) und 8, die zyklische 
Gruppe von der Ordnung 2, so geniigt das direkte Produkt 0,(K, Q) x 8, der 
orthogonalen Gruppe 0,(K, Q) mit der Gruppe 8, dem Axiomensystem aus § 1. 


( Bingegangen am 29. Juni. 1958) 











WILKER, P. 
Math. Annalen, Bd. 137, S. 107—124 (1959) 


Invariante Grundlegung des affinen Raumes 
Von 


Peter WILKER in Bern 


Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist eine Kennzeichnung des ,,flachen‘ oder, 
wie wir sagen werden, ,,ebenen“ affinen Raumes im Rahmen der vor allem von 
O. VEBLEN und J. H. C. Wurrexzap [4, 5] geférderten Koordinatengeometrie. 
In dieser Disziplin heiBt eine Menge ein (n-dimensionaler) ebener affiner Raum, 
wenn es eine Klasse von globalen Koordinatensystemen [d.h. von 1-1-Ab- 
bildungen der Elemente der Menge auf die Punkte des (n-dimensionalen) 
Zahlenraumes} gibt, die untereinander durch die Gruppe der linearen Ko- 
ordinatentransformationen verbunden sind. Bezeichnet man allgemein als 
geometrischen Raum eine Menge mit einer Schar noch zu umschreibender, 
zulassiger Koordinatensysteme, so handelt es sich darum, Eigenschaften an- 
zugeben, welche diesen Raum zu einem ebenen affinen machen, welche also die 
genannte Klasse von globalen Koordinatensystemen auszuzeichnen gestatten. 
Dies soll dabei in invarianter, die Hervorhebung eines bestimmten Ko- 
ordinatensystems nicht erfordernder Weise geschehen. 

Diese Aufgabe wird durch drei Reihen von Grundforderungen gelést. Die 
erste Reihe legt die zulissigen Koordinatensysteme fest und gilt allgemein fir 
die Koordinatengeometrie. Die zweite Reihe beschreibt die affine Struktur des 
Raumes und schrénkt diese auBerdem durch die Forderungen der lokalen 
Torsionsfreiheit und der lokalen Ebenheit ein. Die dritte Reihe der Grund- 
forderungen endlich bringt die zusitzlichen topologischen Eigenschaften des 
Raumes und die entscheidenden Ansitze fiir seine ebene affine Gesamt- 
struktur zum Ausdruck. Darauf gestiitzt wird die Existenz einer Klasse unter- 
einander durch lineare Transformationen verbundener, globaler zulassiger 
Koordinatensysteme nachgewiesen. 


§ 1. Koordinatensysteme. Die Grundforderungen I—VII 

Gegenstand der folgenden Uberlegungen ist eine Menge, die als geome- 
trischer Raum und deren Elemente als geometrische Punkte bezeichnet werden. 
Ihr wird die Menge aller geordneten n-tupel reeller Zahlen (£",. . ., &") = (&*) 
gegeniibergestellt, die arithmetischer Raum und deren Elemente arithmetische 
Punkte heiBen. Auf den geometrischen Raum beziigliche Eigenschaften werden 
im folgenden mit ,,G-“‘ abgekiirzt (G-Raum, G-Punkt), auf den arithmetischen 
Raum beziigliche mit ,,A-“.. Die Zahl n > 1 ist in der ganzen Arbeit fest 
gewahlt. Es werden auBerdem bezeichnet : G-Punkte mit A, B, P,...; A-Punkte 
mit a,b,p,...; G-Punktmengen mit 2%,%,8,...; A-Punktmengen mit 
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a,b,t,...; Abbildungen mit #, F, K, L, T,...; reelle Zahlen mit «, 8, &,.... 
Ist x = (€',..., &"), so heiBen die £* die Bestimmungszahlen von z. 

Unter einem Koordinatensystem K wird eine 1-1-Abbildung einer G-Menge 
2% auf eine A-Menge a verstanden, symbolisiert durch {K;2,a} oder K: 
P+ p(P€A, pea) oder K: Ava. A heiBt der G-Bereich, a der A-Bereich 
von K. Gilt K: P«+ p= (z*), so heiBen die Bestimmungszahlen x‘ die Ko- 
ordinaten des G-Punktes P in K und K heiBt ein Koordinatensystem iiber P. 

An Koordinatensystemen kénnen die folgenden Operationen vorgenommen 
werden, die auf neue Koordinatensysteme fihren. 

1.1. Sei {K; 2, a} und eine Teilmenge CA gegeben. Die durch K ver- 
mittelte Abbildung K’: &++t von ¢& auf eine Teilmenge t c a heiBe Teilsystem 
von K. Ist £ = 9 so werde auch t = @ gesetzt und das Nullsystem 0:00 
eingefihrt. 

1.2. Seien {K;%, a}, {L;G,b} gegeben und sei € = AB. Die beiden 
Teilsysteme K’: € + a’(a’ Cc a) und L’: €++b’ (b’ cb) heiBen Schnittsysteme von 
K und L. Sie kénnen natiirlich zusammenfallen oder auch gleich dem Null- 
system werden. 

1.3. Sei eine (endliche oder unendliche) Schar von Koordinatensystemen 
[{K; A, a}] gegeben; es werde GU = U A, vp = Ua (erstreckt iiber alle K der 
Schar) gesetzt und zudem die Abbildung V definiert, die jedem G-Punkt 
P €Q alle diejenigen A-Punkte p ¢ v zuordnet, die ihm in irgend einem K der 
betrachteten Schar zukommen. Ist diese Abbildung 1-1-deutig, so heiBe V das 
Vereinigungssystem der gegebenen Schar von Koordinatensystemen. Die 
letzteren werden dann als ,,vereinigt liegend“* bezeichnet. 

1.4. Sei wieder {K; 2, a} gegeben; iiber a sei eine 1-1-Abbildung 7 des 
A-Raumes in sich definiert, welche a in 4 iiberfiihren mége. Aus K: P + p und 
T :p+ p(p € a, f € @) gewinnt man ein neues Koordinatensystem K: P+ p, 
das durch T aus K transformierte System. 

Liegen umgekehrt zwei Koordinatensysteme {K ; 2, a} und {K; A%,a} mit 
demselben G-Bereich &% vor und ist fir P¢A K:Pop, KR: Pop, so wird 
durch p++ eife 1-1-Abbildung im A-Raum induziert, welche die Trans- 
formation zwischen K und K hei®en mége. Insbesondere ist die Transformation 
zwischen den Schnittsystemen zweier Koordinatensysteme von Bedeutung. 

Ein A-Wiirfel w um x,= (&)), abgekiirzt w(z,), ist die Menge derjenigen 
x= (&), fir deren Bestimmungszahlen die Ungleichungen 


|g*§— &) < 0 (0>0,i=1,...,n) 


gelten. Mit Hilfe der A-Wiirfel kann im A-Raum die iibliche topologische 
Struktur erklart werden. 

Eine regulaire Transformation der Klasse u im A-Raum ist eine 1-1-Ab- 
bildung einer offenen A-Menge auf eine ebensolche, in den Bestimmungszahlen 
der beteiliggen Punkte durch n Funktionen = £4(&,..., ) ausgedriickt. 
Diese Funktionen sollen u-mal stetig differenzierbar sein, und es soll im ganzen 


Definitionsbereich ee +0 gelten. Es werden die Abkiirzungen 

















Invariante Grundlegung des affinen Raumes 


verwendet : 
oi= Fe; ob = Dad 
v,(€) = Inverse zu @}, also 92, = 7, @) = dj 
(i, k,l, A= 1,...,; tiber A summieren). 

Nun kann die erste Reihe der Grundforderungen aufgestellt werden. Sie 
umschreibt den Begriff ,,zulassiges Koordinatensystem‘‘, der — wie der Begriff 
,.G-Punkt“ und der spater einzufiihrende Begriff ,,affine Struktur‘‘ — im 
axiomatischen Sinne unerklart bleibt. 

I. Der A-Bereich eines zulissigen Koordinatensystems ist offen. 

II. Hin Teilsystem eines zuliissigen Koordinatensystems ist zuliissig, falls 
sein A- Bereich offen ist. 

III. Die Schnittsysteme zweier zuliissiger Koordinatensysteme sind zuléssig. 

IV. Existiert das Vereinigungssystem einer Schar von zuliissigen K oordinaten- 
systemen, so ist es zuléssig. 

V. Haben zwei zuliissige Koordinatensysteme den gleichen G-Bereich, so ist 
die Transformation zwischen ihnen reguliér von der Klasse u = 3. 

VI. Das aus einem zuliissigen Koordinatensystem transformierte System ist 
zuliissig, falls die verwendete Transformation im A-Raum eine regulire Trans- 
formation der Klasse u = 3 ist. 

VII. Jeder G-Punkt liegt im G-Bereich eines zuliissigen Koordinaten- 
systems. 

Bemerkungen: Die vorstehenden (weiterhin als GF.I—VII zitierten) 
Grundforderungen sind im wesentlichen den von O. VEBLEN und J. H.C. 
WauirexeaD ((4]; [5], Kapitel VI) aufgestellten Axiomen A,—A,, B,—B,, C; 
und einem Teil von C, aquivalent. Das in C, enthaltene Separierbarkeits- 
axiom wird unten in speziellerer Form auftreten, ebenso das Existenzaxiom C3. 

Unter Zuhilfenahme der GF. I—VII kann im G-Raum eine topologische 
Struktur eingefiihrt werden, indem eine G-Menge als offen bezeichnet wird, 
wenn sie Vereinigungsmenge von G-Bereichen zulissiger Koordinatensysteme 
ist. Die Axiome einer topologischen Struktur sind erfillt [GF. VII, II (Null- 
system), III und Definition]. 

Da im folgenden ausschlieBlich von zulassigen Koordinatensystemen 
Gebrauch gemacht werden wird, soll der Ausdruck ,,zulassig‘* fortgelassen 
und iiberdies die typographische Abkiirzung ,,K’system“ verwendet werden. 

Als Anwendung der GF. I—VII wird der in dieser Arbeit gebrauchte Be- 
griff der G-Kurve eingefiihrt. Dies muB, da eine Kurve nicht von einem ein- 
zigen K’system erfaBt zu werden braucht, in lokaler Weise geschehen. 

Ein K’system iiber einem G-Punkt P heiBt lokal, wenn sein A-Pereich ein 
Wirfel um den Bildpunkt p von P ist. Nach den GF. I und II gibt ex in jedem 
K’system iiber einem Punkt P lokale Teilsysteme tiber P. 

Sei nun f ein Gebiet des A-Raumes. Eine Menge f in f heiBt einfache 
A-Kurve der Kiasse u in f, wenn die Punkte z ¢ t eine 1-1-Abbildung auf ein 
offenes, reelles Intervall «<1t< f gestatten und fiir ihre Bestimmungs- 
zahlen &', als Funktionen von 1, die Bedingungen gelten : 
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1.5. Die &*(r) sind in (a, 8) u-mal stetig differenzierbar, wobei u = 1. 

1.6. In (a, B) ist (E(x), .. ., €®(z)) + (0, .. ., 0). 

1.7, Fir ta, 8 streben die A-Punkte 2z(r) = (€*(t)) gegen den Rand 
von f. 

Eine G-Menge & heiBt G-Kurve der Klasse wu, falls es tiber jedem P € R ein 
lokales K’system {L; %, w} gibt, welches die Menge R \W auf eine einfache 
A-Kurve der Klasse u in w abbildet. 

Es ist zu zeigen, daB diese Definition fiir u < 3 (was hier vorausgesetzt wird) 
invariant ist, d. h., es muB bewiesen werden: Ist K ein beliebiges K’system 
iiber einem Punkt P einer G-Kurve, so gibt es in K ein lokales Teilsystem der 
beschriebenen Art. 

Das nach Definition existierende lokale K’system Z und das K’system K 
tiber P haben nichttriviale Schnittsysteme. Deren A-Bereiche mégen mit 
{ bzw. [ bezeichnet werden, die Transformation zwischen ihnen mit T 
(GF. ITI, V). 

Der vom G-Bereich der beiden Schnittsysteme erfaBte Teil der G-Kurve 
hat in { eine Darstellung &‘(r), in J eine Darstellung &(r) (erklart in einer 
offenen t-Menge). Die Bedingungen 1.5 und 1.6 fiir die Funktionen £(r) folgen 
aus denjenigen fiir die Funktionen £‘(r) und aus der Regularitét der Trans- 
formation T (GF. V). 

Nach dem im Anhang bewiesenen Hilfssatz und nach GF.I gibt es in f 
einen A-Wirfel w, in welchem die é‘(t) eine einfache A-Kurve beschreiben. 
Das Bild ® von w in f erfiillt wiederum die Voraussetzungen desselben Hilfs- 
satzes, woraus die Richtigkeit der Behauptung unmittelbar gefolgert werden 
kann. 


§ 2. Die affine Struktur. Die Grundforderungen 1—4 

Im G-Raum wird in der iiblichen Weise eine affine Struktur eingefiihrt 
durch die Zuordnung eines geometrischen Objekts J°(X) zu jedem G-Punkt X. 
(Vgl. etwa [3], II § 3 und die dort angefiihrte Literatur.) In jedem K’system K 
tiber X gehéren zu J"(X) N reelle Zahlen, die Komponenten von J’. Diese 
Zahlen kénnen als Funktionen der Koordinaten von X aufgefaBt werden, 
definiert im A-Bereich von K. Die Komponenten in einem andern K’system K 
tiber X werden durch Uberstreichen gekennzeichnet. = £‘(§) deute die Trans- 
formation zwischen den Schnittsystemen von K und K an. 

Die affine Struktur soll den folgenden Grundforderungen geniigen (spater 
mit GF. 1—4 zitiert): 

1. Es ist N = ni’. 
( Bezeichnung der Komponenten von I'(X) in K: X + x= (&) mit Ij, (&,...,e") 
(6, b, t= 1,...,2).) 

2. Die I'j,(€) sind in ihrem Definitionsbereich einmal stetig differenzierbar. 

3. Es gilt 
ThE) = % wf oF 15, (E()] + %5 whe 
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(Alle Indizes = 1, ..., n). 








4. Wird 
Jun = Ti- Th 
und 
ori arin . : 
Piim = = _ a8 - TED im — Tin Tha 
gesetzt, so gilt 


Zkn= 0; Phim = 0 (a, t, k,l, m= 1,...,n). 


GF. 4 bedeutet lokale Torsionsfreiheit und lokale Ebenheit der affinen Struktur. 
(Vgl. etwa [5], III oder [1] und die dort angegebene Literatur.) 

Die affine Struktur gestattet es, in bekannter Weise im G-Raum aus- 
gezeichnete G-Kurven einzufiihren. 

. Eine G-Kurve der Klasse u = 2 heiBt lokal gerade, wenn sie folgende Be- 
dingungen erfillt: Ist L ein lokales K’system iiber einem Punkt P der Kurve, 
welches den in § 1 formulierten Voraussetzungen geniigt, so sollen die dazu 
gehérenden Koordinatenfunktionen (rt) in ihrem Definitionsintervall den 
Differentialgleichungen 
(2.1) &+ Ti,fe&=0 (i, A, w= 1,...,m) 
geniigen, wo die I},(€) die Komponenten der affinen Struktur beziiglich L sind. 
Die Invarianz dieser Definition folgt aus der bereits bewiesenen Invarianz der 
G-Kurven und aus den GF. V und 3. 

In der Definition der lokal geraden G-Kurven treten, vermittelt durch die 
in Betracht fallenden lokalen K’systeme, 1-1-Abbildungen von Teilmengen 
der Kurven auf offene Intervalle der t-Achse auf. Diese Abbildungen sollen 
affine Parametersysteme der lokal geraden G-Kurven heiBen. Transformiert 
man ein solches durch eine lineare Transformation t= 97 + o (g + 0) seines 
t-Bereiches, so entsteht, wie aus 2.1 sofort erkenntlich, wieder ein affines 
Parametersystem der Kurve. 


§ 3. Strecken. Die Grundforderungen A—D 


Eine Punktmenge @ des G-Raumes werde G-Strecke genannt, wenn sie 
folgenden Bedingungen gehorcht : 

3.1. © ist eine lokal gerade G-Kurve. 

3.2. Es gibt eine 1-1-Abbildung der Punkte von © auf ein reelles Intervall 
a<t< #, genannt Parametersystem von ©. 

3.3. Diese Abbildung ist lokal affin, d. h., es gibt zu jedem rt € (a, 8) ein t 
enthaltendes, cffenes Teilintervall von («, 8), in welchem die Abbildung ein 
affines Parametersystem der Kurve darstellt. 

Satz 3.4. Besitzt eine G-Strecke G zwei Parametersysteme mit « < t< £ 
bzw. a<T< B als Parameterintervallen, so existiert eine lineare Trans- 
formation t = 97 + o(@ + 0) zwischen den einander entsprechenden Parameter- 
werten. 

Beweis. Sei P,¢S und gelte P, ++ t, bzw. P, ++ 7, in den beiden Parameter- 
systemen. Nach Voraussetzung 3.3 gibt es-zwei lokale K’systeme tiber P,, 
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welche die affinen Parametersysteme um tT, bzw. ft, vermitteln. Der G-Bereich 
ihrer Schnittsysteme erfaBt eine Teilmenge von ©; diese wird in den beiden 
Schnittsystemen durch zwei Funktions-n-tupel &'= g‘(r) und = @(7) dar- 
gestellt. Ubt man auf eines der beiden Schnittsysteme die zugehérige Trans- 
formation seines A-Bereiches aus, so entstehen Darstellungen ¢*= g‘(rt) und 
&'= y*(t) im gleichen K’system. 

Wie aus der Stetigkeit der beteiligten Funktionen und GF. I hervorgeht, 
sind die g‘(r) und die y‘(z) tiber zwei offenen Mengen der t-Achse bzw. der 
t-Achse definiert. Da jetzt x(t) = (g*(t)) und x(7) = (p*(7)) dieselbe Kurve 
im A-Raum beschreiben, gilt g(t.) = Aw*(t%), A= const + 0 wegen 1.6. Die 
lineare Parametertransformation 7 = 9t*+ o mit 9 = A,o = T,— At, erzeugt 
dann ein neues Funktions-n-tupel p** (r*), fiir welches offenbar y**(1,) = o*(T,) 
und p*"(z,)= g‘(t,). Aus dem Eindeutigkeitssatz fir die Differentialglei- 
chungen 2.1 und den Bedingungen 3.1, 3.3 fiir S folgt die Identitat y(t) = p*(r) 
fiir ein ganz im Definitionsbereich beider Funktions-n-tupel gelegenes Intervall 
uM Ty. 

Um jedes t,¢€ (a, 8) gibt es also ein Intervall J(z,) und eine lineare Trans- 
formation von 7 derart, daB das t-Parametersystem und das aus dem 7-Para- 
metersystem transformierte System in J(t,) tibereinstimmen. Mit Hilfe des 
Heine-Borelschen Theorems ist nun sofort einzusehen, daB diese linearen 
Parametertransformationen fiir alle t in («, 8) dieselben sind. Damit ist der 
Satz bewiesen. 

Sei G eine G-Strecke, «< 1< # eines ihrer Parameterintervalle. Ein 
G-Punkt R heiBt Endpunkt von © beziiglich a, wenn es zu jedem lokalen 
K’system iiber R ein positives e so gibt, daB die simtlichen, den Parameter- 
werten aus «<t< a+ e zugeordneten Punkte von © im G-Bereich des 
K’systems liegen. R heiBt Endpunkt von © beziiglich 8, wenn das namliche 
fiir 8 — e< t< # zutrifft. Gilt das eine oder das andere, so hei®t R Endpunkt 
der G-Strecke schlechthin. 

Sind zwei G-Punkte R und S Endpunkte einer G-Strecke G mit dem 
Parameterintervall « < t < f, der erste beziiglich «, der zweite beziiglich £, 
so werde dies durch die Aussage ,,O geht durch R und S“ gekennzeichnet und 
durch S = |RS| symbolisiert. 

Aus Satz 3.4 folgt ohne weiteres die sinngema8 interpretierte Invarianz 
dieser Definitionen. 

Satz 3.5. Sei G eine G-Strecke, («, 8) eines ihrer Parameterintervalle, 
y eine Zahl aus («, 8) und C der y entsprechende Punkt auf ©. Dann liefern 
die Bilder der Intervalle (a, y) und (y, 8) zwei G-Strecken, die beide C als 
Endpunkt besitzen. 

Der Beweis folgt leicht aus den einschlagigen Definitionen. 

Nun kénnen die letzten Grundforderungen aufgestellt werden (zitiert mit 
GF. A—D). 

A. Der G-Raum ist nicht leer. 


B. Der G-Raum ist zu8ammenhingend. 
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C. Ist eine G-Strecke S und ein Endpunkt R von © gegeben, so gibt es einen 
und nur einen G-Punkt S so, daB S durch R und S geht. 

D. Durch zwei G-Punkte geht héchstens eine G-Strecke. 

Bemerkungen: Die Aussage von GF. B bezieht sich auf die in § 1 erklarte 
topologische Struktur des G-Raumes. Der erste Teil von GF. C laB8t sich, wie 
man aus den Satzen des folgenden § 4 leicht folgert, auch in der Form des 
Bolzano-WeierstraBschen Theorems aussprechen: ,,Jede auf einer G-Strecke 
gelegene, unendliche Menge von G-Punkten besitzt einen Haufungspunkt.‘ 
(Vgl. die analoge Forderung fiir die loka] euklidischen Raéume in [2], Kap. ITI 
oder in [6].) Der zweite Teil von GF. C stellt einen Ersatz fiir das Separierbar- 
keitsaxiom des G-Raumes dar. GF. D endlich ist die entscheidende globale 
Bedingung fiir die Ebenheit des ganzen G-Raums. 

Als einfache Folgerung aus der GF. D werde bewiesen 

Satz 3.6. Geht eine G-Strecke durch zwei G-Punkte P und Q, so ist P + Q. 

Beweis. Andernfalls wiirde ein nach Satz 3.5 gewahlter Teilpunkt 7 der 
Strecke zwei neue Strecken definieren, die durch P und JT bzw. durch Q= P 
und 7 gehen, also nach GF. D zusammenfallen miiBten. Dies wiirde aber der 
Eineindeutigkeit des Parametersystems widersprechen. 


§ 4. Affine Koordinatensysteme. Der Streckensatz 


Ein K’system heiBt affin, wenn fiir jeden Punkt seines A-Bereichs alle 
Komponenten der affinen Struktur verschwinden, also Jj,= 0 ist. 

Satz 4.1. Uber jedem G-Punkt gibt es ein lokales affines K’system. 

Beweis. In einem K’system K iiber dem G-Punkt P, K: P+ p= (z‘) 
(GF. VII) seien die Komponenten der affinen Struktur Jj,(&). Es werden die 
Differentialgleichungen 


an on 





(4.2) pean ~ ox Tun = 0 (k,l,A=1,...,0) 
mit den Anfangsbedingungen (x)= 0, “12 — 4) (k= 1,...,n; 1Sisn, i fest) 


betrachtet. Ihre Integrabilitatsbedingungen, die gerade 5",,)= 0 und Pj,,,= 0 
lauten, sind nach GF. 4 identisch erfiillt. Deshalb besitzt das System 4.2 in 
einem A-Wirfel um p eine und nur eine Lésung 7 = g‘(€) mit o‘(z) = 0; 


ae = 6j. Unter Verwendung der n verschiedenen, zu i= 1,...,” gehé- 


renden Lésungen kann man eine Transformation (&,...,é")<+[@(&),..., p™(&)] 
seta’ 
ansetzen, die wegen Det * or = 1 und GF. 2 in einem A-Wiirfel um p 
regulir von der Klasse u = 3 ist. Transformiert man mit ihrer Hilfe das von 
diesem A-Wiirfel gelieferte Teilsystem des urspriinglichen K’systems K, so 
entsteht ein neues K’system, das nach den GF. II und VI zulassig, dessen 
A-Bereich offen ist und in welchem alle Jj, nach GF.3 verschwinden. Die 
Existenz eines lokalen affinen K’systems itiber P ist damit nach GF. II 


gesichert. 
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Der G-Bereich eines lokalen affinen K’systems {Z; 8, w} heiBe G-Wiirfel. 
Gilt w(p) und Z: p+ P, so ist P der Mittelpunkt von W, abgekiirzt ID (P). 

Das durch eine lineare Koordinatentransformation mit nicht verschwin- 
dender Determinante aus einem lokalen affinen K’system hervorgehende 
K’system ist nach den GF. VI und 3 wieder zulassig und affin ; es werde Zlementar- 
system genannt. Sein A-Bereich ist ein (n-dimensionales) Parallelotop. Elemen- 
tarsysteme werden in der Folge typographisch durch ,,E’system“ abgekirzt. 

Die in der vorliegenden Arbeit zu lésende Aufgabe kann nun prazisiert 
werden : es soll aus E’systemen ein globales affines K’system aufgebaut werden. 

Die Menge der A-Punkte z = (&*) mit ‘= a+ 1 B*, (6',..., 8") + (0,..., 0), 
t im Parameterintervall mit den Randpunkten « und £ > a heiBt A-Strecke; 
r= (&(a)) und s= (€*(8)) sind ihre Endpunkte. Bezeichnungen: |rs| fir 
a<t< 8, |rs| fir «< t<f, |rs| fir «<1t<. Liegt eine feste Parametri- 
sierung einer A-Strecke vor, so sollen gelegentlich die Punkte der Strecke 
durch ihre Parameterwerte bezeichnet werden. 

Satz 4.3. Das Bild einer offenen A-Strecke, die ganz im A-Bereich eines 
affinen K’systems liegt, ist eine G-Strecke. Die Bilder ihrer Endpunkte sind, 
falls vom K’system erfaBt, Endpunkte der Bildstrecke. 

Der Beweis ist klar. 

Der nachstehende Hilfssatz wird in der Folge sehr oft verwendet und soll 
der Kiirze halber mit ,,Streckensatz“ zitiert werden. 

Satz 4.4. (Streckensatz). Zwei affine K’systeme K, und K, enthalten im 
Durchschnitt ihrer A-Bereiche eine abgeschlossene A-Strecke ||yw|. Auf dieser 
Strecke existiere ein Zwischenpunkt z derart, daB die Teilstrecke |vz|| von K, 
und K, punktweise identisch auf die gleiche G-Strecke abgebildet wird. Dann 
wird ganz |\yw|| punktweise identisch abgebildet. 

Beweis. Nach vollzogener Parametrisierung {= »‘+ t(w‘—»*) mit 
0<1t <1, v= (v*), w= (w*) werden die Bilder des A-Punktes t (vgl. die oben- 
stehende Festsetzung) bei K, und K, mit 7',(r) bzw. mit 7',(r) bezeichnet. 

Gabe es Punkte 1, fiir welche 7, (rt) + 7,(t), so sei uv ihr Infimum auf dem 
Intervall [0,1], wobei nach Voraussetzung ~ >0 sein muB. Die A-Strecke 
|0 u| wird dann von beiden K’systemen auf eine einzige G-Strecke abgebildet ; 
T,(0) = T,(0) ist ein Endpunkt beziiglich 0 dieser Strecke, waihrend sowohl 
T,(u) als auch 7,(u) Endpunkte beziiglich w sind. Aus GF.C folgt nun 
T(u) = T(x). 

Sei 8 der Durchschnitt der G-Bereiche von K, und K, und seien 4), 4, 
seine Bilder im A-Raum. Zwischen 4, und 4, gibt es nach den GF. III und V 
eine regulire Abbildung 7’, dargestellt durch £§ = &(&,), wobei diese Funk- 
tionen nach Voraussetzung und GF. 3 den Differentialgleichungen sea =0 
geriiigen. 

Der Punkt u gehért wegen 7, (u) = T,(u) € 8 sicher zu 4,; man kann daher 
(GF. I) eien A-Wiirfel w,(u) C4, finden, in welchem die eben genannten 
Differentialgleichungen lésbar sind und fiir die &} lineare Funktionen der 
liefern. 
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Die Transformation T 148t offenbar die Punkte der A-Strecke |0 || fest, 
insbesondere auch diejenigen unter ihnen, die in w, liegen. Da 7 dort als 
linear erkannt wurde, hilt 7 auch alle in w, gelegenen Punkte der urspriing- 
lichen Strecke |}01| fest. Dies bedeutet aber, daB diese letzteren Punkte bei 
K, und K, dieselben G-Bilder hatten. uv ist daher nicht Infimum, im Wider- 
spruch zur Annahme. 


§ 5. Die Vereinigung von Elementarsystemen 


In diesem Paragraphen seien zwei E’systeme {Z,; U,, u,} und {H,; U,, ug} 
gegeben ; ihre Schnittsysteme werden mit {S,; G, p,} bzw. {S,; B, v,} bezeichnet, 
wo also GU = U, Uy, 0, CUy, Dg C Uy. Die Transformation zwischen S, und S, 
laute LD. 

Satz 5.1. Liegen die beiden G-Punkte P und Q in %, so auch eine durch sie 
gehende G-Strecke. 

Beweis. Es sei S,: P + p,,Q« q; S,: P< pe, Q + gq. Die beiden A-Strecken 
|p, q,| C U, und |p,g_| C u, werden (Satz 4.3) durch EZ, und £, auf zwei G-Strecken 
abgebildet, die beide durch P und Q gehen und daher nach GF. D zusammen- 
fallen. Als gemeinsames Bild von A-Punkten bei Z, und £, liegt daher | P Q| 
ganz in B. 

Satz 5.2. v, und vp, sind konvex (falls G + 9). 

Beweis. Sei p,, q,€ ¥,; wie der vorangehende Beweis zeigte, liegt das Bild 
von |p,q,| bei Z, ganz in %, also |p, q,| ganz in v,. Dasselbe gilt fiir v,. 

_ Satz 5.3. Die Transformation L ist (falls G + 9) linear. 

Beweis. Wie schon beim Beweis des Streckensatzes ausgefiihrt, folgt aus 
dem affinen Charakter von Z, und E, und GF. 3 die Existenz eines A-Wiirfels 
um jeden Punkt von p,, in welchem JL linear ist. Da aber zwei Punkte aus p,, 
wie soeben bewiesen, stets durch eine ganz in p, gelegene A-Strecke verbunden 
werden kénnen, folgt die Behauptung durch geeignete Anwendung des Heine- 
Borelschen Theorems und GF. V ohne weiteres. 

Satz 5.4. Das E’system E, kann durch Anwendung einer linearen Trans- 
formation in eine vereinigte Lage mit ZL, gebracht werden. 

Beweis. Fir G = @ ist die Aussage klar, also sei U +9. Nach Satz 5.3 
gibt es eine lineare Koordinatentransformation zwischen den Schnittsystemen 
von £, und £,, welche v, in vj = v, iiberfiihrt. Diese lineare Transformation 
werde auf ganz u, angewendet, wodurch das neue E’system {2}; U,, uj} ent- 
stehen mége (GF. VI). 

Um die Existenz des Vereinigungssystems von Z; und £, zu zeigen, geniigt 
es jetzt, den Nachweis fiir die folgende Tatsache zu fiihren: Aus X,¢ U,, 
X,€ Uy, X, + X,; Bi: X, + xj, H,: X, x, folgt xj + xp. 

Andernfalls wiirde zj = z,= zim Durchschnitt 3 = uj /u, liegen. 4 enthalt 
nach Konstruktion auch die A-Menge v = pj = D,, in welcher y ein beliebig 
gewahlter Punkt sein mége. Da 4, als Durchschnitt zweier Parallelotope, 
konvex ist, gilt auch ||yz| <4. 
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Die Punkte von p besitzen nach Konstruktion bei 2; und £, dieselben 
G-Bilder, auBerdem ist v nach GF. I offen. Daher geniigt offenbar die A-Strecke 
|ya|| in 4 den Voraussetzungen des Streckensatzes und es gilt X,= X,, im 
Widerspruch zur Annahme. 

Zusatz 5.5. Wie eine Analyse der Beweise der Satze 5.1 bis 5.4 zeigt, laBt 
sich Satz 5.4 auf allgemeinere affine K’systeme ausdehnen. Gebraucht wurde 
von den E’systemen im wesentlichen nur die Tatsache, daB ihre A-Bereiche 
konvex sind. 


§ 6. Elementarketten 


In diesem und dem nachfolgenden Paragraphen werden die hauptsich- 
lichsten Hilfsmittel fiir die Konstruktion des globalen affinen K’systems aus 
E’systemen bereitgestellt. 

Die Menge der x = (&*), fiir die F'= a+ 1 Bt, (f',..., 8") + (0,.. ., 0), 
t 2 0 heiBt A-Strahl vom Punkt a = (a‘) aus. Im folgenden werden alle auf- 
tretenden A-Strahlen durch den Parameter t im Intervall 0 < t < co para- 
metrisiert angenommen. ° 

Sei nun ein solcher Strahl g von einem A-Punkt p, aus gegeben; weiter sei 
{{Z,; W,, w,}] (t= 0,1, ..., r) eine endliche Folge von E’systemen, welche die 
folgenden Bedingungen erfiillen: 

6.1. Die Mittelpunkte p; der w, liegen fiir alle i auf g, und es gilt fiir die 
zugehérigen Parameterwerte 0 = a» < 2, <*** < 2,. 

6.2. Die A-Strecke ||p, p;,;\| liegt ganz in w; UV w,,,(¢= 0,...,7 — 1). 

6.3. EZ; und E,,, liegen vereinigt (i = 0,...,r — 1). 

Eine solche Folge [Z,, Z,, E,,..., Z,] heiBe eine Elementarkette lings g, 
g selbst ihre Achse. [Die Existenz nicht-trivialer Elementarketten (r > 0) folgt 
leicht aus den Satzen 4.1 und 5.4.] 

Eine einfache Folge der Definition ist 

Satz 6.4. Die A-Strecke |p, p;.,| besitzt Punkte im Durchschnitt w,; \w,,, 
und es ist somit w, \w,,, + 9 (t= 0,...,r— 1). 

Beweis. Andernfalls bestiinde eine Zerlegung |p;p,;.,| = PjUPj., mit 
Py C Wy, Pyag C Wis, Py O Pyy= 9, wobei die p,, p;., relativ zur Strecke offen 
waren (GF. I). Dies ist aber unméglich. 

Es sei nun 6 ein weiterer, von p, ausgehender, aber von g verschiedener 
A-Strahl. b habe mit allen Durchschnitten 4,= w, \w,,, gemeinsame Punkte q,, 
und zwar so, daB die zugehérigen Parameterwerte x; auf ) wieder 0 < x, < 
< %,<*** < %,,, erfiillen. Ein solcher Strahl heiBe A xialstrahl der Elementar- 
kette. Es soll gezeigt werden, daB es stets einen ganzen Kegel von Axial- 
strahlen gibt, d.h., daB folgendes gilt: Stellt ‘= a‘+ 1B die Achse der 
Elementarkette dar, so gibt es ein ¢ > 0 derart, daB alle durch €'= af + ry* 
mit |y‘— £*| < e dargestellten Strahlen Axialstrahlen sind. 

Auf g kénnen namlich nach Satz 6.4 Punkte r, ¢ 4, mit beziiglich ¢ auf- 
einanderfolgenden Parameterwerten gewahlt werden und um jeden dieser 
Punkte je ein A-Wiirfel »;C 4, mit v, \v,= 9 (& +1). Da nur endlich viele 
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solcher p, vorliegen, gibt es von p, aus einen Kegel von A-Strahlen, die alle 
pv, treffen. Wahit man in jedem pv, einen Punkt gq, auf einem dieser Strahlen, 
so ist leicht einzusehen, daB infolge der Konstruktion der pv, die Parameter- 
werte dieser q, beziiglich + aufeinanderfolgen. 
Der so konstruierte Kegel von Axialstrahlen werde Azialkegel genannt. 
Satz 6.5. Ist 2¢€w,(s <r) ein Punkt eines Axialstrahls, so liegen alle 


& 
Punkte der Strecke ||p, z|| innerhalb U w,. 
0 


Beweis. Wegen gy € Wy V Wyss Teer © Wess Ver liegt e941! ganz in w,,,, 
also |PoGo| CW, |Go%l| Cy -- +» |Gs-19s] C,, und mit |g,2] Cw, folgt die 
Behauptung. 

Fiir die folgenden vier Satze werde als fest vorgegeben angenommen: 
eine Elementarkette [{Z,;%,, w,}] (¢= 0,1,..., 17) langs eines A-Strahls g 
und einer ihrer Axialstrahlen b. 

Satz 6.6. Die A-Punkte des Strahls ) werden, soweit erfaBt, von allen 
E’systemen £, der Kette je auf die gleichen G-Punkte abgebildet. 

Beweis. Anwendung volistandiger Induktion nach der Zahl der E’systeme 
in einer Kette. Der Satz gilt fiir ein- und zweigliedrige Ketten und sei bis zur 
Gliederzahl r nachgewiesen; nun liege eine Elementarkette mit (r+ 1) 
E’systemen vor, nimlich die angegebene. 

Da 6 nach Konstruktion auch Axialstrahl der Teilkette [Z,, 2£,,..., Z,,] 
ist, gilt nach Induktionsvoraussetzung der Satz fiir diese. 

In w, liegt eine Teilstrecke von 6, die durch |« | (« < £) gegeben sein 
mége (Punkte wieder mit Parameterwerten identifiziert!). Auf dieser Strecke 
gibt es einen Punkt x,_, im Durchschnitt 3,_,= w,_, © w, und daher auch eine 
Teilstrecke um x,_, ganz in 4,-,. Fiir diese Teilstrecke ist nach Induktions- 
voraussetzung und wegen der Existenz des Vereinigungssystems von E,_, 
und £, der Satz richtig. Sei |x’ 8’| die gréBte, um x,, und ganz in |«f| gelegene 
Strecke, fiir welche der Satz ebenfalls noch zutrifft (« < «’ < x,, < fp’ S B). 
Es sollte «= a, B’= B nachgewiesen werden. 


Zu diesem Zwecke wird es geniigen, zu zeigen, daB andernfalls entweder 
«’ oder f’ auBer in w, noch in einem andern w, (k < r) liegen. Denn dann gibt 
es wegen der Maximalitét von |«’f’| in w, wm, eine Strecke um «’ oder f’, 
die den Voraussetzungen des Streckensatzes geniigt, was offensichtlich dieser 
Maximalitaét widersprechen wiirde. 

Die Aussage «’ € w, (k < r) folgt aber sofort aus Satz 6.5 wegen «’ < x,_;; 
fir f’ folgt sie analog aus der Tatsache, daB zwischen x,_, und f noch ein 
Punkt y liegen muB, der bei einem £, (k < r) ein anderes G-Bild hat als bei 
E, — sonst ware ja 6’= 8 — und daB dann f’ < y gilt. 

Nachtrag: Der Ausnahmefall p,¢ w, wird vom Beweis nur erfaBt, falls 
a’ > 0 ausfallt. Ist auch «’= 0, d. h., gilt der Satz fiir alle Punkte r > 0 von 
(mit passendem 1), so gilt er auch fiir t= 0 nach Satz 4.3 und GF. C. 

Satz 6.7. Sei [{F;;B,,v,}] (¢= 0,1,...,8) eine zweite Elementarkette, 
die 6 als Achse hat und fiir die F, und Z, identisch sind. Dann werden die 
9* 
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A-Punkte von 6, soweit erfaBt, von der Kette [F'] auf die gleichen G-Punkte 
abgebildet wie von der Kette [2]. 

Beweis. Die Aussage gilt fiir den in wy= 0, liegenden Teil von 6. Die 
Punkte t von ), fiir welche sie nicht gilt, hatten ein Infimum yz, fiir welches 
> 0 und yp ¢ Dd, erfiillt sein wiirde. u liegt (Satz 6.5) gleichzeitig in einem w, 
und einem »v, (i, k > 0), und die Anwendung des Streckensatzes liefert sofort 
das Resultat. 

Zusatz 6.8. Die beiden vorangehenden Sitze gelten insbesondere fiir die’ 
Achse g der Elementarkette [Z]. Sie besagen dann: ein A-Strahl wird von 
allen E’systemen, die zu Elementarketten mit gleichem Anfangsglied und mit 
dem Strahl als Achse gehéren, in gleicher Weise in den G-Raum abgebildet. 

Satz 6.9. Die von den E’systemen EZ, der Kette erfaBten A-Punkte von b 
werden auf eine G-Menge © abgebildet. © ist eine G-Strecke. 

Beweis. Seien t mit 0 < t < ¢ die erfaBten Punkte von h (0 ausgenommen) 
und S(t) ihre Bildpunkte im G-Raum, S(t) ¢«@. DaB S den Bedingungen 3.1 
und 3.3 der Definition von G-Strecken gehorcht, ist unmittelbar einzusehen. 
Weiter ist nach den vorangehenden Satzen klar, daB die Punkte von © ein- 
deutig den Zahlen des Intervalls (0, ¢) zugeordnet sind. Es bleibt nachzuweisen, 
daB diese Zuordnung auch umkehrbar eindeutig ist, d. h., daB aus S(t’)= S(t) 
folgt t’= rt. 

Es werde abkiirzend ein Punkt t’ des Strahls, fiir den S(t’) = S(t) mit 
t’ <t gilt, ,,Vorgainger“ von t genannt. Die Punkte von 6 mit Vorganger 
besitzen ein Infimum yp, und es gilt sicher ~ ¢ w,); denn die Punkte von 6 in 
w, kénnen keinen Vorganger besitzen. y selbst hat ebenfalls keinen Vorgianger y’. 
Sonst ware das Bild der A-Strecke |y’ u| wegen der Definition von y eine 
G-Strecke durch S(u’) und S(u) = S(u’), was Satz 3.6 widerspricht. 

Es liege uw in w,. Man kann dann eine A-Strecke |« 8| Cw, mit « < uw < B 
finden, welche die beiden Teilstrecken |« u| und |y f| enthalt. Auf |u A| liegt 
sicher ein Punkt t mit Vorginger t’, da soeben yu als Infimum, nicht aber 
Minimum, nachgewiesen wurde. Da die Abbildung von |« | durch F, i-1-deutig 
ist, muB tr’ auBerhalb dieser Strecke liegen, also t’ < « ausfallen. Dann werden 
aber die beiden A-Strecken |r’ u| und |ut| auf zwei G-Strecken |S(r’) S(y)| 
und |S(u) S(r)| abgebildet, die wegen S(t’) = S(t) durch die beiden gleichen 
G-Punkte gehen und somit nach GF. D identisch sind. Es gibt also auf |r’y|, 
daher insbesondere auch auf | u| Punkte, die dasselbe G-Bild aufweisen wie 
gewisse Punkte auf |ut|, also auch auf |u|. Dies widerspricht aber der 
1-1-Abbildung von |« 8| durch £,. 

Satz 6.10. Sei {£,;%D_(P,), Wo(~o)} ein E’system, und sei g ein A-Strahl 
von p, aus. Dann gibt es zu jedem A-Punkt z € g eine mit Z, beginnende und 
g als Achse aufweisende Elementarkette [{2;;,, w,}] (= 0,1,...,#), die 
zx erreicht, so daB also x € mw, fiir ein geeignetes k gilt. 

Beweis. 1. Gesetzt, es gibe Punkte < ¢ g, die von keiner Elementarkette der 
geforderten Art erreicht werden; dann sei ~ deren Infimum. Es ist sicher 
p > 0. Der Punkt yu selbst wird von keiner Elementarkette erreicht, wohl aber 
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gibt es zu jedem rt auf |0 | mindestens eine von EZ, ausgehende Elementar- 
kette, die t erfaBt. 

Wie aus den Satzen 6.6 bis 6.9 ohne weiteres hervorgeht, wird die A-Strecke 
|0u| von den verschiedenen zugelassenen E’systemen auf eine G-Strecke © 
abgebildet, deren einer Endpunkt beziiglich 0 der G-Punkt P, ist. Nach 
GF. C gibt es dann einen G-Punkt M, der Endpunkt von © beziiglich , ist. 

2. Es sei fiir spaiter vermerkt, daB keines der betrachteten E’systeme E 
einen Punkt t aus |04| auf M abbilden kann. Andernfalls wiirde sich nimlich 
ein lokales, affines Teilsystem {F; U(M), v(r)} in Z finden lassen; DB wiirde 
nach der Definition des Endpunktes eine Teilstrecke von © enthalten, die 
durch |u — e, u| mit geeignetem « geliefert wird. Man kénnte aber ¢ und die 
Seitenlinge des A-Wiirfels p(t) so wahlen, daB |u — ¢, u| qv. Dies wider- 
sprache dem in Satz 6.9 bewiesenen Sachverhalt. 

3. Uber dem Punkt M werde nun nach Satz 4.1 ein E’system {EZ ;%3(M),iv} 
konstruiert. Es gibt wieder ein ¢ > 0 derart, daB die Bildpunkte der A-Strecke 
|4 — &, w| simtlich in YW liegen. Weiter gibt es nach 1. eine von Z, ausgehende 
Elementarkette [Z,, Z,, ..., £,], die den Punkt u — e erfaBt und deren letztes 
Element {Z,; %,(P,), w,(z,)} heiBen mége. Wie leicht einzusehen, léBt sich 
dies so bewerkstelligen, daB 2, innerhalb |u — ¢, u| zu liegen kommt. Dann 
gilt offenbar P, ¢ B,W. 

4. Jetzt wird nach Satz 5.4 auf w eine solche Transformation ausgeiibt, 
daB das aus £ transformierte System mit EZ, vereinigt liegt. {£ ; W(M), w(m)} 
sei dieses transformierte System. Neben EZ: M+> m gilt nun auch Z: P, ++ 2,. 

Behauptet wird: [Z,, Z,,..., Z,, 2) ist wieder eine Elementarkette mit g 
als Achse. 

Dazu ist es nach 6.1—6.3 nétig, zu zeigen, (a) daB m € g, (b) falls hierauf pv’ 
der Parameterwert von m ist, daB u’ > z,, und (c), daB |z,u'| Cw, Uw. 

Zum Beweise von (a) werden die beiden A-Strecken |2,m| und |z, u| be- 
trachtet. Da nach Konstruktion 2, ¢ w,/\w, kann auf |z,yu| ein Zwischen- 
punkt ¢€w,.w mit dem G-Bild Z ¢ Y,\W angenommen werden. |2,m| 
wird durch £, |z,u| durch die zugelassenen E’systeme auf je eine G-Strecke 
durch P, und M abgebildet, so daB diese G-Strecken nach GF. D zusammen- 
fallen. Es muB also auf |z,m| einen dem Punkt ¢ entsprechenden A-Punkt z 
mit dem gleichen Bild Z bei Z geben. Die vereinigte Lage von EZ und 2&, er- 
zwingt aber z= (; die beiden A-Strecken |z,m| und |z,u| haben somit eine 
gemeinsame Teilstrecke |, |, wodurch (a) bewiesen ist. 

(b) ergibt sich aus der Tatsache, daB der soeben betrachtete Punkt ¢ innerer 
Punkt der Strecke |z,m| = |, y'| ist. Aus yu’ < 2, wiirde sofort ¢ < 2, folgen, 
was der Wahl von ¢ widerspricht. 

Die Behauptung (c) ist selbstverstandlich, da ja sogar |z, u’| Cw. 

5. Als letzter Schritt wird der Nachweis geleistet, daB p’= uw. pw’ < wu 
wiirde dem in 2. bewiesenen Sachverhalt widersprechen, yu’ > u direkt Satz 6.9. 

Damit ist gezeigt, daB der Punkt u von der Elementarkette [Zp, Z,,...,Z,, 2) 
erreicht wird, also nicht Infimum der nicht-erreichbaren Punkte sein kann, 
was der Annahme widerspricht. Damit ist Satz 6.10 vollstandig bewiesen. 
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§ 7. Polygonalketten 

Dem alsbald zu beweisenden Satz 7.1 liegt folgende Situation im A-Raum 
zugrunde: |\ab|| sei eine A-Strecke ; auf ihr als Achse liege eine Elementarkette I: 
[{Z,; W,(P,), w,(p)}) (¢= 1,...,#), mit p,= a, p,= b. Von b aus laufe ein 
A-Strahl g (der vorderhand mit ||jab| als nicht kollinear angenommen werde) 
und auf welchem ein beliebiger Punkt z markiert sei. Eine mit Z, beginnende 
und g als Achse besitzende Elementarkette II sei so konstruiert (Satz 6.10), 
daB sie zx erreicht. SchlieBlich werde z direkt von a aus von einem Strahl § und 
einer mit H, beginnenden Elementarkette III langs 6 erreicht. Dann gilt 
folgende Aussage : 

Satz 7.1. Die Elementarkette II langs g und die Elementarkette III lings b 
bilden z auf denselben G-Punkt X ab. 

Beweis. 1. Gibt es auf g Punkte z, fiir welche die geschilderte Situation 
vorliegt, der Satz aber nicht zutrifft, so sei — nach erfolgter Parametrisierung 
von g — yu ihr Infimum. Es ist sicherlich ~ > 0; der von a ausgehende Axial- 
kegel der Elementarkette I schneidet namlich aus g eine Strecke |0 y| mit 
y > 0 aus, und fiir jeden ihrer Punkte ist nach Satz 6.7 die Aussage des vor- 
liegenden Satzes richtig. Als Elementarkette II dient dabei einfach Z, selber. 

2. Nun werde yw mit a verbunden und die Elementarketten IT und III laut 
Voraussetzung konstruiert. Die ~ erreichenden Glieder der beiden Ketten 
mégen Wy; bzw. wy; zu A-Bereichen haben. Dann liegt mit mu noch 
eine ganze A-Strecke |« 8| von g (a <u < #) im Durchschnitt wy wy). 
Falls gezeigt werden kann, daB eine Teilstrecke von |a | von den beiden, 
» erreichenden Gliedern der Ketten II und ITI in gleicher Weise in den G-Raum 
abgebildet wird, so folgt wiederum aus dem Streckensatz, daB yu kein Infimum 
war, und damit der Beweis des Satzes. 

3. Der Axialkegel der Elementarkette III langs |au|, der von a ausgeht, 
schneidet aus g eine Strecke |x’ f’| um yu aus (a’ < uw < f’), und jede Elementar- 
kette langs einem der Strahlen des Kegels bildet die Punkte dieser Strecke 
gleich ab wie die Kette ITI selbst (Satz 6.7). Die dabei auftretenden G-Bilder 
der Teilstrecke |x’ u| werden aber ebenfalls von der Elementarkette II geliefert, 
da ja uw das Infimum derjenigen Punkte auf g war, welche dieser Tatsache nicht 
entsprechen. Da sicherlich |«’ u| eine Teilstrecke mit |x 8| gemeinsam hat, ist 
der Satz nach 2. bewiesen. 

Zusatz. Der Satz gilt auch, wenn g mit der Strecke ||ab|| kollinear ist. Es ist 
— unter Verwendung der Tatsache, daB die Elementarkette I [H,,..., Z,] 
auch riickwarts gelesen eine von 6 ausgehende Elementarkette [Z,, ..., £,] 
ist — leicht einzusehen, daB dann im wesentlichen die Aussage von Zusatz 6.8 
vorliegt. 

Die folgende Definition verallgemeinert.den Begriff der Elementarkette zu 
demjenigen einer Kette von E’systemen lings Polygonen. 

Von einem A-Punkt p, aus gehe ein Polygon mit den Ecken pp, p,,..., P; 
und den Seiten ||p)7,|\, |p, Pel), - . -, |p~-1 py||. Es wird einzig verlangt, daB die 
Ecken echt seien, daB also p; ¢ ||\p;-,p;+,|| («= 1,...,f— 1). Das Polygon 
werde mit (pp, . . ., p,) bézeichnet. 
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Eine Polygonalkette auf (po, . . ., p,> ist eine endliche Folge von E’systemen 
Ein Biro Mind) (= 0,...,f-—1; k= 0,...,8,) mit folgenden Eigen- 
schaften: 

7.2. Langs jeder Seite |p,p;,,| bilden die E’systeme E,o,..., Z,,, eine 
Elementarkette, wobei w,. den Punkt p,, w,,, den Punkt p, ,, zu Mittelpunkten 
haben. Dies gilt fiir i= 0,1,...,/— 1, mit der einzigen Ausnahme, daB der 
letzte A-Bereich w,_,,,,_, den Punkt p, zwar iiberdecken, ihn aber nicht zum 
Mittelpunkt haben muB. 

7.3. Die E’systeme Z,,, und £, ,,,. sind identisch (i = 0, ..., f — 2). 

Es ist klar, daB eine Elementarkette der Spezialfall /= 1 einer Polygonal- 
kette ist. 

Nun seien von einem A-Punkt p, aus zwei Polygone (pp, 7, . . ., py) und 
(Po, Pis - - +» Pg» mit dem gleichen Endpunkt p,= p,= p gegeben. Auf beiden 
Polygonen sollen Polygonalketten [Z;,,] und [H;,,] liegen, die vom gleichen 
E’system Ey.= Hoo tiber p, ausgehen und beide p erreichen. Unter diesen 
Umstanden gilt 

Satz 7,4; Bildet das Endglied Z,_,,,_, den A-Punkt p auf den G-Punkt P 
ab, das andere Endglied E)_, den nimlichen Punkt p auf den G-Punkt P’, 
so ist P= P’. 

Beweis. Es wird vollstaéndige Induktion nach der Gesamtzahl / + g der 
Seiten der beiden Polygone verwendet. Fiir 3= 1 + 2 ist die Aussage des 
Satzes bereits in Satz 7.1 enthalten; sie gelte fiir alle Anzahlen bis f + g — 1, 
und es liege nun -der Fall f + g wie angegeben vor. 

Eines der Polygone hat mindestens zwei Seiten, und es sei z. B. f 2 2; 
dann kann die A-Strecke ||\p,_,p,|| gezogen werden. 

1. Fall. Es ergebe sich p,_, ¢ ||\p;-,p,|. Dann werde das Hilfspolygon 
(PoP: -- - Py-3Ps-2 Py» betrachtet und dariiber eine Polygonalkette gelegt, 
die bis p;_, mit der alten Kette iibereinstimmt und von hier aus lings | p,_, p,||, 
den Punkt p, iiberdeckend, weiterfiihrt. 

Die beiden Polygone <p, . . . py—-2p;> und (po . . . p-1p,) haben zusammen 
f + g.— 1 Seiten, woraus nach Induktionsvoraussetzung folgt, daB die End- 
glieder ihrer Polygonalketten das gleiche G-Bild fiir p liefern. Andererseits 
gilt dies auch fiir die beiden auf den Polygonen (p,;_,p,> und (p;_»p;-1 Py) 
liegenden Ketten nach Satz 7.1. Daraus folgt unmittelbar die Richtigkeit der 
Behauptung im vorliegenden Fall. 

2. Fall. Falls zufallig p,_,¢€\\p,-,p,|, so kommt p,_, als Ecke des Hilfs- 
polygons nicht in Frage. In diesem Fall ist es aber gestattet, als Hilfspolygon 
(PoP: -- - Py-3P) za betrachten, da sicherlich p,_; ¢ |\p;—4 p,||. Die dariiber- 
gelegte Polygonalkette stimme wieder bis p,_, mit der alten tiberein. Der Beweis 

verlauft nun gleich. 


98g—1 


§ 8. Konstruktion des globalen affinen Koordinatensystems 


Vor allem mit Hilfe der Sitze 4.1, 6.10 und 7.4 ist es jetzt méglich, das 
Ziel der vorliegenden Arbeit zu erreichen. 
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Sei O ein G-Punkt (GF. A) und o ein beliebiger A-Punkt. Uber O werde ein 
E’system {£,; %&,(O), w,(0)} gewahlit (Satz 4.1). Nun bedeute [Z] die Menge 
derjenigen E’systeme, die als Endglieder aller von Z, ausgehenden Polygonal- 
ketten auftreten. 

Satz 8.1. Je zwei E’systeme aus [EF] besitzen ein Vereinigungssystem. 

Beweis. Seien {E£,;%,(P,), ,(p,)} und {£,; W,(P,), w,(p,)} die beiden 
E’systeme ; weiter bezeichne 8 = 8, 2D, und 4 = w, /\m,. Es sind die beiden 
folgenden Tatbestande nachzuweisen : 

(a) Aus g € 4, 2,:¢< Q,, £2: 9 Q, folgt Q,= Qo. 

(b) Aus r, € W,, 72 € Wg, 7) + 7g, Ly: 17, <> R,, By: 1, R, folgt R, + Ry. 
Nachweis von (a). Man verbinde g mit p, und p,, den Endpunkten der zu £, 
und E£, gehérenden Polygone, durch die beiden Strecken |\p,q|| und |\p.q\|, die 
in w, bzw. in w, liegen. Dadurch entstehen zwei neue Polygone, die 
den Anfangspunkt o mit dem Endpunkt q iiber p, bzw. p, verbinden. Auf ihnen 
liegen zwei Polygonalketten, naémlich die urspriinglichen Ketten bis und mit 
den E’systemen E, und £, und diese selben E’systeme als restliche (eingliedrige) 
Ketten iiber |p, qi bzw. |p.q|. Q,= Q, folgt nun aus Satz 7.4. 

Nachweis von (b). Man stelle zuerst wie unter (a) zwei Polygone her, die 
o iiber p, mit r, bzw. iiber p, mit r, verbinden. Uber dem zweiten dieser Polygone 
werde wie vorhin eine Polygonalkette erklart, die 2, selbst als letztes Ketten- 
glied tiber die Strecke |jp,r,\| aufweist. Beim ersten Polygon gehe man wie folgt 
vor: es wird ein A-Wiirfel v,(r,) ganz in w, gewahlt und das zugehérige Teil- 
system {F,; Bo(R,), ¥o(r,)} von H, betrachtet. Offenbar ist nun [Z,, F,] eine 
Elementarkette langs |p,r,||, die als Fortsetzung der urspriinglichen, 0 mit p, 
verbindenden Polygonalkette verwendet wird. 

Nun verbinde man r, mit r, durch die A-Strecke |r,7,| und lege darauf 
(Satz 6.10) eine Elementarkette [F,, F,,..., F,], die mit F, tiber r, beginnt 
und den Punkt r, erreicht. 

Das Resultat dieser Operationen sind zwei Polygonalketten von o nach r,, 
die also nach Satz 7.4 den A-Punkt r, auf dense!ben G-Punkt R, abbilden. 
Dies gilt nun auch fir die zuletzt konstruierte Elementarkette [F'], was bedeutet, 
daB die A-Strecke |r,r,| von dieser Kette auf eine G-Strecke durch die beiden 
G-Punkte R, und R, abgebildet wird (Satz 6.9). Die Aussage R, + R, folgt 
nun aus Satz 3.6. 

Damit ist Satz 8.1 vollsténdig bewiesen. 

Wie sofort einzusehen, existiert das Vereinigungssystem einer beliebigen 
Schar von K’systemen, wenn es fiir je zwei K’systeme der Schar existiert. 
Folglich kann das Vereinigungssystem {A ; 2, a} aller zur Schar [Z] gehérigen 
E’systeme gebildet und nach GF. IV als zulassig erklart werden. Es ist selbst- 
verstandlich affin. Aus Satz 6.10 folgt sofort : 

Satz 8.2. a ist der ganze A-Raum. 

Satz 8.3. Gilt fiir einen G-Punkt P die Aussage P ¢ 2, so gibt es einen 
G-Wirfel U um P mit UNA= 8. 

Beweis. Uber P gibt es nach Satz 4.1 ein lokales affines K’system 
{£; U(P), u(p)}. Behauptet wird: UNA=8@. Falls nimlich UNA+0 
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wire, so kénnten die beiden affinen K’systeme A und £ in vereinigte Lage 
gebracht werden. Dies folgt (s. Zusatz 5.5) aus der Tatsache, daB die beiden 
A-Bereiche a und u konvex sind. Damit ergibt sich aber ein Widerspruch. Im 
Vereinigungssystem gehért ja zu P ein eindeutig bestimmter A-Punkt p, der 
nach Satz 8.2 in a liegt, so daB entgegen der Annahme P ¢ % gelten wiirde. 

Die Menge % der nicht in 2 liegenden G-Punkte ist mit Satz 8.3 als offen 
(im Sinne der Topologie des G-Raums) erkannt worden; da selbstverstandlich 
AAN= G8 und Ay N= G-Raum gilt, folgt aus GF.B sofort N= O und 
damit 

Satz 8.4. 2 ist der ganze G-Raum. 

Ein K’system heiBt global, wenn sein G-Bereich der G-Raum, sein A-Bereich 
der A-Raum ist. Die Satze 8.2 und 8.4 besagen somit: Das K’system A ist ein 
globales affines K’system. 

Sei B ein anderes K’system mit den gleichen Eigenschaften und 7 die nach 
GF. V zwischen ihnen bestehende Transformation. 7 ist nach GF. 3 lokal 
linear, woraus unter Verwendung des Heine-Borelschen Theorems folgt, daB 7 
auch in jedem abgeschlossenen A-Wiirfel linear ist. Die Linearitét im ganzen 
A-Raum ist dann ohne weiteres klar. Umgekehrt geht natiirlich ein globales 
affines K’system durch eine lineare Abbildung des A-Raums auf sich in ein 
ebensolches tiber. Damit ist bewiesen 

Satz 8.5. Es gibt eine Klasse von zulissigen globalen K’systemen der 
Eigenschaft, daB jede zwischen zwei K’systemen der Klasse bestehende 
Transformation linear und daB die Klasse gegeniiber der Gruppe der linearen 
Koordinatentransformationen geschlossen ist. 

Der Nachweis dieses Satzes bildete das Ziel der Arbeit. 


Anhang 


In §1 wurde ein Hilfssatz iiber einfache A-Kurven verwendet, der zur 
Vermeidung eines Textunterbruches erst hier bewiesen werden soll. 

Hilfssatz. Sei f ein Gebiet des A-Raumes und € eine einfache A-Kurve der 
Klasse u in f. Dann gibt es um jeden Punkt z ¢ € beliebig kleine A-Wiirfel w(z) 
derart, daB der Durchschnitt §\m wieder eine einfache Kurve der Klasse u 
in w ist. 

Beweis. Gegenannahme: Es gibt ein x,(t,) auf der Kurve und eine Zahl o, 
so, daB fiir alle Wiirfel w,(2,) mit Seitenlingen o < o, die Punkte von €/\w, 
keine Abbildung auf ein offenes t-Intervall gestatten. Dies bedeutet: fiir jedes 


oO < 0, gibt es ein tT, mit (a) |&*(t,) — &*(T,)| < ; , dagegen auch ein t, mit (b) 


\&#(t,) — &*(z_)| > =: wobei ertweder t, < tT, < Tt, oder tT, < T, < T, ist; es 
werde in der Folge das erstere angenommen. 
Nun gilt 


§(1,) — E(t) = (1 — E(t) STIS T 
&*(t_) — &*(T) = (T. — To) &*(r3) T St ST, 
E(t) — & (1) = (2 — 1) EH) 4 SO St, 
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und es werde gesetzt 
&*(ri) = &4(r}) + ef. 
Dann folgt 
(c) es ee 
& (xi) %&—t E(x) 
Es soll gezeigt werden, daB der Ausdruck rechts in (c) negativ, oder umgeformt, 
daB 














é ™ —T 
(d) 1+ # (zi) ‘=<. 
gemacht werden kann. Wegen (a), (b) ist naimlich 

ef ™—T, 
(e) 1+ Fen —— ne 








Das t-Intervall, iiber dem die zu w, gehérenden Punkte von ¢ liegen, kann 
durch Wahl von a beliebig klein gemacht werden, wie aus der Stetigkeit der 
&‘(r) und 1.7 hervorgeht. Folglich ist auch e‘ wegen der Stetigkeit der e‘(r) 
beliebig klein angebbar. : 

Nun sei ein Index i angenommen, fiir welchen &*(t,) + 0 (1.6). Dann kann 
durch geeignete Wahl von o und damit auch von e¢* die linke Seite in (e) positiv 
gemacht werden, woraus sofort (d) folgt. Damit ist gemaB (c) bewiesen, daB 


£@ <0 
&* (rj) 
so daB ein t‘(ri < t‘< 6) existieren muB, fiir welches Et(z!) = 0. Weil dies fiir 
eine Nullfolge o + 0 stets erreicht werden kann, muB &‘(t,) = 0 sein fir alle i, 
was der Voraussetzung 1.6 widerspricht. 


Der Rest der Behauptung ist fiir 1.5 und 1.6 einleuchtend und folgt fiir 1.7 
aus einfachen Stetigkeitsbetrachtungen. 
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Die Ubertragung diskreter Informationen durch 
periodische und fastperiodische Kanile 


Von 
Konrapb Jacoss in Gottingen 


Einleitung 

In einer sehr lesenswerten Abhandlung hat A. J. Camsrscurn vor kurzem 
erstmals einen exakten Beweis der wichtigsten Sitze iiber die Durchgabe von 
diskreten Nachrichten durch gestérte Kanile mitgeteilt (Canvrscur [1)). 
Dabei liegen folgende Voraussetzungen zugrunde: Die Alphabete sind endlich, 
die Quellen stationér und ergodisch; die Kaniile sind stationar, vorgriffsfrei 
und haben endliches Gedachtnis. Mittels des statistischen Ergodensatzes und 
des Doobschen Satzes iiber die Fastiiberall-Konvergenz von Martingalen 
wird zunachst der Satz von McMiiuan (Satz 1.4; [1], S. 55) bewiesen; aus 
ler Ergodizitat der Eingangsquelle wird die Ergodizitét der Ausgangsquelle 
und der aus beiden mit Hilfe des Kanals zusammengesetzten Quelle (§ 3; [1], 
8. 59) geschlossen; beide Ergebnisse zusammen liefern bei systematischer An- 
wendung den Satz von Fxrrvster ([1], 8. 67), aus welchem wiederum die 
Satze I und II von SHannon flieBen ([1], 8. 78, 83). 

In der vorliegenden Arbeit befassen wir uns mit den zum ersten Satz von 
Suannon fihrenden Uberlegungen; wir iibertragen die Ergebnisse von 
CHINTSCHIN [1] auf fastperiodische (also insbesondere periodische) Quellen 
und Kaniile. Vermutlich sind damit einige Existenzprobleme, die mit der 
Ubertragung von Signalen von kiinstlichen Erdsatelliten nach festen Erd- 
stationen zusammenhangen, gelést. Der entscheidende Gedanke steckt in den 
Satzen 2.2 und 2.3: Jede fastperiodische Wahrscheinlichkeitsverteilung (WV) 
ist totalstetig beziiglich ihres stationiren Mittelwerts; fiir diesen gilt der Satz 
von McMri ay; gilt aber der Satz von McMixan fiir eine Verteilung, so auch 
fiir jede beziiglich derselben totalstetige Verteilung. Entsprechende Tatsachen 
gelten fiir fastperiodische Kanile, so daB man die gesamte Theorie auf den 
stationaren Fall zuriickfihren kann. 

Hierbei ist es niitzlich, daB Carmytscurn von der Voraussetzung der Statio- 
naritaét nur an zwei Stellen Gebrauch macht: 1. bei der Anwendung des sta- 
tistischen Ergodensatzes (im Beweis des Satzes von McMILLan), 2. beim Be- 
weis der Ergodizitét der iibrigen Quellen. Sein Beweis des Satzes von Fer- 
STEIN und der iibrigen Satze macht nur mehr von den so gewonnenen Ergeb- 
nissen Gebrauch und gilt unverandert auch fiir unseren Fall. Wir verweisen 
deshalb fiir Wortlaut und Beweis dieser Saétze auf CumyTscHIN [1]. Dagegen 
teilen wir einen Beweis des Satzes von McMiLuan fiir stationére Quellen mit, 
der gegeniiber dem Chintschinschen Beweis eine Vereinfachung mit sich bringt: 
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Der Satz iiber die Fastiiberall-Konvergenz von Martingalen wird nicht be- 
niitzt; stattdessen verwenden wir elementare Aussagen iiber die Mittel- 
Konvergenz von Halbmartingalen. Ubrigens ist die im Satz von McMILLan 
auftretende Limesfunktion stets beschrankt (Satz 1.2, Satz 2.4). 


§ 1. Der Satz von McMiuan. Beweis im stationiren Falle 


Es sei A,= A = {l,...,a} (t € J’ = additive Gruppe der ganzen Zahlen) 
ein endliches hen, sowie 2 = iT A = {(..., @-3, Wg, @,...) | @,€ A} 


= {w} die Menge aller méglichen Nachrichten w. Bei festem s < t erzeugen die 
at-*+1 , Texte“ der Gestalt (w,, . . ., ,) = {n | n,.= @,, - . -» 4: = @;,} einen end- 
lichen Borelkérper B (s, t), dessen Atome sie bilden. Die Borel-Hiille G von 
US (s, t) hat die Atome w. Das Paar (22,3) bezeichnen wir als Fernschreiber. 


a<t 
Hat man eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (WV) p auf G, so hat man auf 


%(s, t) insbesondere die Wahrscheinlichkeiten p(w,, . . ., ,) > 0 mit 


2 P(t, Dyeas +++» We) = P(Mya,-- +» @) 


a Do a dan oh 


Das Tripel (2,3, p) — oder auch p allein — heiBt eine Nachrichtenquelle. 

Die endlichen reellen volladditiven Mengenfunktionen h(Z) (EZ € B) bilden 
einen reellen Banachraum ®(%), wenn man die Totalvariation als Norm ein- 
fahrt. Setzt man (7 w),= w,,, (¢ € I’), so ist T* eine eineindeutige Abbildung 
von 22 auf sich, die Z in sich permutiert und somit durch (7th) (Z) = h(T'* EZ) 
eine lineare isometrische Abbildung 7* von R(%G) auf sich definiert. Die 7" 
bilden eine zyklische Gruppe. Ist Tp = p (t € I’), so heiBt die Quelle stationar; 
ist T¢p = p(d > 0 passend), so heiBt p periodisch mit der Periode d. Ist die 
Menge {T'*p|t¢ I} CR(B) bedingt normkompakt, so heiBt p fastperiodisch 
(Maak [9], [10], Jacoss [7]). 

Wir befassen uns zunachst nur mit stationéren Quellen p. Bezeichnen wir 
die Atome (w,,..., @,) von G (s,t) kurz mit @, so ist die Entropie von p 
auf G(s, t) 

H(s,t) = — ¥ p@) logp@). 
Wegen der Stationaritat gilt H(s + u,t + u) = H(s,t) (wu ¢ I’), ferner hat man 
H(s,t) < H(s,u) +,H(u + 1, t) (8 < u < t), woraus die Existenz der mittleren 
Entropie 
H = lim + H(s,8+u- 1) 


“- oc 


und deren Unabhangigkeit von s folgt (Cumvrscum [1], § 3). Wir inter- 
pretieren + H(s + 1, s + t) als Erwartungswert der Funktion 


fa (o) = + log p(@, +1 .* +» Dys4) 
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[sie ist G(s + 1, s + t)-meBbar und p-fastiiberall definiert]. Erwiinscht ist die 
Giltigkeit der 

Aussage (M). Fiir jedes s ist die Funktionenfolge /,,(t = 1,2,...), als 
Vektorfolge im Banachraum L} aufgefaBt, norm-konvergent. 

Anmerkung. FaBt man die Funktionen f ¢ L} als p-Dichten auf, so re- 
prasentiert jede von ihnen genau ein / ¢ R(G), und diese Einbettung ist linear 
und isometrisch. 

Wir beweisen jetzt die Aussage (M) fiir stationiire p, d. h. den Satz von 
McMrxan. Zunichst zeigen wir den 

Satz 1.1. Istd > 1,¢=>1 und M die Gesamtheit aller Funktionen der Gestalt 

g(~) ” log B < Se 28) (s Ss é . 0 = b - d) P 
8o sind simtliche g* gleichgradig p-integrabel, also insbesondere die g gleichmifig 
normbeschrinkt in Lj. 

Beweis. g ist G(s,t + b)-meBbar und p-fastiiberall definiert. Ferner ist 
g = 0. Ist k > 0 beliebig und EF = {wm | k < g*(w) < k + 1:, 80 ist F €B(s,t+). 
Fir ein Atom @ =(a,,...,@,4») von -G(s,t+ 6) mit @¢ Z gilt, falls @ 
= (w,,..., @,) gesetzt wird: 


VE < - log 2 < Yer 





p(o) < e— pia) 
J rap <(k+1)e—¥ py 


J gdp <(k+1) are VE pa) 


oNE 
— denn héchstens a? der @ liefern dasselbe @ — 


J rap<ar(k+ ie i 


, ¢j— 
Da / (c+1)é '* dz < o ist, folgt die Behauptung. 

6 

Corollar. M ist bedingt schwachkompakt in L}(q = 1). 

Beweis. Fiir q > 1 folgt dies aus der Norm-Beschrinktheit, denn L{ ist 
gleichmaBig-konvex (CLaRKsoN [2]) und damit reflexiv (Perris [11]). Fir 
q = 1 vgl. Dunrorp [4]. 

Satz 1.2. Fiir jede WV p ist die Menge aller Funktionen der Gestalt 


fee(@) a + 10g p (0.41. es) 5 +4) 
gleichgradig p-integrabel. Ist die Folge f,,(t = 1,2, ...) fiir ein festes s norm 
konvergent in L}, so bleibt der Limes auferhalb einer p-Nullmenge zwischen dev 
Grenzen 0 und loga. 
Beweis. Man kann den Beweis fiihren, indem man sich mittels der nach- 
stehenden Zerlegung (1.1) davon iiberzeugt, daB die f,, zur konvexen Hiille 
der in Satz 1.1 untersuchten Menge IN gehéren. Zum Zwecke eines direkten 














128 


KonrapD Jacoss: 


Beweises setzen wir fir k>0O Ey ={w|k<f,,(w)<k+ 1}. Dann ist 
E,,€B(s+ 1,84 t). Ist @ = (@,4,,..., 544) S By, 80 gilt 
p(@) < e-* 
Studp < (k+ lje-™ 


f fee Ip<atk + lje-* 
Eu 


= (k + 1) e-te lo) | 
Fir k > loga ist dies 
S (k + 1) e-@- tore , 
woraus die gleichmaBige Integrabilitaét der /,, folgt. Ist f,,> f im Sinne der 
L}-Norm, so ist f > 0 und 
lim | { fad — {tal = 0. 


t+ o E£, 


Fir k > loga ist aber lim [ re = 0, sogar mit exponentieller Geschwindig- 
t+ ow Ey 
keit, woraus 


(1.0) lim [fdp =0 
t+o Ey 
folgt. Ist H?= {w|k+45< f(w) < k+ 1 — 6} (6 < 0), so ist 
lim p(H*— E* n\E,,) = 0 
t— 2 


und das liefert mit (1.0) zusammen {/dp = 0. Insgesamt erhilt man {fdp=0 
ES E 


fiir EZ = {w | f{(@) > loga}, d. h. es ist 0 < f{(m) S loga auBerhalb einer p-Null- 
menge. Wir werden die letzte Aussage dieses Satzes nochmals als Satz 2.4 
beweisen. 

Bis auf weiteres wihlen wir nun zur Bequemlichkeit s = 0 und setzen 
for= fe 

Auf die Funktionenmenge M@ kommt man folgendermaBen. Die zu unter- 
suchenden Funktionen /, lassen sich wie folgt darstellen: 


1 
f,(w) eaat | log p(m, eery @,) 





(1.1) berada | ‘= hie P(@1, +--+ Dey Oe +1) 
‘ t a<0 P (Gy ,- +5 Wy) 
t-1 
1 P (Gy, .--5 Wy) 
at— 3° log—_foSe-:-3 SY. 
a k=0 © (Wis ++» yy Oy sa) 


wobei fiir k = 0 der Summand — me —_ steht. Es geht weiter mit 


—_— 


es ‘Sv al log - _Pp(a,- ~ky+++5@o) ; 
t, Plo, - koe «+5 py @) 


falls generell 7* f(w) = {(T* mw) gesetzt wird. Nach dem statistischen Ergoden- 
satz (vgl. z. B. F. Riesz [12], Hatmos [6]) gibt es zu jeder Funktion f ¢ LZ 
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eine invariante Funktion 7 (77 = 7) mit 


1 ‘22 
lim — SY Tf=] 
t— tz=0 
im Sinne der L4-Norm. Ist 
limg, = f , 
k— co 


so folgt auch 


1 '=} 

lim — ¥ Tg, =]. 

t—> a t k=0 
Die Aussage (M) ist also fiir stationire Quellen p bewiesen, sobald man die 
Normkonvergenz der Folge g,¢ L}, mit 

P(@_4,-.+5 Wo) 
9:(~) oe log P(W—15 +++) Woy @)) 
gewonnen hat. Diese Konvergenz findet nun sogar fiir ganz beliebige p statt: 
Satz 1.3. Fiir jede WV p ist die Folge g, normkonvergent in Lf (q 2 1). 


Beweis. 1. h,(w) = —P{@-1»--~ 9) _ ist eine 3(— t, 1)-meBbare, p-fast- 
(@_4,..++ Wo, @,) 


iiberall erklarte Funktion aus L%. Die h, bilden ein fallendes Halb-Martingal 
beziiglich der wachsenden Borelkérperfolge G,= G(—t,1). In der Tat: Ist 
@ =(@_4,.. +, Wg, @,) ein Atom von B(—t, 1) und @ = (w_,, .. . , 9), 80 zer- 
fallt @ in B(—(t + 1), 1) in die Atome (i, @) (i € A), ebenso @ in die (i, @); 
mittelt man h,,, tiber das Atom & von %, und bedeutet 5” die iiber alle i 


t 


mit p(i, @) + 0 erstreckte Summe, so ergibt sich 


ve [ ge 1 vy’ pli,d) ae 
p() J h..,dp = plo) + pica) p(i,@) s 
x pe. es 
= may > p(t, w) = ey = h,(w) (w€@), 


d. h. die Halbmartingal-Eigenschaft. Bezeichnen wir generell mit (h), die aus 
der Funktion h < LZ} durch Mitteln iiber die einzelnen Atome von %, entstehende 
%,-meBbare Funktion, so ist (.), eine lineare, anordnungstreue, die Norm nicht 
dehnende Operation mit ((.),),=(.),(u <#), und die Halbmartingal-Eigen- 
schaft der Folge h, driickt sich einfach durch 


(1.2) (hi)uS h, (t : u) 
aus. 


2. Auch die g,= logh, bilden ein fallendes Halbmartingal. Wegen (1.2) und 
der Konkavitaét und Monotonie von log z ergibt sich namlich 


(9:)u= (logh,), S log (h,), S logh,, = Gu - 


Aus der gleichmaBigen p-Integrabilitat aller gf (Satz 1.1) folgt nun die be- 
hauptete L{-Normkonvergenz (Doos [3], Kap. VII, Satz 4.15). Wir geben 
noch einen einfachen Beweis dieser Tatsache fiir g = 1. 











130 Konrapb Jacoss: 


3. Fir t= u hat man 


0S (Gi+a)u= (e+ vdu S (Gt)u 
und damit den Norm-Limes in L} 


0 < lim Gou= ks GJu- 


t+ @ 
Da f \g.—*|dp= {9,dp — [ k, dp und [ k, dp = lim f g, dp, so folgt 
a @ 
(1.3) S le— kl dp 0. 


Es bleibt also noch die Norm-Konvergenz von k, zu beweisen. Die k, bilden 
ein Martingal : 


(k)u= lim ((9.).) = lim (9s)u= ky, . 


Die Kk sind gleichgradig integrabel, die k, bilden also eine normbeschrinkte 
Folge in L2. Zudem sind die k,,,— k, paarweise orthogonal: Fir ¢ > u und 
ein beliebiges Atom @ von G, ,, gilt 


Ske. 1—k,) ky.dp = key s1(@) fkes.dp an ky+1(@) [kd p 
= ky.1(@) (fkusidp — f ky..dp) = 0 (mw €@), 


woraus f (k,,,— k,) (k,.,— k,) dp = 0 folgt. 

Die Folge k, mu8 also in LZ normkonvergent sein, erst recht also in L}. 
Kombiniert man dies mit (1.3), so folgt die Normkonvergenz von g, in L}. 

4. Die gemaB Nr. 2 existierenden Norm-Limites von g, in den verschiedenen 
L4 (q = 1) werden durch eine einzige Funktion /, deren simtliche Potenzen 
also integrabel sind, dargestellt (man beniitze etwa die Tatsache, daB aus Norm- 
konvergenz stets stochastische Konvergenz folgt). Einfache Beispiele zeigen, 
daB eine solche Funktion an sich nicht beschrankt zu sein braucht 

Kombiniert man Satz 1.3 mit dem statistischen Ergodensatz, so folgt 

Satz 1.4. (McMitian). Zu jeder stationdren Quelle (2,8, p) gibt es eine 
auferhalb von p-Nullmengen eindeutig bestimmte T-invariante Funktion |, deren 
stimtliche Potenzen integrabel sind, derart, daB fiir jedes g = 1 in L% die Norm- 
Konvergenz 

= h=f 
gilt. 
Nach Satz 1.2 (und spater Satz 2.4) ist tiberdies p-fastiiberal] 
0 < f(w) < loga. 


§ 2. Der Satz von McMutxan. Beweis im fastperiodischen Falle 
Wir setzen nunmehr die WV p als fastperiodisch voraus und bezeichnen 
ihren invarianten Mittelwert mit p, (Maaxk [9, 10], Jacoss [7]. p, ist wiederum 
eine WV. Der Wert p,(E) ist fir festes E ¢® einfach als der Mittelwert der 











or 
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gewohnlichen reellen fastperiodischen Funktion f(t) = p(7*Z) (t ¢ I”) zu be- 
rechnen. Fiir solche Funktionen hat man den 
Satz 2.1. Hat eine nichtnegative reelle fastperiodische Funktion f(t) den 
Mittelwert 0, so verschwindet sie identisch. 
Im periodischen Falle ist das trivial. Fiir einen allgemeinen Beweis vgl. 
Maak [9], 8. 42. Der Satz ist ein Analogon zu der bekannten Tatsache, daB 
1 
eine auf (0, 1) stetige Funktion f(x) = Omit { {(z) dz = 0 identisch verschwindet. 
f) 


Nun ergibt sich der 

Satz 2.2. p ist totalstetig beziiglich py, d.h., jede po-Nullmenge ist eine p- 
Nullmenge. 

Beweis. Verschwindet der Mittelwert der nichtnegativen fastperiodischen 
Funktion f(t) = p(7'£), so ist p(T* HZ) = 0, also insbesondere p(Z) = 0. 

Satz 2.3. Gilt die Aussage (M) fiir die Quelle p, so gilt sie auch fiir jede be- 
ziiglich p totalstetige Quelle r. Genauer: Ist J € L3, f,(w)—= — + logp(w,,...,0,) 


mit limf,= 7 in Lh, so ist J ¢ L} wnd fiir g1(w) = — loge (wy, . . . 0%) gilt 


to 
lim g,= / in Li. 
t— ow 

Beweis. Sei r(d w) = o(w) p(d w) mit 9 € L} (Satz von Rapon-Nrxopy™). 
Fiir h ¢ L} sei (h), die durch p-Mitteln iiber die einzelnen Atome von &(1, t) 
erhaltene G (1, t)-meBbare Funktion. (.), ist linear, anordnungstreu und dehnt 
die L}-Norm nicht. Man hat ((.),),= (.),(¢ 2 uv). Setzt man h,= (h),, so gilt 
h, > h in L}, falls h beziiglich der Borelhiille (1, cc) von US(1, t) meBbar ist; 


tz0 
denn dies ist fiir jedes G(1, s)-meBbare h (s < co) trivialerweise richtig, und 


man kann jedes G (1, 0o)-ineBbare h durch G(1, s)-meBbare im Sinne der Norm 
fiir s+ co beliebig genau approximieren; da (.), die Norm nicht dehnt, folgt 
die Behauptung allgemein. Insbesondere sind alle g, gleichgradig p-integrabel. 
Bezeichnen wir mit 9,(@) den konstanten Wert von 0, auf @ = (a, ... , @), 
so gilt 
r(@) = 9,(@) p@) 
1 
d. h. 9:(%) = — Tt loge, (@) + f.(w) (mw Eo). 
Bestimmt man nun zu vorgegebenem ¢ > 0 ein 6 > 0 derart, daB aus p(M) < 6 


stets r(M) < + folgt (Hatmos [5], S. 125), und wahlt man B > 0 derart, daB 


*5< p(@ | o,(w) > B) < 6 (t > 0) gilt, so hat man fiir Z,= {w | o,(w) > 


> Bu {o | Q4(w) < i jedenfalls r (Z,) < + + 


o7% und fiir w ¢ EZ, 
lge(m) — f(w)| <e, 


sobald + {log B| < ¢ erreicht ist. In der Tat ist 


lgs(o) — fy(w)| = + llogo,(@)| < + llog B| (w¢E)). 
Math. Ann. 137 10 
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Damit ist zunichst die r-stochastische Konvergenz von g, gegen / sicherge- 
stellt. Die g, sind aber nach Satz 1.2 gleichgradig r-integrabel. — Stochastische 
Konvergenz und gleichgradige Integrabilitat ergeben nun zusammen die 
Normkonvergenz. 

Satz 2.4. Gilt die Aussage (M) fiir eine Quelle p, so liegt die dabei auftretend¢ 
Grenzfunktion | auBerhalb einer p-Nullmenge zwischen den Grenzen 0 und loga 
(a = die Léinge des beniitzten Alphabetes ). 

Beweis. Nach Satz 2.3 ist 7 hinsichtlich jeder beziiglich p totalstetigen WV 
integrabel, d. h. aber nach Rapon-Nrikopym: Fiir jedes p-integrable g ist L‘q) 
= {]gdp eine endliche reelle Zahl. L(g) ist eine nichtnegative Linearform auf 
L}. Sie ist auch beschrankt: Ist r durch r(d w) = g(w) p(d w) (g = 0, f gdp=1) 
erklart, so existiert nach Satz 2.3 


(2.1) L(g) =1lim + H(l,t) < loga, 
t— @ 


wobei H (1, t) die Entropie von r auf 3(1, t) bedeutet. 7 definiert also ein Ele- 
ment L des Dualraumes LY von L} und ist somit auBerhalb einer p-Nullmenge 
beschrankt. Die kleinste dabei mégliche Schranke ist gleich der Dualnorm 
von L, und die ist nach (2.1) < loga. 


§ 3. Fastperiodische Kanile 

Seien (22’,3’) und (Q2’,%”’) zwei Fernschreiber. Im kartesischen Produkt 
Q x Q”" = Q hat man dann auf natiirliche Weise einen Borelkérper B, den 
man gelegentiich auch mit G’ xB" bezeichnet; er enthalt G’ und B” in ka- 
nonischer Weise als Teil-Borelkérper. 

Ein Kanal ist eine fir w’¢ Q’, BE’ <¢%” erklirte Funktion P(w’, E’’) mit 
folgenden Eigenschaften: 

1. Bei festem E” ist P(w’, E’’) als Funktion von w’ B’-meBbar. 

2. Bei festem w’ ist P(w’, Z’’) als Funktion von E” eine WV auf 3”. 

Jeder Kanal definiert eine lineare anordnungstreve Transformation P von 
R(B’) in R(B"’) vermége 

(Ph’) (B") = [h'(d’) P(o’, EB”) (h’ €R(B’)) . 

Aus WVen entstehen dabei WVen. Es ist ||P|| < 1, d.h. ||Ph’|| < ||h’|| . 

Ferner definiert ein Kanal P zusammen mit einer WV p’ auf 3’ eine neue 
WV > auf gemaB 

p (BE) = Jed w') P(w', dw"). 
Dieses Integral lé8t sich nach Fusrni auch so auswerten: Ist 
EB, = {w"’| w' x w"’ € B}, 
so ist £,,<¢B" fiir p’-fastalle w’, und es gilt 
p(B) = fp’ (dw') Pw’, By) . 

Die Zeittranslation 7 kann sowohl in Q’ wie in Q” und Q erklart werden 
und liefert jedesmal eine Permutation der betreffenden Borelkérper und damit 


eine Isometrie in R(B’) bzw. R(B”’) bzw. R(B), die wir auch mit 7’ bezeichnen. 
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Die stetigen linearen Transformationen LZ von R(3’) in R(B”) bilden einen 
linearen Raum 2, und sogar einen Banachraum, falls wir die Norm ||LZ|| 


= sup ||LAh’|| einfihren. Durch L- 7-'L T* induzieren die 7* auch in 2 eine 
\|A"|| $1 
zyklische Gruppe isometrischer linearer Transformationen. Bei Kaniilen wird 


T-tPT* durch die Funktion P'(w’, E’) = P(T*tw',T'E’’) beschrieben. 

Der Kanal P heiBt stationir, wenn stets T-'PT'= P gilt, und fast- 
periodisch, wenn die Menge {7-' PT*| t ¢ I"} bedingt normkompakt in @ ist. 
Nach Maaxk [9, 10] oder Jacoss [7] hat man dann einen stationiren Mittel- 
wert P,. Auch dieser ist durch eine Funktion P,(q’, Z’’), naémlich den t-Mittel- 
wert iiber P*(w’, EZ’), gegeben; in der Tat ist Pt(w’, 2’) als Funktion von t 
fastperiodisch, wenn w’, E” festgehalten werden; die Fastperiodizitaét ist 
iibrigens gleichgradig in w’, Z’’. Dies alles sieht man am einfachsten, indem 
man bedenkt, daB jedes Paar (w’, Z’’) eine stetige Linearform L + (L 4,,-) (2”’) 
(6, = die in w’ aufgepflanzte Masse 1) auf 2 liefert, mit einer Norm < 1, und 
daB fiir Kaniile (P 6,,) (Z"") = P(’, E’’) ist. 

Aus Satz 2.1 folgt der 

Satz 3.1. Ist P ein fastperiodischer Kanal mit dem Mittelwert P,, so folgt 
aus P,(w', EB”) = 0 die Gleichung P(w’', E’’) = 0. 

Satz 3.2. Sei P ein fastperiodischer Kanal mit dem Mittelwert P, und p’ 
eine fastperiodische WV auf GB’, mit dem Mittelwert pj; es seien p'’,p aus p’ 
und P, ebenso py, Py aus p, und P, gemap der zu Beginn dieses Paragraphen 
gegebenen Vorschrift entstanden. Dann sind p'' und p fastperiodisch sowie be- 
ziiglich bzw. py’ und p, totalstetig. 

Beweis. 1. p ist fastperiodisch. Hierzu niitzen wir aus, daB die reellwertigen 
t-Funktionen P(T7'w',T'E”) (w'¢ 2’, BE’ €S") samt der R(G’)-wertigen 
t-Funktion 7T'p’ gleichgradig-fastperiodisch sind, wobei wir die Bohrsche De- 
finition von ,,fastperiodisch* (sie ist zu der oben angegebenen Aquivalent, 
vgl. etwa Maak [9], § 24; Jacoss [8]) und in R(G’) die Norm verwenden. Es 
ergibt sich somit die Méglichkeit, bei beliebig vorgegebenem ¢ > 0 in jedem 
reellen Intervall J hinreichender Linge eine gemeinsame ¢-Fastperiode aller 
genannten Funktionen aufzutreiben. Ist s eine solche Fastperiode, so hat man 
sicher =p! (Tt+ 9B) — p' (T*E’)| <e (eT, w'€ Q 

|P(T*+*@’, T*+*B") — P(T'w', T'E”)| <e€ "€S’, BF” ES"). 
Daraus folgt fiir beliebiges EB 
ip (T** B) — p(T B)| 
= fp’ (a T*+s o’) P(T*t+s w’, dT*t+# ow”) —_ 
— fp’ (dT ow’) P(T'w;dT*w")\< 
S| f (p' (a T*** w’) — p' (dT w’)) P(T*** w', dT*** w”)| + 
+ |fp' (dT* wo’) (P(T*** w', dT*** wo”) — P(T' w; dT w”))| < 
<2e. 

Man folgert hieraus: s ist eine 4 e-Fastperiode fiir 7‘p. Aus der Fast- 
periodizitaét von p folgt die von p” auf Grund der Relation 
(3.1) p(B") = p(Q’ x B"). 
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2. p ist totalstetig beziiglich py. Ist namlich p,(Z) = 0, so ist fp, (dw’) 
P,(w’, E,)= 90, d.h. P,(w’, B,-)= 0 auBerhalb einer pj-Nullmenge N’. 
Da p’ nach Satz 2.2 beziiglich pj totalstetig ist, ergibt sich p’(N’) = 0, und 
fir w’¢N’ ist nach Satz 3.1 auch P(w’, E,,)=0, somit p(E) = I p' (do) 
P(o’, E.,) = 0. 

Aus der Totalstetigkeit von p beziiglich p, folgt die von p’’ beziiglich pj’ 
vermége (3.1). 

Mit Hilfe der Saitze 2.3 und 3.2 kénnen wir nun die ganze zum ersten Satz 
von SHANNON fiihrende Chintschinsche Theorie [1] auf den Fall fastperiodi- 
scher Quellen und Kanile iibertragen. 

Definition. Zine WV p’ auf 3’ heiBt ergodisch, wenn aus TE’ = E'(t « I’) 
stets p' (E") p'(Q’ — EB’) = 0 folgt. 

Fir invariante p’ ist die Aussage ,,Ist f’¢ L, und T'f’= f'(t¢ I’), so ist 
f’(w’) auBerhalb einer p’-Nullmenge konstant“ mit der Ergodizitaét gleich- 
bedeutend (vgl. etwa Hatmos [6)). 

Satz 3.3. Ist p’ beziiglich einer ergodischen invarianten WV pj, totalstetig, 
80 ist p’ ergodisch. 

Beweis. Aus der Invarianz von EZ’ folge etwa pj(Z’) = 0. Dann ist auch 
p (E’) = 0. 

Satz 3.4. Hine fastperiodische WV p’ ist dann und nur dann ergodisch, wenn 
thr Mittelwert p, ergodisch ist. 

Beweis. 1. Sei p’ ergodisch und 7'H’= E’(t¢¢ I’). Dann ist 0 = p’(Z’) 
p (Q’— EB’), also etwa 0 = p’(E’) = p'(T'E’)(t€ I). Hieraus ergibt sich 
po(Z’) = 0 durch Mittelwertbildung. 

2. Sei p, ergodisch. Nach den Satzen 2.2 und 3.3 ist dann auch p’ ergodisch. 

Aus beiden Satzen ergibt sich: Hat man eine fastperiodische WV p’ und 
einen fastperiodischen Kanal P, mit den Mittelwerten pj, bzw. P,, und kon- 
struiert man p”, P, po’, Py Wie es in Satz 3.2 verlangt war, so folgt aus der 
Ergodizitat von p), py’, Pp, die Ergodizitat von p’, p’”’, p. 

Unter einer gewissen Annahme kann man nun die Ergodizitaét von p,' 
und p, folgern, sobald man sie fir pj hat: 

Annahme (E). Es gibt ein m > 0 mit folgender Eigenschaft: Ist 2’ « G(s,t) 
(8 < t), so ist P(w’, H’’) G(s — m, t)-meBbar (der Kanal ist vorgriffsfrei und 
von endlichem Gedachtnis). 

Satz 3.5. Gilt fiir einen stationiren Kanal P die Annahme (E), so folgt aus 
der Ergodizitét der stationiiren WV pi, die Ergodizitat von p,' und po. 

Fir einen Beweis vg]. CamntscHin [1]. *) 

1) Zusatz wihrend der Korrektur. Es hat sich herausgestellt, daB der Beweis von 
CaINTSCHIN [1] nur unter folgender Zusatzannahme richtig ist: Es gibt ein s > 0, derart, 
daB fir Ey’€ B” (a, b), Hy’ B’(b + 8,c) (a < 6,6 +8< cc) und beliebizes w’€ 2’ die 
Relation 

P,(w’, By’ (\ Ey’) = Py(w’, Ey’) Po(w’, Ey’) 
gilt. Diese Forderung ist nicht invariant gegen Mittelwertbildung, muB 2 30 in unserem 
Falle an P,, nicht an P, gestellt werden. 
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Satz 3.6. Gilt die Annahme (E) fiir den fastperiodischen Kanal P, so gilt 
sie auch fiir seinen Mittelwert P,. 

Beweis. Sei E’’€B(s,t) fest gewahlt. Dann ist 7“ 2" ¢B(s — u,t — u), 
P(w',T“E") also nur von @,_y om ---,@_, abhingig. P(7T“w’,7 2") 
= P*(q@’, BE’) hangt also nur von @,_, . . ., @; ab, ist alsoG(s — m, t)-meBbar. 
Der Mittelwert iiber G(s — m, t)-meBbare Funktionen ist aber offensichtlich 
wieder G(s — m, t)-meBbar. 

Corollar. Ist p’ ergodisch, so auch p’’ und p. 

Damit sind alle Mittel zur Durchfiihrung der Theorie im fastperiodischen 
Falle bereitgestellt. Die Beweise von CHINTSCHIN [1] iibertragen sich wértlich. 
Man erhiilt u. a. folgende Aussagen: Die ergodische DurchlaBkapazitat eines 
fastperiodischen Kanals ist dieselbe wie die seines stationiren Mittelwertes. 
Sie kann durch Probieren mit stationiren ergodischen Quellen ermittelt 
werden. Eine fastperiodische Quelle hat dieselbe mittlere Entropie wie ihr 
stationirer Mittelwert. Der Satz von FErnsTern sowie der erste Satz von 
SHANNON gelten fiir fastperiodische Quellen und Kanile. 
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Metrische Kontraktionen 


Von 


Paut WERNER HAmiscu in Bonn 


In den Arbeiten iiber ,,Tensorielle Produkte regulirer Linearformen- 
moduln“ [1] und iiber ,,Differentiale und Tensoren“ [2] blieben die Metriken 
unberiicksichtigt'). Ihr Fehlen stellt insofern éine Liicke dar, als man nicht 
von vornherein ermessen kann, in welcher Weise sie dort am zweckmaBigsten 
einzugliedern sind. Diese Liicke soll hier ausgefiillt werden. Die eleganteste 
Lésung besteht darin, den Fundamentaltensor praktisch iiberhaupt nicht in 
Erscheinung treten zu lassen und statt dessen den Kontraktionskalkiil aus [1] §3 
— der sich schon in [2] als auBerordentlich niitzlich erwies — bei Existenz 
einer Metrik so zu erweitern, daB je zwei Tensoren gleicher oder verschiedener 
Stufen in diesem Sinne kontrahiert werden kénnen, wobei es auch gar keinen 
Unterschied machen soll, ob einer oder beide antisymmetrisiert sind oder 
nicht. Der praktischen Erprobung des so erweiterten Kontraktionskalkiils (§ 1) 
dienen die axialen Tensorprodukte (§ 2) und die metrischen Differentiale (§ 3). 
Da die vorliegende Notiz als eine Ergainzung zu [1] und [2] gedacht ist, kénnen 
wir diese Noten hier als vertraut voraussetzen und ohne weiteres an sie an- 
kniipfen?). 

g1 

1. Es sei V ein regulirer Linearformenmodul iiber P und c eine endliche 
Basis fiir V tiber P. Wegen [1] 2.3 sind dann die Bilinearformen g von V* genau 
die Tensoren aus V* © V*, und zwar wird g(v,v’) = g(v Ov’), deun nach den 
Entwicklungssatzen [1] 2.2 und [1] 3.5 wird g(c,, c,) + c+4= g = ge,,,- ct, also 
g(c;, ¢;) = ge,,; und damit g(v, v’) = g(c,, c;) - ctv + civ’ = ge, ,- ch 4(v Ov’) 
= g(v Ov’). Als Elemente von V* © V* stellen die g aber nach dem Darstellungs- 
satz [1] 3.6 genau die linearen Abbildungen g von V in V* mit gv = gv fiir 
v¢V dar, und ebenso auch die linearen Abbildungen g von V in V* mit 
gv = vg fir v € V*). 

Gilt 9 = g, also gv = vg far v € V, dann heiBt g symmetrisch. Ist g umkehrbar, 
also ein Isomorphismus von V auf V*, dann heiBe g eine Metrik; natiirlich ist 
dann auch g umkehrbar, denn aus gv = gv’ folgt vgv" = v'gv”’ fiir v’’ € V, also 
vo* = v'v* fir v* ¢ V* und damit v = v’. Lediglich der Einfachheit halber be- 
schrinken wir uns im folgenden auf symmetrische Metriken, so daB wir stets 
v'gv = (gv) v' = vgv’ haben. 

1) Hamuscu: [1] Tensorielle Produkte regularer Linearformenmoduln. Math. Ann. 184, 
101—113 (1957). — [2] Differentiale und Tensoren. Math. Ann. 135, 420—443 (1958). 

*) Insbesondere setzen wir den Kontraktionskalkiil aus [1] § 3 als gelaufig voraus. 

*) Aus § v) = v' Gv) = v'gv= (gv')v= (2,,) (gv) = ((Ovee9) (2,4. 7) v’ folgt, 
daB @ die ,,Transponierte (9 ,,,9) Zy,, y von g ist. 
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Nach [1] 3.6 wird nun aber auch g~ durch einen Tensor dargestellt, nimlich 
durch einen Tensor aus V © V, den wir die zur kovarianten Metrik g gehirige 
kontravariante Metrik g nennen. Es gilt also g~ v* = g v* fiir v* ¢ V*, und wegen 
vgv' = v'gv wird auch v*9 v'* = (9g v*) G v'*) = G v*) gG v'*) = Gv*) v'* 
= v'*gv*. 

2. Durch tensorielle Produkte gema&8 [1] 2.6 der linearen Abbildungen g 
und g~ zusammen mit den identischen Abbildungen j = iy und j* = iy» von V 
und V* lassen sich nun je zwei Tensormoduln 7' und 7” mit gleicher Faktoren- 
anzahl isomorph aufeinander beziehen: Zum Beispiel ist | Og O7 Oj* ein 
Isomorphismus von T = V © V © V*© V* auf 7”= V OV*OV © V* mit 

(} OF OF O}*) (v%,Ov,O vF Ovf) = 4, O9r, 09 vF Org . 
Wir nennen diese Isomorphismen Modulationen. Besonders hervorzuheben ist, 


daB die Modulationen infolge [1] 4.10 zugleich auch die antisymmetrisierten 
Moduln V“" ¢ V°" und V*4"¢ V*O* 4) ineinander iiberfihren : 
(9 OG) (%)A v2) = gu,A gv, und GQ OG”) (vfA vf) = Gof Agr. 

3. Bisher lassen sich Kontraktionen nur ausfiihren, wenn die beteiligten 
Faktoren des Tensormoduls verschieden sind ({1] 3.1!). Mit Hilfe der Modula- 
tionen ist es jetzt aber méglich, diese Einschriankung bei Vorhandensein einer 
Metrik fallen zu lassen. Wir kénnen z. B. fiir t¢ 7 = V © V*© V definieren: 
t|? = ((j ©j* Og) t)|$. Und da sich t als Summe von Produkten der Gestalt 
v,©v2 Ov, schreibt, ist wegen v,(9v,) = v,gvs= (gv,)¥3= (Jr,)v, auch ¢i$ 
= (Gg ©j* ©)) t)|?. Ersichtlich ist es gleichgiiltig, auf welche aller méglichen 
Weisen man ¢ moduliert, um die Operation |? im urspriinglichen Sinne aus- 
fiihrbar zu machen. 

Kontraktionen, die in diesem Sinne erst nach einer geeigneten Modulation 
ausfiihrbar werden, nennen wir metrische Kontraktionen. Behalten wir die 
Definition der Kontraktion zweier Tensoren gema&B [1] 3.3 auch fiir die me- 
trischen Kontraktionen bei, dann wird z. B. (v,© v3 Ov) (vf O vf O40 v,O v5) 
= (v,O v$ Ors) (LPOG EO gr O v, © VJ) = vvT + VIG VF + vggu_~ (v,Ovs) 
= U,V * Us UE+ vsU6° (v,O vs). Speziell vv’ = vgv’ heiBt auch das innere Produkt 
von v und v’. Insbesondere hat man auf diese Weise nun auch eine Metrik tiber 
V‘*, bei der die Kontraktion (vj A «+ - A v}) (v,A\ «++ A v,) als innere Produkt- 
bildung auftritt. Nach [1] 4.8 wird aber 


(vy A+++ A of) (oA +++ A) = (J O-++ OY) (Oj A--- A v)) (A +++ A o%) 
= (gvj A+++ A guy) (XA ++ A v,) = det, ,Gv,) v, = det, ,v)»,, 


was der Bildung der Gramschen Determinante entspricht. So wie man schon 
iiber V durch Einfiihrung des inneren Produktes vv’ im invarianten Kalki den 
Tensor g entbehrlich macht, kann er also auch allgemein formal eliminiert 
werden durch Verallgemeinerung des inneren Produktes zur metrischen 
Kontraktion, die andererseits wiederum nichts anderes ist als eine Ausdehnung 
der gewohnlichen Kontraktion, so daB die innere Harmonie des Kalkiils in [1] 


*) Wie in [2] schreiben wir lieber ,,\‘‘ statt ,, .“. 
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bei Hinzunahme einer Metrik in keiner Weise gestért wird. Dies war das An- 
liegen dieser Note. — Zur weiteren Demonstration dieses Kalkiils waihlen wir 
den Ubergang zum koordinatenmaéBigen Rechnen (4.), die axialen Produkte 
(§ 2) und die kovariante Differentiation (§ 3). 

4. Wegen ¢,¢;= ¢,gc;= (gc;)¢,= g(e,;Oc;) =ge,,; mit c,;=—¢c,Oc,; und 
ciel = cfg = (gc) ct= gc) mit c4i=ctOc’ sind die c,c; und die c‘c’ die 
Koeffizienten (Koordinaten) von g und g beziiglich der Basisc fir V. Fiir sie 
gilt c‘c’- cjc,= 6) oder allgemeiner v*c/-c,v = v*v, denn es wird 0*c’- c,v 
= § v*) cf- ¢,(gv) = gu* (ci- c,(gv)) = (v*g) (gv) = v* G Gv)) = v*v. 

Fir t¢ VOV OV* wird ((j Og OG) t) cijk = tetjt= tel. n> &, ,eij* 
= tel.™ ,- df - Cyc, etc = tc, c,,¢;- e*c*, wonach dem Modulieren das Trans- 
ponieren der Indices entspricht. 


$2 
1. Es sei t,¢ V*“4*) mit d = dim V und t ¢ V“* mit n < d. Dann gibt es 
genau ein t, | ¢¢ V*44-" mit 
(Qo tht =t(tAt’) fir te VA4-*, 
namlich 
ty Ht = ty(t A cf... a.) che, 


wie sich sofort nach [1] 4.9 mit (k,,...,kg-,) € Kg-» ergibt, wenn qo, 
= ¢y,\-**Acy, und ch:----tm— ¢ A’+++Actm bedeutet. Unter dem zu ¢ 
beziiglich der Basis c azialen Tensor verstehen wir den Tensor (beachte 
[1] 4.10!) 

x*t= (9 O--- Og") (cl --+ 4-t)¢ VAd-" fiir tev 
mit n < d, so daB stets (x °t) t’= (9 ©---) x*t) t’= (cb * Ft)’, also 

(x¢t)t=ch---4@At’) fiir te VA" und t'e VE" 
wird. 

Wegen (xt) = cl EA t) = chet At): get haben 
wir mit [1] 4.8 
x*t= x*t- det, ,c’” c, 


beim Ubergang von einer Basis c zu einer anderen c’, wenn wir noch aj-d! = 1 
annehmen. Ist c selbstverstandlich, dann schreiben wir auch 


Ke(tLA +++ At) =tX +++ x = xX (A+++ At). 
2. Die bisherigen Formeln liefern sofort die Spatproduktformel (v,v=v»,!): 


(uy x ++ * X Vg—4) Vg= che F(v,A +++ A vg_ 3A 04) 


V, C8... Ogu et, 0 c*} 


Kb = (x beter Benne cy pg = (KEG A AG etmn) > c,, 


— ftAgehA---Agc-")- ch a as 


ae eS 
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also im Falle einer Normalbasis ¢, fiir die also gc, =c‘ gilt, die bekannte Ent- 
wicklung nach Determinanten : 

seceesbann’ CUTE Cy A s+ + A cy). 

Im Falle d = 2 wird also 





x (9+ C+ Q?* €y) = a "at ot les, ‘= —Q*- e+ grey, 


so daB x v aus v durch eine Drehung um + 2/2 entsteht. 
3. Analog t,}+ ¢ gibt es zu jedem t,¢ V“* und ¢t ¢ V*/" mit n <d genau 
ein t 4 t,¢ V4-* mit 


t'(t-4t.) = (Att, fiir t'e V*e-* 


namlich 
6 {tga (chte----Be-= A 8) tc 

Nun wird che® bcp Sl Ch take reecaka 7 Gantt eM, Wo 
die Koeffizienten alle verschwinden bis auf den mit {k,,..., kg} = {1,..., d}, 
und dieser wird ersichtlich (— 1):-----*)~' 5). Wir haben also 

c} eteied d “ Ch = 7(- 1)" mesial Re, ns t00009 ka)-1., chn+ pasde ka ¢) 
und entsprechend 

Fete died Oe | cee i ee . 


fiir {k,,..., kg} = {1, .. ., d}. Also gilt (c? Ca . 53 Cj, peees kn) 4 Cj geese a= , peter kn 
und fs F- (cfaree-Be 4 Gf g) = etete--M und damit 


=t fir tev” 


und 
a=t fir te ver, 


4. Damit lassen sich nun auch die schwierigeren Formeln 
(x t,) (x ts) = t,t,° c} domses él sees é fiir t€ VA*a t, 


pteee 


und 


UX *°* X Ugg X (VU X + °° K Of) =— 





, , , | 


Va—aVis+ ++» Vg—1 Va—a» Vga) 

leicht nachrechnen. Aus Linearitétsgriinden geniigt es, die erste Formel fiir 

t= vy x +++x vo, und t,= v,x --+ x v, durchzurechnen: 

(vp +++ Oh) (Oy Xx *+* x Dy) = Che (DEA ++ A OLA (0, x +** x DQ) = (DEAss*Av,A 

(v, x +++ v,)) chee = GojA--+A Gu, A J O--- Og) (v, x xa) (Gg O--- Og") 

chs-@) = Gop A++-Agu, Ach 4 F (vA++*A o,))) G,.a eh (GO: OF” ) 

etre) me Gop A ++ A Gog) (ef F (OA +++ A 0) 4 Gj... 
=(Gvj A+++ Agus) (vy A+++A vg) © clerre€ eles 
= (viA-+-A Vs) (VAs**A 09) © cle t chee, 

5) (— 1)*—! bedeutet wie in [2] + 1 oder —1 je nachdem die Permutation 2 gerade 


oder ungerade ist. 
*) z bedeutet die Aufhebung der Einsteinschen Summationsvorschrift. 
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Und noch einfacher ergibt sich die zweite Formel: Wegen 


(v, X +" X Ogg X Vg_y) V = Che F(D AeA vg_gA vg, A v) = — cb 4(v, Asse A 


Va—-2N 0A vg_3) = — (0X *°* X Ugg XU) Ug 
wird mit v,_,= v| x +++ x vj_, in der Tat 
(vy X +++ VggX (Vj X***X U9_y)) v= — (OX *** Xx Vg_.X v) (UV) X ***x UY_,) 
i (vy A+ A va-3/ v) (v; AeerA v4-1) elise dol,.-..d i "1 * ka 1 Me—w M1 ”. 
clevvend gle vend | 


wo wir nur noch die soeben bewiesene Formel und [1] 4.8 fiir a3_,-(d — 1)! =1 
rece — — Ist c eine Normalbasis, d. h. gilt gc; = c‘, dann wird natiirlich 


cls---4¢l, = det, ,cie’ = det, ,c'g c/ = det,, ,c'c, = det, ,d' = 1, und im all- 
gemeinen hat man ‘nur zu beachten, daB wegen cic): c; i= i. natiirlich 
cheeses al 2 a dro .s0. a= det,, ,c'c’- det, ;c,c;= det, ,d} = 1 wird. 

§3 


1. Das folgende ist ausschlieBlich eine Erginzung zu [2]. Die dortigen Ver- 
einbarungen werden ohne weiteres tibernommen. Gleich im ersten Abschnitt 
von [2] 2.4 wurde die Abkiirzung vy = (0 iy) v® eingefiihrt, wo v ein Vektor 
auf der Untermannigfaltigkeit X von ¥ sein soll. Ist v aber ein Vektor auf Y 
und existiert fiir p ¢ X stets (0}-iz)” v?<¢ X?, dann kénnen wir ebensogut auch 
die Abkiirzung v; = (0}iy)~ v” vereinbaren mit (d”/) v°= vf = vyf fir in p 
differenzierbare Abbildungen f aus X in irgendeinen cartesischen Bildraum. 
Damit hat dann die rechte Seite der Gleichung (Produktregel [2] 3.2.5 fiir 

d,tiz= v(ty!,) > wit ty; doy? (y € ¥) 


auch einen Sinn, wenn ¢ nur auf einer Untermannigfaltigkeit X von Y definiert 
ist, fiir die v’ fiir einige p existiert. Da, wie mit etwas Geschick leicht nach- 
zurechnen, die rechte Seite von y unabhangig ist, kann die letzte Gleichung als 
Definition fiir eine kovariante Ableitung von Tensoren genommen werden, die 
nur auf einer Untermannigfaltigkeit von Y definiert sind. Andererseits wird 
man unter d,¢ fiir einen Vektor v auf X und einen Tensor ¢ auf Y natiirlich 
d,,t verstehen. Ist X speziell eine Kurve 7, dann schreiben wir vereinfachend 
noch d,t = d, t. 

v hei8t nun parallel lings einer Kurve = © X, wenn d,v in allen in Betracht 
kommenden Punkten p auf 7 verschwindet, und wir sagen wie iiblich, v” mit 
p’ € T sei durch Parallelverschiebung lings t aus v? mit p € T gewonnen. Wegen 
(d,v) a'*= (d,(vx's- x,,)) xt = 1, (v's) - x, 2't + vx - (d,x,) xt = dj ((v2't)t) + 
+ vx's- (dx,;) (2407, y) und ty = ty * (dx*) ty y= x,y* tT, x* bedeutet d.v=0 
mit vz't== vf und (dz,) z'!, = {,',} also 


d, (vit) + vit”: {',} 47+ d,(a*r~) = 0 
in welcher Gleichung nur die tatsichlich gegebenen Funktionen v‘t~, b, ‘jc 


und z*r~ auftreten, wobei sich {;,‘,}7~ meist noch aus {,,‘,} 2° und 
at =R\,: z‘t~ zusammensetzt (R = XX!). 
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2. Fordert man jetzt die Konstanz des ,,inneren Produktes“ v,v, zweier 
léngs t paralleler Vektoren v,, v,, so wird 0 = di((v,¥4) tT) = 1, (v,%,) 
= d,(v,0_) = d,(v,gv_) = d, (9%) %4) = 4,(g(v,O v2)) = (d,g) (vO v2) + 
+ g((d,v,) © v,+ vO (d,v_)) = (dg) (vx,Ov,OT,y), wo g € X*OX* fiir jedes 
p € X eine Metrik g fiir X? liefern soll. Soll die Konstanz dann fiir jedes t und 
jedes Paar v,, v, gelten, dann muB also dg = 0 werden. Gilt auBerdem noch 
d, ,x= 4, ,x), fir ein x € X und damit wegen 

(dy xj) ig = xl¥ aid, xy xa, + xy- xi, (x''x,) 
und 
X)\4(2;f) = d?(d,(fx~)) = d} (d,(f x~)) = x), (x),f) 

fiir jedes x ¢ X, dann rechnet man mit Hilfe von [2] 3.2.9, indem man die 
Xp ( XX) = Xy(GX,, ;) aus (dg) x,, ;,, bestimmt, sofort 
(*) 2 + 2, %\5° (dX) a! .= Big (Lip Wij) + Xiy (Ag Xj) — Bj (Aig Ay) 
nach, 

Definiert man hierdurch d(2,,x,,;- 2/x™=dj"/z!), so hat man sofort 
d, ,x,=d,,x, und erhalt mit [2] 3.2.9 auch wieder (dg) x, ;,,= 0, so daB die 
Bedingung dg = 0 mit d,,.x,—d,,2, gleichwertig ist mit (*). — Wegen 
dyv i d, g (gv)) one (dg) (gv) 4 g ((dy-g) v+ g(d,v)) impliziert dg = 0 schlieB- 
lich auch dg = 0. — Damit ist gezeigt, daB sich die Metrik in jeder Beziehung 
glatt in den Rahmen der Noten [1] und [2] einfiigt. 


( Bingegangen am 5. September 1958) 








Maass, H. 
Math. Annalen, Bd. 137, S. 142—149 (1959) 


Zur Theorie der harmonischen Formen 
Von 
Hans Maass in Heidelberg 


Einleitung 

Es sei r die Spalte mit den reellen Variablen 2, 25, . . ., Z» als Elementen 
und r’ die Zeile, die aus r durch Transposition entsteht. Allgemein werde die 
Transponierte einer Matrix W mit W’ bezeichnet. W= W™.”) soll besagen, 
daB die Matrix m Zeilen und n Spalten hat. Die Bildung der Determinante | W| 
setzt voraus, daB W quadratisch, also m = n ist. Es wird dann auch W = W™ 
geschrieben. Unter einer Form wird durchweg ein homogenes Polynom ver- 
standen. 

Die Bedeutung der (im gewéhnlichen Sinne) harmonischen Formen kommt 
im wesentlichen in den folgenden beiden Eigenschaften zum Ausdruck : 

1. Zu jeder Form u(r) vom Grad k gibt es eindeutig bestimmte harmonische 


Formen u, (r) vom Grad k-29(0<9<5), sodas 


u(r) = D'(r'r)’ u,(r) 
gilt. 

2. Die harmonischen Formen k-ten Grades sind mit den endlichen Summen 
2(a’'x)* identisch, wobei a’a = 0 ist. 

Das Ziel der vorliegenden Untersuchung ist die Verallgemeinerung dieser 
Satze auf Formen u(X) in einer Matrixvariablen X = X(".”) (m > n) mit einer 
Homogenitatsforderung beziiglich der Substitutionen X— XV (|V| +0). 
Damit werden in [1] ausgesprochene Vermutungen und spezielle fiir n = 2 
giltige Ergebnisse in voller Allgemeinheit bewiesen. Es eriibrigt sich der 
Gebrauch expliziter Operatorenidentitaten, die nur sehr miihsam abzuleiten 
sind. Mit {") und 9” in der Bedeutung 

Gy? = {u(X): u(XV) = |V|* u(X) far |V| + 0} 
Hf? = [w(X): W(X) eB”, | ser ax |m(X) = 0 
wird nun behauptet: 
Satz 1. Zu jeder Form u(X) cG gibt es eindeutig bestimmte Formen 


u,(X) € 9f",,(05 »< 5), 00 dap 
(2) u(X)= ¥ |X’ X|ru,(X) 
gilt. ; 


(1) 
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Satz 2. Die Formen der Schar 9“) bestehen aus den endlichen Summen 
2 |\L' X|* mit |L'L| = 0. 
DaB die endlichen Summen J |L’ X|* in 9” liegen, falls |L’ L| = 0 ist, 
wurde bereits in [1] gezeigt. Satz 1 besagt de facto, daB 
(3) SP = OP + |X’ AFP, 
gilt und daB dies eine direkte Summe ist. Damit ergibt sich die Dimensions- 
relation 
(4) dim 9{" = dim F{"” — dim F”, . 
Aus einer allgemeinen in [2] angegebenen Forme] erhalten wir durch Speziali- 
sierung schlieBlich 
|(m—1+k ee m—n+k 
Poe ear) Goeth) 
erem m—2+k\- se 


m—1+k\ (m—2+k m—n-+ k\ | 
(eye) (Pena) (CE) 

Die Beweise der Saétze 1 und 2 werden durch ein allgemeines Entwicklungs- 
theorem erméglicht, welchem ein System von Formen zugrunde liegt und 
welches im einzelnen folgendes besagt: 

Satz 3. Es sei F,(r), F,(r), . . ., F(t) ein System von nicht konstanten Formen 
mit reellen Koeffizienten. Das von diesen Formen erzeugte Polynomideal D enthalte 
alle Polynome, die auf dem Nullstellengebilde N von D verschwinden. Dann lapt 
sich jede Form u(r) als endliches Kompositum der Art 


(6) u(r) = Z(F,(r))"(F a(x)” . . . (F, (x))"*(a' ry 


mit a €N darstellen. 

Fir unsere Beweisfiihrung ist auBerdem eine sinngemaBe Verallgemeinerung 
des Begriffs der harmonischen Form von Bedeutung, wobei an Stelle von r’r 
eine beliebige nicht konstante irreduzible Form F(r) mit reellen Koeffizienten 
tritt. Eine Form u(r) wird F-harmonisch genannt, wenn sie von dem Operator 


r(;-) annulliert wird. Demnach ist 


(7) 9,(F) = {w(x): w(ra) = a*u(r) , F(5-) w(x) = 0 


die lineare Schar aller F-harmonischen Formen k-ten Grades. Auch jetzt gilt 
in Analogie zum Fall F(r) = r’r: 

Satz 4. Es sei F(x) eine irreduzible Form vom Grad g > 0 mit reellen Ko- 
effizienten. Zu jeder Form u(r) vom Grad k gibt es dann eindeutig bestimmte 


Formen u,(t) € Dx-9»(F) (0 << =) , 80 dap 
(8) u(r) = ¥ (F(s))’u, (x) 
gilt. 
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Satz 5. Die Formen der Schar $,(F) bestehen aus den endlichen Summen 
2 (a'xr)* mit F(a) = 0. 
Wir beginnen nun mit der Ausfiihrung des Programms. 


§ 1. Der allgemeine Entwicklungssatz 

Zum Beweis von Satz 3 machen wir uns zunachst klar, daB zu einer vor- 
gegebenen ganzen Zahl k = 0 ein endliches System von Vektoren a), a,,...,a, in 
(9) N= {a: F(a) = 0 firi= 1,2,...,q} 
gefunden werden kann, so daB 

u(x) €D oder, damit gleichwertig, u(a) = 0 fir a «N 

fiir Formen u(r) vom Grad k bereits aus 
(10) u(a,)= 0 fir i= 1,2,...,7 
folgt. Das ist trivial, da u(a)= 0 fir die unbestimmten Koeffizienten von 
u(r) eine lineare homogene Gleichung darstellt und es héchstens s linear 
unabhangige Gleichungen dieser Art geben kann, wenn s die Anzahl der 
Elemente von u(r) bezeichnet. Wir denken uns r minimal gewahlt; sodann 


ist r durch k eindeutig bestimmt und r < s. Es sei §, die lineare Schar aller 
Formen vom Grad k. Da das Gleichungssystem (10) den Rang r hat, so ist 


dim (F, 1B) = 79 
wegen dim F,= 8 also 


(11) dim (F./F. 0D) = r- 

Offenbar ist 

(12) A = (aj; ais... ajm) 6 (Wy + Vet ***+ Vm_= k) 
die Koeffizientenmatrix des Systems (10), wenn wir mit @,,, Gg, . . ., Gm die 
Elemente von a; bezeichnen. Die Zeilen von A werden durch den Index i 
und die Spalten durch die Exponentensysteme »,, ¥2,..., ¥, bestimmt, die 


wir uns in irgend einer Weise angeordnet denken. A ist vom Typus A“: und 
hat den Rang r. Wir zeigen nun, daB die Formen (a;r)* (i = 1, 2, . . ., r) mod D 
unabhangig sind. Sei 


r 


2’ ¢;(a; r)* = 0 (mod P) 


mit gewissen Konstanten ¢,, c,,...,¢,. Das bedeutet 


D» ¢,(a; 6)* = 0 fir BEN. 
i=1 
Da gemaéB den Voraussetzungen von Satz 3 das Gebilde % mit a auch den 
konjugiert komplexen Vektor @ enthalt, so kann 6 = 4), 4,,..., 4, gewahlt 
werden. Wir erhalten 
» © (a; 4,)*= 0 fir j= 1,2,...,7r. 
i=1° 
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Aus der Entwicklung 
k! 


(aj a;)* = ee ai, Gib + - am a; ay on a, . 
wobei tiber alle ganzen »,, v9, . .., % 2 0 mit ¥,+ + -°** + ¥, = & summiert 
wird, ist zu ersehen, daB die Matrizenrelation 
((a; a,)*) = ADA’ (i,j = 1,2,...,17) 
: —_— . , ki , 
gilt, wenn D = D©) die Diagonalmatrix mit den Elementen = rege bezeich- 
1+ Va: m* 
net. Wegen Rang A = r ist also 
(a; a,)*| +0, 
mithin c,= ¢.= +++=c¢,= 0, q.e.d. Damit ist auch gezeigt, daB jede Form 
t(xr) €F, mod eindeutig als Linearkombination der (ajr)* (i= 1, 2,...,1r) 


geschrieben werden kann: 


(13) u(r) = d'c,(ajr)*  (modD). 
i=1 
o 
Wird 6, = //c; a, gesetzt, so resultiert eine Beziehung der Art 
q 
>> F,(r) u, (Xr) 
1 


(14) u(r) = & (biz) + 
mit 6,¢N (i= 1,2,...,r) und gewissen u,(r)¢€F,-,, (¢= 1,2,.-.,9), 
wobei g; den Grad von F;(r) bezeichnet. Vollstindige Induktion nach dem 
Grad von u(r) ergibt nun in evidenter Weise den Beweis von Satz 3. 

Das Beweisverfahren liefert noch eine schirfere Aussage, die wir fiir spitere 
Zwecke hier formulieren als 

Hilfssatz 1. Unter den Voraussetzungen von Satz 3 gibt es in der Restklasse 
u(r) mod P einer jeden Form u(r) € F, genau eine Form v(x), die gich als endliche 
Summe der Art v(x) = ZL (a’x)* mit a € N darstellen lapt. 

Beweis: Es geniigt offenbar zu zeigen, daB Potenzen (bjr)* mit 6,¢R 
(«= 1,2,...,¢), die linear unabhingig sind, auch mod unabhingig sind. 
Sodann ist 

2 (a’r)* = 0(modP) mit LF (a’r)* = 0 
gleichwertig. 

Es seien b;, , bj9,..., 5; _ die Elemente von 6, . Aus der linearen Unabhingig- 
keit der Formen (bjr)* (¢= 1, 2,...,#) folgt, daB die Koeffizientenmatrix 
dieses Formensystems: 

mt bby... by) = BD 


baits sia 
den Rang ¢ hat. Folglich ist die Determinante 
(6; 6,)*| = |BDB’| +0. 


Hieraus konnte aber geschlossen werden, daB das Formensystem (b;r)* 
(i= 1,2,...,¢) auch mod unabhangig ist, q.e.d. 
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§ 2. Die F-harmonischen Formen 


Hilfssatz 2. Hs sei F(x) eine von Null verschiedene Form vom Grad g und 
v(t) eine beliebige Form von Grad h. Dann existiert immer eine Form u(r) vom 
Grad k = g + h derart, dap F(=,) u(t) = v(t) wird. 

Wir fahren den Beweis durch vollstaéndige Induktion nach der Variablen- 
zahl m. Fir m= 1 ist die Behauptung offenbar richtig. Sei also m > 1 und 
Hilfssatz 2 fiir m — 1 an Stelle von m bewiesen. Wir zeichnen die Variable 
x= 2,, aus und fassen 2,, %, ..., Z,—, Zu einem Vektor yn zusammen. In den 
Entwicklungen 


h 
F(r) = ZF, u(r) = Po (y)z*-4, v(x) = a roart 


sind F,(»), aan v,(p) Formen vom Grad i. Die Zahl a sei so gewahit, daB 
F ,(p) + 0 ist. Die Differentialgleichung des Hilfssatzes geht nun in 


ZS Sr(F)uo(F se) att Soggy! 


i=a j=0 


und damit in 


“3 XC = os) (A) ui store-r= Sojinyer-r 


iiber. Diese Gleichung zerfallt in das System 


Jo i(Te )F (se) ee = 20) Osrsh). 
Die Formen u,(p) fir a + 4 < »< k kénnen willkirlich vorgegeben werden. 
Nach Induktionsvoraussetzung kann u, , ,()) so gewahlt werden, daB die letzte 
Gleichung befriedigt wird. Aus der vorletzten Gleichung kann u,,,-~,(») be- 
rechnet werden usw. SchlieBlich liefert die erste Gleichung u,(y). Fiir die noch 
fehlenden Formen u,(y) (0 < v < a) ergeben sich keine Bedingungen, sie sind 
also auch willkirlich zu wahlen. Die Auflésbarkeit des Systems ist so bewiesen, 
damit auch Hilfssatz 2. 

Hilfssatz 3. Hs sei F(x) eine nicht konstante irreduzible Form vom Grad g 
mit reellen Koeffizienten. Dann ist 


(15) dim, (F) = dim, — dimg,_, 


und $),(F) besteht aus den endlichen Summen X(a' x)* mit F(a) = 0 

‘ Beweis: Durch u(r) > r(2-) u(t) wird nach Hilfssatz 2 ein Modul- 
homomorphismus von fF, auf Oe ad definiert. ,(F) ist der Kern dieser Ab- 
bildung. Daraus folgt die Dimensionsrelation. Der Irreduzibilitét von F(x) zu- 


folge sind die Voraussetzungen von Satz 3 fiir das Polynomideal B = (F(rx)) 
erfillt. Wird 2, durch 


2, = {2 (a'r): F(a) = 0} 
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erklart, so folgt nach Hilfssatz 1, daB 
(16) Se= Le t+ Fe)Fe-. 
eine direkte Summendarstellung ist. Mithin ist 
dim 2, = dim, — dimF,_, = dim H, (F) . 
Wendet man die Identitat 
(17) F(5,) (a’x)*= g! (*) Fe) (a’x)k-9 
auf die Nullstellen von F(r) an, so zeigt sich, da8 2, in §,(F) liegt. Die Gleich- 


heit der Dimensionen hat 2, = ,(F) zur Folge, qed. Satz 5 ist als Teil- 
aussage von Hilfssatz 3 auch bewiesen. Aus der direkten Summendarstellung 
(18) Fi= DlF) + Fe) Fe. 
ergibt sich, wie man sofort sieht, mit Hilfe von vollsténdiger Induktion nach 
dem Grad von u(r) ein Beweis von Satz 4. 

Mit mn Variablen an Stelle von m ergibt die Anwendung von Satz 4 auf 


F(X) = |X’ X| folgenden Sachverhalt. Zu jeder Form u(X) vom Grad nk 
existieren eindeutig bestimmte Formen w,(X) und v(X), so daB 


(19) u(X) = wo(X) + |X’ X| v(X), 
Grad tug(X) = nk, 54 ax ¥o(X) = 0 


gilt. Hat u(X) tiberdies die Invarianzeigenschaft 
u(X V) = |V|*u(X) far |V| +0, 


was soviel wie u(X) ¢ fF" bedeutet, so erhalt man aus (19) fiir |V| +0 die 
Beziehung 


(20) u(X) = |V\-Fug(XV) + |X'X| |V/P-*o(XV), 


wobei |V|-*u,(X V) ebenfalls von lax az annulliert wird. Auf Grund der 


eindeutigen Bestimmung von u,(X) und v(X) sind die Zerlegungen (19) und 
(20) identisch, woraus 


(21) U(X) € HM”, v(X) FM, 
erhellt. Mithin ist 

B= 919+ IX'XIS» 
eine direkte Summendarstellung. Nunmehr ist Satz 1 mit vollstandiger 
Induktion nach dem Grad von u(X) in einfacher Weise zu beweisen. Die 
Anwendung von Satz 5 ergibt im vorliegenden Fall nur, daB die Formen der 
Schar 9{" als endliche Summen der Art 2'(o(L’ X))"* darstellbar sind, wobei 
|L’ L| = 0 und o das Zeichen fiir die Spurbildung ist. Das bleibt unbefriedigend 
insofern, als nicht einzusehen ist, wann eine vorgegebene Summe dieser Art 
tatsichlich in ${" liegt. Hier liefert Satz 2 erst das Gewiinschte. Der Beweis 
dieses Satzes basiert auf der Anwendung von Satz 3 mit beliebig groBer Formen- 
zahl g, wihrend man bisher mit g= 1 ausgekommen ist. 


Math. Ann. 137 ll 
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§ 3. Die harmonischen Formen einer Matrixvariablen 


Die Pliickerschen Koordinaten des linearen Raumes, der von den Spalten- 
vektoren einer reellen Matrix X = X(™.”)= (z,,) vom Rang n aufgespannt 
wird, sind durch 


(22) Ya= |%a4| (u, y= 1, 2,...,m) 
bestimmt. Dabei ist « = («,, a, ..., &,) ein beliebiges Tupel ganzer Zahlen mit 
der Eigenschaft 1 < «, << a,<-++< a,< _m. Daneben fiihren wir noch ein 


m - . . : . _ s : . . 
System von (™) unabhangigen Variablen z, ein, die wir in irgendeiner Weise 


zu einer Spalte 4 zusammenfassen. In gleicher Weise bilden wir die Spalte yn 
aus den y,. Im 3-Raum interessiert die GraBmannsche Mannigfaltigkeit G, 
die durch die Parameterdarstellung 3 = » geliefert wird. Wie bekannt existiert 
ein System quadratischer Formen Q, (4), Q2(3), . - -, Q,(4), so daB 


(23) 4 € © gleichwertig mit Q,(4) = 0 (¢= 1,2,...,q) 


ist. Uberdies wei8 man, da8 ein Polynom u(3) auf G genau dann verschwindet, 
wenn es dem Polynomideal 


(24) P= (Q; (3), Q; (3), ee ey Q,(3)) 
angehért. SchlieBlich wird noch das Polynomideal % durch 
(25) Sb) — (a' 4 Q: (4), Qe (4), se 49 Q,(3)) 


eingefiihrt. Es bleibt zu zeigen, daB jedes Polynom u(4), welches auf dem Null- 
stellengebilde N von % verschwindet, in G liegt. Aus dem Verschwinden von 
u(j) auf N folgt zunachst auf Grund des Hilbertschen Nullstellensatzes eine 
Relation der Art 


q 
(w(3))?= 3°8 %o(4) + 2 Q; (3) % (3) 


mit gewissen Polynomen u,(3) und einer natiirlichen Zahl p. Mithin ist 


(u(y))?= v'D uo(D); 
denn Q,(3) (¢ = 1, 2,..., q) verschwindet fiir 4= y. Wenn nun u(y) = 0 ist, 
so verschwindet u(3) auf G, ist also in By, somit auch in B gelegen. Im Falle 
Uy (dD) + 0 stelle man u(y) und u(y) als Polynome in den Elementen von X dar: 


u(y) = v(X), u(y) = v9(X). 
Wegen n'y = |X’ X| ist dann 
(0(X))?= |X’ X| v9(X); 
identisch in X. Da |X’ X| irreduzibel ist, gilt auch eine Relation der Art 
v(X) = |X’ X| v,(X), 


wobei das Polynom v,(X) ebenso wie v(X) und v,(X) gegeniiber den Substitu- 
tionen X + X V mit |V| = 1 invariant ist. Folglich ist v,(X) als Polynom in den 
y,, darstellbar: v,(X) = u,(y). Wir erhalten so 


u(y) = n'y u,(D), 














Theorie der harmonischen Formen 149 


woraus zu schlieBen ist, daB u(4) — 44 u, (4) in Bo, also w(4) in P liegt, q.e.d. 
Auf Grund von Satz 3 kénnen wir nun ein beliebiges Polynom (4) als 
endliches Kompositum der Art 


(26) (4) = © (3°3)"(Q1(3))” - - - (Qa (a))**(U'a)” 

ansetzen, wobei die | in 2, also erst recht in © liegen. Es gibt daher eine Matrix 
L= L\™.™ derart, daB y durch die Substitution X + L in { iibergefiihrt wird. 
Die Spezialisierung 4 > » ergibt 

(27) u(y) = 2 (y'y(U'p). 

Jedes Polynom v(X) mit der Invarianzeigenschaft v(X V) = v(X) fiir |V| = 1 
kann somit als endliches Kompositum der Art 

(28) v(X) = 2 |X’ Xe |L’ X|’ 

mit |Z’ L| = 0 geschrieben werden; denn v(X) ist als Polynom u(y) darstellbar 
und es gilt l’‘y = |L’X| sowie (‘l= |L’L|. Das Verschwinden dieser Deter- 
minante ist eine Folge von | ¢ N. Damit ergibt sich insbesondere 

Hilfssatz 4. In der Restklasse u(X) mod |X’ X| einer jeden Form u(X) ee 
liegt eine endliche Summe der Art X \L' X\* mit |L' L| = 0. 

In [1] wurde bereits gezeigt, daB alle Summen 2 |L’X|* mit |L’L| = 0 
harmonisch sind, also in $\") liegen. Die Anwendung von Hilfssatz 4 und Satz 1 
auf eine beliebige Form u(X) ¢ 9{" ergibt nun die Méglichkeit der Darstellung 

u(X)= 2 \L'’X|* mit |L’'L|=0. 
Damit ist schlieBlich auch Satz 2 bewiesen. 
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Lineare Halbgruppen mit beschrankten Eigenwerten 
Von 


Hanrriep LENz in Miinchen 


Einleitung 

Kirzlich wurde mit Hilfe des Satzes von AUERBACH, der sich elementar- 
geometrisch mit Hilfe des Lownerschen Ellipsoids beweisen laBt*), eine Kenn- 
zeichnung der euklidischen Drehgruppen des dreidimensionalen Raumes ge- 
geben?). In der vorliegenden Arbeit sollen diese Uberlegungen weitergefiihrt 
werden. Insbesondere werden lineare Halbgruppen des reellen und komplexen 
n-dimensionalen Raumes mit beschrankten Eigenwerten ohne weitere Vor- 
aussetzungen untersucht. Man kommt im Fall der Gruppen auf die kiirzlich 
von Herrn NasTotp im AnschluB an eine Arbeit von R. WaGNER studierten 
mehrfach metrischen Réume®). 

Ferner interessieren lineare Halbgruppen bzw. Gruppen mit noch schwa- 
cheren Voraussetzungen iiber ihre Eigenwerte. Es gelingt nicht, ohne die Ein- 
fiihrung zusatzlicher Beweglichkeitsforderungen zu abgerundeten Ergebnissen 
zu kommen. Die Frage des Zusammenhanges zwischen Eigenschaften der 
Gruppe und Eigenschaften ihrer Eigenwerte scheint mir noch weiterer Be- 
arbeitung wert zu sein. Eine naheliegende, aber hier nur sehr teilweise be- 
antwortete Frage ist, ob eine lineare Gruppe mit beschrinkten zyklischen 
Untergruppen notwendig selbst beschrankt ist. Fiir vollsténdig reduzible 
Gruppen ist das nach dem Satz von WIELANDT und KneseErR der Fall; aber 
damit ist die Frage nicht erledigt. 

Herrn Professor B. L. vaN DER WAERDEN danke ich fiir wertvolle Korrek- 
turen und kritische Bemerkungen. 


1) Der Satz von AverBacu sagt, daB jede beschrankte lineare Gruppe eine definite 
Hermitesche Form invariant la6t. AveRBAcH, H.: Sur les groupes linéaires bornés. Studia 
math. 4, 158—166 (1933). — Lavewrrz, D.: Uber die Invarianz quadratischer Formen bei 
linearen Transformationen und das Raumproblem. Nachr. Akad. Wiss. Géttingen, K1.2a, 
1956, 21—25. — Danzer, L., Lavewrrz, D. u. Lenz, H.: Uber das Léwnersche Ellipsoid 
und sein Analogon unter den einem Eikérper einbeschriebenen Ellipsoiden. Arch. Math. 8, 
214—219 (1957). 

2) Lenz, H.: Uber raumliche Drehungen. Math. Ann. 135, 244—250 (1958). Der dort 
verwendete Satz 2 gilt im n-dimensionalen Raum. Ich habe diesbeziiglich a. a. O. auf eine 
weitere Note verwiesen, die jedoch nicht erscheinen wird. Die Herren H. WreLanpT und 
M. Knezser haben den Satz nimlich schon 1954 bewiesen: Jber. dtsch. Math. Ver. II. Teil 
57, 4—5 (1954). In der vorliegenden Arbeit erscheint der Satz nochmals als Satz 1. 

*) Nasroxp, H.-J.: Uber mehrfach metrische Raume. Arch. Math. 9, 256—261 (1958). 
— Waener, R.: Projektive: Bewegungsgruppen I, II, Math. Ann. 184, 308—354 (1958). 
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§ 1. Grundbegriffe 


K sei der KGrper der reellen oder der komplexen Zahlen. Gegeben sei ein 
Vektorraum V der endlichen Dimension n itiber K und eine Halbgruppe © 
aus linearen Abbildungen von V in sich. V kann als additive abelsche Gruppe 
mit den Operatorenbereichen K und © aufgefaBt werden, die elementweise 
vertauschbar sind. Wir kénnen beide zum Operatorenbereich KG = GK 
zusammenfassen mit der Multiplikationsvorschrift 


(aa) (Bb) = (a B) (ab) = (ab) (a B) fiir alle a,b¢« K; a, BEG. 


Wir schreiben fiir den Raum V mit dem Operatorenbereich © auch (V,G). 
© heiBt bekanntlich irreduzibel bzw. vollstaéndig reduzibel, wenn (V,G) als 
additive Gruppe mit Operatoren einfach bzw. direkte Summe einfacher Unter- 
gruppen, d. h. minimaler invarianter Teilraéume ist. Ist F ein invarianter Teil- 
raum oder ein Faktorraum eines invarianten Teilraumes A nach einem in- 
varianten Teilraum BC A, so induziert G in natiirlicher Weise eine Halb- 
gruppe G,» aus linearen Abbildungen y, von F in sich, erklart durch die Fest- 
setzungen 


tp= +B fiir alle Vektoren r¢V, 
yr(ts)=yr+B firalle r¢A, ycG. 


Die Eigenwerte von y,p sind unter den Eigenwerten von y enthalten. Setzen 
wir noch 
y Itp= yrtp fir alle t2¢F (d. h. tg= 24+ B, 4A), 


so ist F operatorhomomorphes Bild von A; im Fall A = V insbesondere von V. 
(F,G) bedeutet also dasselbe wie (F,G,). Es gelten die iiblichen gruppen- 
theoretischen Sitze wie der Satz von JornpaNn-HOLDER. 


Unter einem unitdiren Rawm verstehen wir einen n-dimensionalen Vektor- 
raum iiber dem komplexen Zahlkérper K, dessen Operatorenhalbgruppe © 
aus solchen linearen Abbildungen besteht, die eine nichtausgeartete Hermite- _ 
sche Form f(r, r) invariant lassen. Dann ist auch /(r, ») = /(D, x) invariant. 
In dieser Arbeit wird von den invarianten Formen unitérer Réiume stets 
vorausgesetzt, daB sie definit sind; d.h. es ist stets f(r, r) [> 0, Gleichheit 
nur fir r= 0. Im Gegensatz zum iiblichen Sprachgebrauch wird nicht ge- 
fordert, daB © alle die Form f(r, r) invariant lassenden linearen Abbildungen 
enthalte; es ist also z. B. zulassig, daB G nur aus der Identitaét besteht. Ist K 
der reelle Zahlkérper, so treten an Stelle der Hermiteschen Formen definite 
quadratische Formen und wir sprechen von euklidischen Raiwmen. Wohl- 
bekannt ist die folgende Tatsache: Jeder wnitére bzw. euklidische Raum ist 
direkte Summe von einfachen unitéren bzw. euklidischen Riumen. Die invariante 
Form eines einfachen unitiren bzw. euklidischen Raumes ist bis auf einen Faktor 
festgelegt. : 

LaBt néimlich © eine definite Form f(r, r) fest, so ist durch f(r, ») = 0 
eine nichtausgeartete Orthogonalitat fiir Vektoren r, » ¢ V festgelegt. Daraus 
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folgt bekanntlich, daB G vollstandig reduzibel ist; und / induziert in jedem 
irreduziblen Teilraum 7' eine definite invariante Form, namlich die auf 7' als 
Argumentbereich beschrankte Form /. La&t G zwei nicht proportionale de- 
finite Formen f und g invariant, so auch die Form / + zg, x¢€ K. g(r, r) 
kann, wenn 2,,..., 2, die Koordinaten des Vektors r sind, auf die Form 
a, F,+ +++ + tnFq 

gebracht werden. Daher gibt es ein reelles x mit det(f + 2g) = 0. Setzen wir 
h(x, D) = f(r, D) + xg(x,D), so ist die Menge der Vektoren rt mit A(t, r) = 0 
fiir alle x € V, das sog. Radikal von A, ein invarianter Unterraum +{0}, d. h. 
(V, G) ist nicht einfach, w.z.b.w. 

Ein Raum (V,@G) heiBe mehrfach unitir bzw. mehrfach euklidisch, wenn 
jeder Faktorraum einer (also jeder) Kompositionsreihe ein einfacher unitérer 
bzw. euklidischer Raum (mit definiter Form) ist (vgl. NasTotp a. a. O.). 
Jeder unitére Raum ist in diesem Sinn mehrfach unitar, aber nicht umgekehrt. 

Unter Bewegungen eines unitéren (bzw. euklidischen) Raumes verstehen 
wir einfach die Elemente der Operatorenhalbgruppe G. Unter Ahnlichkeiten 
verstehen wir Abbildungen aus K G, d.h. Abbildungen zx y mit 2 ¢ K, y €G. 
Unitare bzw. euklidische Bewegungsgruppen sind natiirlich einfach Gruppen 
aus Bewegungen. Entsprechendes gilt fir Ahnlichkeitshalbgruppen usw. 

Auch bei mehrfach unitéren Raiumen verstehen wir unter Bewegungen 
die Elemente von ©. Ahnlichkeiten mehrfach unitérer Raume kommen in 
dieser Arbeit nicht vor. 

Unter einem Halbgruppenideal oder kurz Ideal verstehen wir wie iiblich 
eine Menge 9 ¢ © mit den Eigenschaften G § © 9, HG CH. Die Abbildung 
V — {0} sei mit o bezeichnet. Sie wird in jedem Koordinatensystem durch die 
Nullmatrix dargestellt. Eine lineare Abbildung « heift nilpotent, wenn eine 
natiirliche Zahl m mit «"= oo existiert. Bekanntlich ist x nilpotent, wenn 
und nur wenn alle Eigenwerte von « verschwinden. 

Ist x ein beliebiger Vektor und © irreduzibel, so ist entweder G r = {0} 
oder Gr spannt V auf. Im ersten Fall ist K x ein invarianter Teilraum; 
weil © irreduzibel ist, also x = 0. 

Hilfssatz 1: Ist © irreduzibel und $ + {0} ein Ideal, so ist $ irreduzibel. 

Beweis: Die lineare Hiille einer Menge M © V sei stets mit M bezeichnet. 
Es sei $ + {0} ein Ideal, also § V + {0}. 7 + {0} sei ein invarianter Teilraum 
von (V, 9), also § T ¢ T. Wegen 

§ T 2(§G)T = $GT) 295GT)= $v 
ist § 7 + {0}. Daraus folgt 
T2IHT2 GHT=V, w.z.b.w. 

Unter dem Minimalrang der Halbgruppe © verstehen wir den kleinsten 
Rang aller von o verschiedenen Abbildungen & ¢ ©. 

Hilfssatz 2: Ist die Halbgruppe © irreduzibel und $ + {0} ein Ideal, so 


enthdlt 2 eine Abbildung « vom Minimalrang, die nicht nilpotent ist, also einen 
Eigenwert + 0 hat. 
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Beweis: Es sei 8 +0 eine in © liegende Abbildung vom Minimalrang. 
Ca= {xr €V; B x = 0} sei der Kern der Abbildung £. Weil 9 nach Hilfssatz 1 
irreduzibel ist, folgt BV = V. Es gibt daher ein y ¢ H mit y BV C,, also 
By BV + {0}. Andererseits ist B y BV C BV; weil 8 minimalen Rang hat, 
also B y BV= BV und daher (f y)"BV= #V fir alle natiirlichen Zahlen m. 
Setzen wir «= fy, so ist damit Hilfssatz 2 bewiesen. Eine unmittelbare 
Folgerung ist 

Hiljssatz 3: Enthalt © ein von {0} verschiedenes Ideal aus nilpotenten Ab- 
bildungen, so ist © reduzibel. 

Die bisherigen Hilfssaitze gelten fiir lineare Halbgruppen von endlich- 
dimensionalen Vektorréumen iiber beliebigen Kérpern. Ist K der reelle oder 
komplexe Zahikérper, so kénnen wir in der Menge aller linearen Abbildungen 
von V in sich die tbliche topologische Struktur einfiihren mit Hilfe der fol- 
gendermaBen definierten Norm ||«|| einer Abbildung «. Ist (a;,) die Matrix 
der Abbildung « in irgendeinem Koordinatensystem, d.h. bei irgendeim 
Wahl von Basisvektoren, so sei ||a/|| = Max ja,,| (i,k = 1,...,”) gesetzt 
Diese Norm hangt von der Basiswahl ab; die von ihr erzeugte topologische 
Struktur ist aber von der Basis unabhangig. 


§ 2. Beschriinkte Halbgruppen 


Geht man von © zur abgeschlossenen Hiille oder gar zur linearen Hiille 
(hinsichtlich der tiblichen Addition und Linearkombination linearer Ab- 
bildungen) oder zu einer darin enthaltenen und umfassenden Teilhalbgruppe 
iiber, so Andert sich am Verband der invarianten Teilriume und damit an der 
Frage der Reduzibilitat gar nichts. 

Ist © eine lineare Halbgruppe mit beschrénkten Eigenwerten (das soll 
heiBen: alle Eigenwerte beliebiger Abbildungen y ¢ © liegen in einem be- 
schrinkten Bereich der komplexen Zahlenebene), so sind wegen der Halb- 
gruppeneigenschaft sogar alle Eigenwerte absolut < 1 (= 1, falls © Gruppe ist). 
Ist K, die Menge aller x ¢ K mit |z| < 1, so ist auch die abgeschlossene Hille G, 
von K,G 2G eine lineare Halbgruppe mit beschrinkten Eigenwerten. 2 sei 


die Menge der linearen Abbildungen «= lima, y, mit y,,€ ©, lima,,= 0. 


m—> © m—> co 
% ist ein Ideal in der soeben erklarten Halbgruppe G,. 2% besteht aus lauter 
nilpotenten Abbildungen. Wenn G, d.h. die Menge der Normen ihrer Ele- 
mente y, nicht beschrinkt ist, so gibt es eine nicht beschrinkte Folge von Ab- 
hildungen y,, ¢ ©. Es ist keine Beschriinkung der Allgemeinheit, anzunehmen, 
daB die Folge ys gegen eine Abbildung « < % konvergiert, deren Norm 


offenbar 1 ist. Also ist 2 + {o}. Nach Hilfssatz 3 ist also G, und damit auch G 
reduzibel. Das ist der von H. WreLanpr und M. Kweser vor einigen Jahren 
bewiesene |s. FuBnote *)} . 

Satz 1: Jede irreduzible Halbgruppe linearer Abbildungen des reellen oder 
komplexen n-dimensionalen Raumes mit beschriinkten Eigenwerten ist beschrankt. 
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Satz 1 iibertrigt sich unmittelbar auf vollstandig reduzible Halbgruppen. 
Wir ziehen nun einige Folgerungen aus Satz 1. 

Die Abbildungen y €G mit |det y|= 1 bilden eine Teilhalbgruppe 9. 
Alle Eigenwerte von y € § haben den Betrag 1. Ist M eine beschrankte offene 
Umgebung des Nullpunktes und § nicht leer, so ist § M eine beschrinkte 
offene Menge, die von § in sich abgebildet wird. Dasselbe gilt fiir die konvexe 
Hille von $ M. [Wenn K der komplexe Zahlkérper ist, kann V als 2n- 
dimensionaler reeller Raum aufgefaBt werden; auf diesen beziehen sich Aus- 
driicke wie ,,konvexe Hille“, ,,Ellipsoid‘‘, ,,Volumen‘“ (s. unten).] Ebenso 
fiihrt G in jedem Fall die konvexe Hille von M WG M in sich iiber, d. h. jede 
beschriinkte Halbgruppe bildet einen konvexen Kérper in sich ab. 

Wir nehmen an, § sei nicht leer. Dann kann (V, 9) als euklidischer bzw. 
unitdrer Raum aufgefaBt werden, wie jetzt nach einem Gedanken von D. Lave- 
WITz gezeigt werden soll [s. FuBnote *)]. 


Unter den der Menge § M umbeschriebenen und in der Form 


n 
(1) LD Mx TS1, Ay= Ay; 
ik=1 

darstellbaren Ellipsoiden gibt es genau eins von kleinstem Volumen, das mit 
E bezeichnet sei [vgl- Danzer-Lavewrrz-Lenz a. a.O.]. Ist «€ 9, so ist 
a9 MCHM, wegen |deta|= 1 also «f M= 9 M. Daraus folgt « E= E, 
d.h. 9 fihrt die Oberfliche eines Ellipsoids (1) in sich tiber und 148t damit 
eine definite quadratische bzw. Hermitesche Form invariant. Die von den 
y €§ und ihren inversen Abbildungen erzeugte Gruppe ist daher gleichfalls 
beschrankt, also Bewegungsgruppe eines euklidischen bzw. unitéren Raumes. 
Wir haben damit 

Satz 2: Jede vollstindig reduzible Halbgruppe linearer Abbildungen des 
reellen oder komplexen n-dimensionalen Raumes mit lauter Eigenwerten vom 
Betrag 1, insbesondere also jede vollstiindig reduzible Gruppe mit beschriinkten 
Eigenwerten, laBt eine definite quadratische bzw. Hermitesche Form invariant. 
Zum Beispiel erhalt man eine solche Form als Summe der invarianten positiv 
definiten Formen in den irreduziblen Teilraumen. Um reduzible Halbgruppen & 
mit beschrinkten Eigenwerten zu untersuchen, brauchen wir einige Hilfs- 
begriffe. Wir werden zeigen (Satz 3), daB solche Halbgruppen mit Eigenwerten 
vom Betrag 1 gerade die Operatorenbereiche mehrfach euklidischer bzw. uni- 
tarer Raume sind. 


§ 3. Reduzible Halbgruppen mit beschrinkten Eigenwerten 


Definition: S sei ein Unterraum der Dimension s. Eine Menge P ¢ V heiBe 
beschrankt mod S, wenn die Menge P + S beim kanonischen Homomorphismus 
des Raumes V auf den Faktorraum V/S auf eine beschrankte Menge abge- 
bildet wird. Ist e,,...,¢, eine Basis des Raumes, die eine Basis ¢,,..., ¢, 
von S enthalt, so ist notwendig und hinreichend fir Beschranktheit mod S, 
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daB in der Darstellung 
n 
(2) r= J'2,¢, fir re P 
i=1 
stets 
(3) |z,| << fiir i > s und eine feste Konstante c > 0 ist. 


Hilfssatz 4: Sind die Teilmengen P, Q ¢ V beschriinkt mod S und ist T 2 8 
ein Unterraum, so ist P + Q beschriinkt modT. Ist P beschriinkt mod S und 
mod U, so ist P beschrinkt mod Sn U. 

Beweis: Die erste Behauptung ist klar. Um die zweite zu beweisen, setzen 
wir dimS=s, dimU=u, dimSU=d. ¢@,...,¢, sei eine Basis des 
Raumes mit 

SoU fir isd, 
e@€ S fir iss, 
U fir s<ises+u-d. 


In der Basisdarstellung (2) ist nach Voraussetzung fiir alle x ¢ P und ein 
geeignetes c > 0 
|ja,|<e 


fiir i > s, weil P beschrankt mod S ist, und fiir d < i < s, weil P beschrankt 
mod U ist, also fir i > d; d.h. P ist beschrinkt mod SU. 

Ist Mc V eine beschrankte offene Menge, so haingt die Aussage ,,6 M ist 
beschrinkt mod S“ nicht von der Wahl von M ab. Wir kénnen statt dessen 
sagen: © ist beschriinkt mod S oder, falls S invariant ist: Gy), ist beschrinkt. 

Nach Hilfssatz 4 gibt es einen eindeutig bestimmten invarianten Unter- 
raum R ¢ V von kleinster Dimension, so daB G beschrinkt mod R ist. Das er- 
méglicht die folgende 

Definition: W sei ein invarianter Unterraum von (V,G). Unter dem Be- 
schriinktheitsunterraum R von W verstehen wir den Durchschnitt aller in- 
varianten Unterriume U von W mit der Eigenschaft, daB Gy beschrinkt 
mod U ist. Gy ist beschrankt mod R. 

Hilfssatz 5: Sind P,Q, 8S invariante Unterriiume von (V,G) mit P 2 8, 
Q 28 und sind die Halbgruppen Gp und Gg beschriinkt mod S, so ist auch 
Gp.g beschrinkt mod S. 

Beweis: Die Voraussetzung besagt, daB innerhalb der Teilriume P bzw. Q 
beschrinkte offene Umgebungen X bzw. Y des Nullpunkts in mod be- 
schrinkte Mengen G@ X ¢ P bzw. G Y ¢ Q iibergefiihrt werden. Dann ist 
X + Y im Raum P + Q eine offene beschrinkte Umgebung des Nullpunkts. 
Die Bildmenge G@(X + Y)¢ G X + G F ist beschrinkt mod 8, w.z.b.w. Das 
erlaubt folgende 

Definition: W sei ein invarianter Unterraum von (V,G). Der nach dem 
vorigen eindeutig existierende gréBte invariante Unterraum Q 2 W von der 
Eigenschaft, daB Gg beschrinkt mod W ist, heiBe der Beschrinktheitsoberraum 
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von W. Q ist die Summe aller invarianten Oberréume von der genannten 
Eigenschaft, die W enthalten. 

Aus den Eigenschaften der Beschranktheitsunter- und Oberraume folgt 
nun unmittelbar 

Satz 3: Hat der Raum (V, G) eine Operatorenhalbgruppe © mit beschriinkten 
Eigenwerten, so gibt es zwei Normalketten 


V = R,>...>R,= {0}, 
{0} = Qc...CQ=V. 


Dabei ist R;,, der Beschriinktheitsunterraum von R,, Q;,, der Beschriinktheits- 
oberraum von Q;. Die Halbgruppen Gp p,,, und Ge, .)9, sind beschrinkt. 

Falls \det y| = 1 fiir alle y € © ist, so sind die Fakiorriume R,/R;., und 
Q; + 1/Q; euklidische bzw. unitiire Réiume, also direkte Summen einfacher euklidi- 
scher bzw. unitérer Réume. 

Beweis: Zu zeigen ist nur noch, daB niemals R,,,=— R, oder Q;,,= Q, ist. 
Das folgt aber aus Satz 1, nach dem irreduzible Halbgruppen mit beschrankten 
Eigenwerten beschrankt sind. Fiir einen maximalen invarianten Teilraum 
R’ CR, ist nimlich R,/R’ einfach und daher nach Satz 1 Gp, beschrinkt 
mod R’, also R’2 R;,,. Ebenso ist ein minimaler invarianter Teilraum Q’/Q,; 
von V/Q, einfach, also Ggg, beschrinkt, d. h. Gg ist beschrinkt mod Q, 
und daher Q;,, 2 Q’> Q;. Der Rest des Satzes 3 ist dann eine unmittelbare 
Folgerung aus den Eigenschaften des Beschranktheitsunter- bzw. -oberraumes 
und des Satzes 2. Die Bedingung {det y| = 1 zusammen mit der Beschranktheit 
der Eigenwerte zieht nimlich nach sich, daB alle Eigenwerte einer jeden Ab- 
bildung y ¢ G den Betrag 1 haben. Klar ist die folgende Umkehrung: Wenn 
die Kette der Beschranktheitsunterréume erst bei {0} oder die Kette der 
Beschranktheitsoberriume erst bei V endet, so hat © beschrankte Eigenwerte. 
Die linearen Halbgruppen mit lauter Eigenwerten vom Betrag 1 sind also die 
Bewegungshalbgruppen mehrfach euklidischer bzw. unitérer Réume. 

Aus Satz 3 folgt noch: Jede lineare Halbgruppe G, deren Eigenwerte siimt- 
lich den Betrag 1 haben, lat sich in eine Gruppe derselben Eigenschaft einbetten. 

Die naheliegende Frage, ob die Langen r und q der beiden Ketten fiir Halb- 
gruppen mit beschrinkten Eigenwerten stets gleich sind, kann hier nicht 
beantwortet werden. 

Der Beschrianktheitsunter- bzw. -oberraum kann noch auf andere Weise 
gekennzeichnet werden. G sei jetzt wieder eine ganz beliebige lineare Halb- 
gruppe, ohne Voraussetzungen tiber die Eigenwerte. 

Hilfssatz 6: Ist G Gruppe, so ist der Beschriinktheitsunterraum von (V, ©) 
identisch mit dem Durchschnitt aller Hyperebenen H, fiir die G beschriinkt mod H 
ist. 

Beweis: Zu zeigen ist nach der Definition des Beschrinktheitsunterraumes 
nur noch, daB der genannte Durchschnitt D ein invarianter Unterraum ist. 
Es sei y € ©. Ist M eine offene beschriinkte Menge und © M beschrinkt mod H, 
so ist nach dem Kriterium (2), (3), angewandt auf die Basis y¢,,..., y en 
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die Menge y G M = G M beschriinkt mod y H. Die Hyperebenen H mit der 
Eigenschaft, daB © beschrinkt mod H ist, werden also untereinander ver- 
tauscht; ihr Durchschnitt D ist also ein invarianter Unterraum, w.z.b.w. 

Hilfssatz 7: Der Beschriinktheitsoberraum von {0} besteht aus genau den Vek- 
toren x €V mit der Eigenschaft, daB © x eine beschriinkte Menge ist. 

Beweis: Offenbar ist die Menge dieser Vektoren ein Unterraum Z. Ist x ¢ Z 
und y€G, so ist G(yr)= (Gy) rOGr beschrinkt, also y HCL. Ist 
e;,-.., ¢, eine Basis von Z, so wird die Menge der Vektoren x = 2,¢,+ ... + 2,¢, 
mit |z,| < 1 durch G in eine beschriinkte Menge iibergefiihrt. Also ist G, be- 
schrinkt und der Beschranktheitsoberraum Q von {0} ist Oberraum von £. 
Ist andererseits P ein invarianter Unterraum, fiir den Gp beschrinkt ist, 
so muB G a fir alle a € P beschrinkt sein, d. h. es ist P ¢ Z und damit Q ¢ £, 
d.h. Q= £, w.z.b.w. Natiirlich kénnen die Hilfssiitze 6 und 7 ebensogut fiir 
beliebige invariante Unterriume wie fiir V bzw. {0} formuliert werden. 


§ 4. Weitere Beschriinktheitseigenschaften 


Wir beginnen mit einigen einfachen Hilfsformeln aus der Matrizenrechnung. 
Gegeben seien die Matrizen 


wes ou’ 
er 
Xx -( we wate = (x;,)= 26;, [Kronecker-Symbol], 
00. x 
tS 0 
2 Ste 
=" 7" = (Yix) = (On-1)- 
Bis: <a § 
Oe 7244 


Dann ist fiir ganze Zahlen g, h, m = 0 


(2;,)= 27° (6,,-,) fir h<n, 
- 7h w= 
™ aol -{% fir hon, 
und 
>, (™\ va- 
(5) (X + ¥ym= Xm4(T)x"-1¥4(9) x 2y2.. 
Daraus folgt 
. co fir jzi|=1, 
X+Y)" = 


Definition: Wir sagen, die lineare Halbgruppe G des reellen oder kom- 
plexen n-dimensionalen Raumes habe k grdfte Higenwertbetrige, wenn jedes 
« € © Eigenwerte a;(i = 1, ..., ) mit 


|a,| = |a,| = --- = |a,| S> la, ., |2>°-* } |, | 
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(in geeigneter Anordnung) hat. Ist G Gruppe, so gilt dasselbe fiir die Eigen- 
werte a; der Abbildung «~?. Also ist auch 


lan] = + °° = [On—x+2) 2 lQn-x| 2° -* S |, - 


Im Fal] k > > hat also G n gréBte Eigenwertbetrige. Dana kann man k= n 


setzen, und die Abbildungen «-{deta«| “ bilden einc Gruppe G, mit be- 
schrankten Eigenweiten. Ist © auBberdem vollstaindig reduzibel, so ist G, nach 
Satz 1 eine Bewegngsgruppe, © also eine Ahnlichkeitsgruppe eines euklidi- 
schen bzw. unitare.: Raumes. 


Natz 4: Eine irreduzible lineare Halbgruppe & + {0} des n-dimensionalen 
reclen oder komplexen Raumes habe k, aber nicht k + 1 grépte Eigenwertbetrige. 
Dann hat die abgeschlossene Hiille ©' von K © den Minimalrang k. 


Beweis: Es sei «= lim ay, Ym, Ym ©, 4,¢ K. « ist entweder nilpotent, 
oder a hat mindestens k gleiche Eigenwertbetrage + 0; also einen Rang 2 k. 
Nach Hilfssatz 2 [fiir = G] gibt es ein nicht nilpotentes « € G vom Minimal- 


rang; also ist dieser Minimalrang mindestens k. § €@ habe genau k gréBte 





Eigenwertbetrage, etwa vom Wert e > 0. Die Folge a enthalt eine kon- 
vergente Teilfolge, etwa vom Limes y.u hat entweder k gleich groBe Eigen- 
wertbetriage > 0 oder ist nilpotent. £ habe die Jordansche Normalform 


C1 Pi . 0 

0 ¢ . 

‘2's as 0 

00 > Pe-1 

00 - & (4 ;) 
(an 0 o|8 

0 ae Pee eS 

00. * Wn-k-1 
o '@.. d,-, 


mit |c,| = 1, |d,| << 1 fir i=1,...,k; 7=1,...,n—k, wobei die Zahlen p,, 
q; tber der Hauptdiagonale Nullen oder Einsen sind und an den iibrigen 


Stellen Nullen stehen. Die Matrix von (£)" wird also 


Am 0 
( 0 ) . 
Wie aus der Hilfsformel (6) folgt, ist lim B"= 0. 


m— co 





Fall 1: Die Matrix A hat Diagonalform. Dann ist wegen B™+> 0 


un (TY -2. 
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also fiir eine geeignete Zahlenfolge m, 
w= lim + eS lim fy lim (£)" 
ten OO mae (4) aon \ 8 


(7) 








Die Matrix von y ist also eine Diagonalmatrix mit k Diagonalgliedern vom 
Betrag 1 und  — k Diagonalgliedern 0. Es folgt rang u = k. 
Fall 2: A hat nicht Diagonalform, enthalt also ein Kastchen 


el . 00 
0c — o 

O=| °°. .: |mit fel= 
00. cl 
00..0c/ 


Nach der Hilfsformel (6) ist lim |C™| = oo und daher (£ -)" — co. Daraus folgt 
m--—> co 


nach (7), da die ersten beiden Gleichheitszeichen von (7) auch im Fall 2 gelten, 
daB yu nilpotent ist. Die Matrix von u hat daher die Gestalt 


wobei M + 0 eine k-reihige Matrix vom Rang < k (weil nilpotent) ist. Also ist 
0 < rang u < k. Das ist aber, wie oben gezeigt wurde, unméglich, d. h. Fall 2 
kann nicht eintreten. Ubrig bleibt nur Fall 1, womit die Existenz eines u ¢ G’ 
vom Rang k gezeigt ist, w.z.b.w. 

Hilfssatz 84): Wenn in einer irreduziblen linearen Gruppe © des reellen 
Raumes (n > 1) jedes y €G einen Eigenwert e vom Betrag 1 hat, so hat jedes 
y €G mindestens noch einen weiteren Eigenwert e' vom Betrag = 1. (Es kann 
e’= e sein.) Zum Beweis dient: 

Hilfssatz 9: Ist a +0 ein Vektor und liegt die Menge Ga ganz auf zwei 
parallelen Hyperebenen A, A'= — A, 8o besteht G entweder aus lauter Elementen 
endlicher Ordnung oder © ist reduzibel. 

Beweis: I. Lage Ga, also +Ga ganz in einer Hyperebene durch den 
Nullpunkt, so ware die lineare Hiilie von G a ein echter invarianter Teilraum 
und © reduzibel. Dieser Fall sei also jetzt ausgeschlossen. 

II. Jedem Hyperebenenpaar, das Ga, also +Ga, enthilt, ordnen wir 
seine Mittelhyperebene A,= A + (— A) zu. Die Menge aller dieser Mittel- 
hyperebenen hat entweder einen Durchschnitt der Dimension > 0, dann ist 
dieser Durchschnitt ein invarianter Unterraum und © reduzibel, oder dieser 
Durchschnitt besteht nur aus dem Nullpunkt; dann ist die Punktmenge © a 
endlich. Sie bestehe etwa aus r Punkten. Fiir jedes y ¢ G laBt y"' diese Punkte 


*) Vgl. a. a. O. ?). 
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einzeln fest ; weil sie nicht alle in einer Hyperebene durch den Nullpunkt liegen, 
ist also y*' die Identitaét. Damit ist Hilfssatz 9 bewiesen. 

Beweis des Hilfssatzes 8: y €G habe einen Eigenwert e vom Betrag 1. 
Ist e nicht reell, so ist auch 2 Eigenwert, und wir sind fertig. Ist e reell, so ist 
e= +1. Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Wir diirfen y durch y? 
ersetzen und daher annehmen, y habe einen einfachen Eigenwert + 1 und 
sonst lauter Eigenwerte kleineren Betrages. a sei Eigenvektor zum Eigen- 
wert 1. Weil der Eigenwert 1 nur einfach vorkommt, ist V (als Raum ohne 
Operatoren) direkte Summe von Ka und einem gegen y invarianten Teil- 
raum 7’ der Dimension n — 1. Das erkennt man z. B. aus der Jordanschen 
Normalform und ihrer geometrischen Deutung. Man kann daher eine Basis a, 
b,, ...,5,~—, finden, so daB b,,...,6,-, den Teilraum 7' aufspannen. y hat 
in der zugehérigen Matrixdarstellung eine Matrix C mit 


— 
(8) inom = (°°: . x 


m— co 


Denn nach der Hilfsformel (6) folgt mit Hilfe der Jordanschen Normalform 
der Abbildung y; von T in sich, deren Eigenwertbetrige alle <1 sind, 
lim yt? = 0; und das zieht (8) nach sich. 


m— © 
Nach Hilfssatz 9 gibt es eine Abbildung « ¢ G mit 
aa=aa+bb,+--::hb,-,,@+i1. 


Denn sonst bestinde entweder G aus lauter Elementen endlicher Ordnung, 
also mit Eigenwertbet. igen 1, was fiir » nicht zutrifft, oder G wire reduzibel. 


a hat die Metrix 
anf) 
eae 
Es folgt 
we... s. «G 
in aon- (8°: 
= ae so a 


mit lauter Eigenwerten vom Betrag + 1. Also hat fiir hinreichend groBes m 
eine Matrix AC™, die zur Abbildung « y™¢ © gehért, lauter Eigenwerte vom 
Betrag + 1, im Widerspruch zur Voraussetzung. Damit ist Hilfssatz 8 bewiesen. 

Folgerung: Jede irreduzible lineare Gruppe des reellen n-dimensionalen 
Raumes, deren reelle Kigenwerte beschrinkt sind, hat zwei gripte Eigenwertbetrige. 
Denn zu jedem Eigenwert vom Betrag + 1, der wegen der Gruppeneigenschaft 
nicht reel] sein kann, gehért der konjugiert-komplexe. Ist aber der absolut 
gréBte Eigenwert reell, also gleich +1, so gibt es nach Hilfssatz 8 noch einen 
Eigenwert vom Betrag 1. 
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Ist y eine lineare Abbildung, so bezeichne e, den gréBten Eigenwert- 
betrag von y. 

Die Ahnlichkeitsgruppen haben die Eigenschaft, da® fir je zwei Ab- 
bildungen a, 8 € G stets die Identitat 


(9) Cy Op = Can 
gilt. Umgekehrt lassen sich die irreduziblen Ahnlichkeitsgruppen durch diese 


Bedingung kennzeichnen. 

Satz 5: G sei eine irreduzible lineare Halbgruppe des reellen oder komplexen 
n-dimensionalen Raumes, und es sei fiir je zwei Abbildungen a, B € G und eine 
Konstante c = 1 stets 
(10) Cap C Cg e, - 


Dann ist e, = 0 nur fiir « = o und die von den Abbildungen —- , y€G, y+0 
erzeugte Halbgruppe $ ist beschrinkt. Gilt sogar (9) und ist G Gruppe, so ist G 
Ahnlichkeitsgruppe des euklidischen bzw. unitéiren Raumes (V, 9). 

Beweis: Aus (10) folgt, daB das von einem « ¢ G mit e,= 0, also einem 
nilpotenten «, erzeugte Ideal aus lauter nilpotenten Abbildungen besteht. 


Nach Hilfssatz 3 muB daher «=o sein. Die Eigenwerte von jedem <—- . 
y €G sind absolut < - . Die Eigenwerte von = ° ot , x, 8 €G, sind absolut 


s—# 7 nach (10) also < =. Dasselbe gilt (nach demselben SchluB) fir 


cee 


Produkte aus endlich vielen Abbildungen —”- , d. h. diese Abbildungen erzeugen 
Cty 
eine Halbgruppe 9, deren Eigenwerte saémtlich <- sind. Nach Satz 1 ist 


also § beschrinkt. Ist G Gruppe und gilt (9), so wird $ von den = nicht nur 
erzeugt, sondern sogar gebildet. § ist selbst Gruppe; denn ist 6 = a~!, so ist 


-1 
BoB api, anba(*) 
ex ee exp eg ea 

Nach Satz 2 ist also (V,) einfacher euklidischer bzw. unitérer Raum und 
© ¢ K $, w.z.b.w. Es wire erwiinscht, zu klaren, ob sich Satz 5 noch ver- 
schirfen laBt. 

Definition: Eine lineare Gruppe bzw. Halbgruppe G heiBe von beschrainkter 
Eigenwertverzerrung, wenn fiir je zwei Abbildungen a, 8 € G und zwei positive 
Konstanten c, c’ stets 


(10) Cp 6 C,e, 
und 
(11) yp SC Cy ey 


ist. Die Giiltigkeit dieser Beziehungen tibertragt sich von G auf die abge- 
schlossene Hille G’ von K G. 
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§ 5. Beweglichkeitsforderungen 


Wir sagen, die Halbgruppe © sei geradentransitiv baw. ebenentransitiv, 
wenn zu jedem Paar 4, B von Geraden bzw. zweidimensionalen Ebenen durch 
den Nullpunkt ein « < © mit « A = B existiert. 

Im folgenden wird nicht versucht, méglichst schwache Beweglichkeits- 
forderungen zu stellen. (V,G) sei wie bisher erklart. 

Satz 6: Jede geradentransitive lineare Halbgruppe © von beschrinkter Higen- 
wertverzerrung kann als Ahnlichkeitshalbgruppe eines euklidischen bzw. unitiéren 
Raumes aufgefapt werden. © erzeugt eine Ahnlichkeitsgruppe. 

Beweis: © ist wegen der Geradentransitivitat irreduzibel. Nach Satz 5 ist 
e,= 0 nur fiir «= o. Wir zeigen nun: Die abgeschlossene Hiille G' von K © 
hat den Minimalrang n. Wir gehen indirekt vor und nehmen an, der Minimal- 
rang s von G’ sei <n. Es sei 8 €G’ eine Abbildung vom Minimalrang s. 
a + 0 sei ein in fV liegender Vektor. Wegen der Geradentransitivitat gibt es 
ein « € G, so daB « a + 0 im Kern C, von liegt, der wegen s < n ja positive 
Dimension hat. Dann ist 8 « a = 0, also dim 8 « BV <s und daher Ba BV = 
= {0}, d.h. Ba B= 0. Wegen a, 6 + 0 sind & und £ nicht nilpotent. Zwei- 
malige Anwendung von (11) zeigt, daB auch f « # nicht nilpotent ist. Das ist 
aber ein Widerspruch ; denn wir haben soeben gezeigt, daB 6 « B = o ist. 

©’ hat also den Minimalrang n. Nach Satz 4 hat G daher n gréBte Eigen- 
wertbetraige, d. h. alle Eigenwerte eines beliebigen y + o aus G haben gleichen 
Betrag, und zwar + 0. Also ist fiir y +o auch det y +0. Die Abbildungen 
y+ \det y|-’", y € G, y + o bilden eine Halbgruppe § und haben lauter Eigen- 
werte vom Betrag 1. § ist mit © irreduzibel, nach Satz 2 also eine Bewegungs- 
halbgruppe, die eine Bewegungsgruppe erzeugt. Wegen G C K § ist damit 
Satz 6 bewiesen. 

Die Frage, ob in Satz 6 die Forderung der Geradentransitivitaét durch die 
schwachere der Irreduzibilitaét ersetzt werden kann, bleibt offen. 

Satz 7: Es sei n > 2. Dann ist jede ebenentransitive lineare Halbgruppe © 
mit zwei (oder mehr) gréBten Eigenwertbetrigen eine euklidische bzw. unitiire 
Ahnlichkeitshalbgruppe. 

Beweis: © ist irreduzibel; denn sind A und B zweidimensionale Ebenen 
und U ein Unterraum, so daB dimA > U + dim Br U ist, so kann U nicht 
invariant sein. Solche Ebenen gibt es aber wegen dim V > 2 fiir jeden Unter- 
raum U + {0}, V. 

Wir zeigen wieder, da8 der Minimalrang der abgeschlossenen Hiille ©’ von 
KG den gréBtméglichen Wert n annimmt. Andernfalls sei naémlich dieser 
Minimalrang s < n. Nach Satz 4 ist s > 2. Es sei 8 ¢ G’ vom Rang s und C, 
der Kern von f. A und B seien zweidimensionale Ebenen mit A CAV 
dim B\C;= 1. Solche Ebenen existieren wegen 2 < s < n. Es gibt ein « €G 
mit «A= B. Daraus folgt dim 6 B= dim faA = 1 und daher 0<dim fap V < 
< dim £ V= s. Das ist aber wegen BaP ¢ G’ unmédglich. 

Die irreduzible Halbgruppe G’ hat also den Minimalrang n und enthiilt 
daher auBer o nur Abbildungen y mit det y+0. Die Abbildungen y - |det y|-"/", 















Lineare Halbgruppen mit beschrankten Eigenwerten 163 


y + o aus G, bilden wieder eine Halbgruppe 9 mit lauter Eigenwerten vom 
Betrag 1, nach Satz 2 also eine Bewegungshalbgruppe. Daraus folgt die Be- 
hauptung. 

Satz 8: Es sei n > 2. Dann ist jede ebenentransitive Gruppe © des reellen 
n-dimensionalen Raumes, deren reelle Eigenwerte beschriinkt sind, eine euklidi- 
sche Ahnlichkeitsgruppe, bei ungerader Dimension n also eine euklidische Be- 
wegungsgruppe. 

Beweis: Nach der Folgerung aus Hilfssatz 8 hat die irreduzible (s. Beweis 
zu Satz 7) Gruppe G zwei gréBte Eigenwertbetrage. Nach Satz 7 ist also G 
eine euklidische Ahnlichkeitsgruppe. Bei ungerader Dimension hat jedes y ¢ G 
einen reellen Eigenwert, der nach Voraussetzung +1 sein muB. y ist also 
nicht nur eine Ahnlichkeit, sondern sogar eine Bewegung (im weiteren Sinn, 
die Determinante kann — | sein). 

Fiir n= 3 kann die Voraussetzung der Ebenentransitivitat durch die 
schwachere der Irreduzibilitét ersetzt werden. Denn ist © Gruppe, so hat G 
unter den Voraussetzungen des Satzes 7 von selbsi drei gréBte Eigenwert- 
betrage; also wird s= 3. Zum Nachweis dieser Tatsache ist also die Ebenen- 
transitivitét nicht nétig; und der Rest des Beweises verlauft wie oben. Dieses 
Ergebnis fiir » = 3 bildete den Hauptinhalt der vorangegangenen Arbeit 
[s. FuBnote 2)}. Die Frage, ob in Satz 8 schon die Forderung der Irreduzibilitat 
an Stelle der Geradentransitivitat an Stelle der Geradentransitivitat auch bei 
héherer ungerader Dimension n ausreicht, bleibt offen. Satz 7 gilt fir zu- 
sammengesetztes n bei dieser Abschwaichung der Voraussetzung nicht. Das 
soll jetzt an einem Beispiel gezeigt werden. 


Die Gruppe © sei durch Matrizen M, dargestellt, die wir folgendermaBen 
beschreiben. Es sein = 1 m,1 > 1, m > 1. Jede Matrix M, laBt sich als l-reihige 
quadratische Ubermatrix schreiben, deren Elemente m-reihige Matrizen N,, 
sind. In jeder der 1 Zeilen oder Spalten der Ubermatrix M, sei genau ein 
Element N;, von der Nullmatrix verschieden. Die N,, seien alle aus einer 
irrduziblen festen Matrizengruppe 2 genommen. Alle Matrizen, die diesen 
Bedingungen geniigen, sollen wirklich zu © gehéren. Fir /= 3 besteht © 
z. B. aus den folgenden Matrizen: 


Ny 0 0) (0 Ny 0 Ny, 0 0) 
(© Ns 0 }, (¥a 0 o), (0 0 Na), 
0 0 Nyy, 0 ON; .0 Ny 0 
0 0 Ns) 0 Ny 0 0 0M, 
(° Na 0 |, { 9 0 Na). (¥ 0 ). 
Ny, 0 0/ N,, 0 0 0 Ny 0 


Man bestatigt leicht, daB alle diese Matrizen wirklich eine Gruppe © bilden, 
und daB die 1!" Potenz jedes Elements M,¢@ in der (reduziblen) Unter- 
gruppe ©, aus den Matrizen der Form 


% e ve :) 
0 ~ May 


Math. Ann. 137 
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liegt. (V, Gy) zerfallt nach der Konstruktion von © direkt in / Teilréume A,, 
Ay, ..., Ay. © permutiert diese Teilraéume untereinander, und zwar kommt 
jede Permutation vor. 

Wir zeigen, daB © irreduzibel ist. 

Es sei x € V ein beliebiger Vektor + 0. Wir wollen die Menge G x unter- 
suchen und diirfen daher x durch irgendein y x mit y € G ersetzen. Es ist 
also keine Beschrankung der Allgemeinheit, anzunehmen, daB 


r=a+-++++@,, 0<rsl, a,¢€ A; 
a, +0 fir t=1,...,¢f 
ist. Weil N irreduzibel ist, enthalt die Menge G,a, einen von a, linear unab- 


hangigen Vektor aj € A,. I,, bedeute die m-reihige Einheitsmatrix, N,, eine 
r-reihige Matrix aus N. Dann liegt die Matrix 


Oe OR 
aos oe 
(12) BP at. SH es 
00. I 


in G, und es ist, wenn J die n-reihige Einheitsmatrix bedeutet, bei geeigneter 
Wahl von N,, 

M'y = a, + 4,+°**+4,, 

(M’— I) r= a, —a,€ A,. 


(M’ — I) x liegt in der linearen Hiille G ¢ = G(G x) von G xr. Wegen der Irre- 
duzibilitat von N enthalt nun G(G r) m linear unabhangige Vektoren aus A,. 
Weil G die Unterriume A, transitiv vertauscht, enthalt © x ebenso m linear 
unabhangige Vektoren aus jedem der Unterraéume A,. Also ist G r = G(G x) 
= V, und daraus folgt, daB © irreduzibel ist. 


Nun spezialisieren wir N auf zwei Arten. 





a) Es sei m = 2, K der reelle Zahlkérper und N bestehe aus allen Matrizen 


ef). cos p sing 
: —sin p cosg/)’ 


wobei f(g) eine unstetige Lésung der Cauchy-Hamelschen Funktionalgleichung 


(e+ yp)= f(y) + f(y) mit f(z) = 0 


ist). Dann ist N in geometrischer Deutung eine ebene Ahnlichkeitsgruppe, 
deren reelle Eigenwerte beschrankt sind. Dasselbe gilt offenbar fiir G, und 
daher auch fiir G. G, und daher auch G hat zwei gréBte Eigenwertbetrage. 
Denn jeder Eigenwert eines y ¢ G ist 1!" Wurzel eines Eigenwertes einer Ab- 
bildung « €G,. (12) zeigt, daB G keine Ahnlichkeitsgruppe ist; denn N,, 


5) Diese Matrizen hat G. PickerT in seiner Arbeit ,,Elementare Behandlung des 
Helmholtzschen Raumproblems‘‘, Math. Ann. 120, 492—501 (1948), zur Konstruktion von 
Gegenbeispielen verwendet. Dabei wird das Auswahlprinzip gebraucht. 
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kann so gewahlt werden, daB der gréBte Eigenwertbetrag e’ +1 wird. 
G ist also irreduzibel, keine Ahnlichkeitsgruppe und hat beschrankte reelle 
Eigenwerte (vgl. Satz 8) sowie zwei gréBte Eigenwertbetrige (vgl. Satz 7). 
b) K sei der komplexe Zahlkérper, m > 1 beliebig. N sei die Halbgruppe 
K%, [oder auch die Gruppe K %,\ {o}], wobei N, die Gruppe aller unitiren 


Matrizen (a;,) mit z a, ;4;,= 6;, ist. G hat dann m gréBte Eigenwertbetrige, 
ist irreduzibel, aber Males Ahnlichkeitsgruppe. 


§ 6. Lineare Gruppen mit beschriinkten zyklischen Untergruppen 


Selbstverstandlich hat jede beschrankte lineare Gruppe beschrinkte zykli- 
sche Untergruppen. Die umgekehrte Frage scheint durchaus nicht trivial zu 
sein. Wir beweisen die folgende Teilaussage. 

Satz 9. Hine lineare Gruppe © des reellen n-dimensionalen Raumes, deren 
zyklische Untergruppen beschrinkt sind, ist jedenfalls in den folgenden beiden 
Féillen selbst beschrinkt (also stets fiir n <3): I. © ist vollstindig reduzibel. 
II. Alle Kompositionsfaktoren des Raumes (V,G) haben héchstens die Di- 
mension 2. 

Beweis: Die erste Aussage folgt aus Satz 1; denn aus der Beschranktheit 
der zyklischen Untergruppen folgt die Beschranktheit der Eigenwerte. Wir 
nehmen nun an, © sei nicht beschrankt, und alle Kompositionsfaktoren haben 
héchstens die Dimension 2. Fiir jeden Kompositionsfaktor F, einer festen 
Kompositionsreihe erklaren wir eine Funktion 7,(y), die fiir alle y ¢ G erklart 
ist, durch die Festsetzung 


— 1, falls dimF,= 2 und det yp,< 0, 
+ 1 in jedem anderen Fall. 


“Iy)= 


Offenbar ist y;(y) 7;(8) = z,;4y 8), d. h. die Abbildung von y auf das System 
der Funktionen 7, ist ein Gruppenhomomorphismus, dessen Kern 8 aus den- 
jenigen y mit 7,;(y)= 1 fir alle 7 besteht. R ist von endlichem Index in G. 
Weil G nicht beschrankt ist, kann auch & nicht beschrinkt sein. In jedem 
Faktorraum F,,, der nach Definition einfach ist, ist Gy, nach Satz 1 beschrankt, 
also eine euklidische Drehspiegelungsgruppe der Dimension 1 oder 2. Im 
letzteren Fall besteht R», aus Abbildungen von positiver Determinante, d. h. 
Ry, ist eine Drehgruppe, also abelsch. Falls nicht abelsch ist, so liegt in R 
ein Kommutator x + 1, der samtliche F; identisch abbildet. x hat lauter 
Eigenwerte + 1, ist aber nicht die Identitaét. Stellt man x in der Jordanschen 
Normalform dar, so erkennt man aus der Hilfsformel (6) am Anfang von § 4, 
daB die von x erzeugte zyklische Gruppe nicht beschrinkt ist. Das wider- 
spricht der Voraussetzung; also bleibt nur noch der Fall iibrig, daB die 
Gruppe 8 abelsch ist. 


Nun gilt aber der bekannte 
12* 
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Hilfssatz 10: Jede Abbildung y aus einer abelschen linearen Gruppe 9 des 
komplexen n-dimensionalen Raumes habe n linear unabhingige Eigenvektoren. 
Dann hat 9 ein gemeinsames System von n linear unabhingigen Eigenvektoren. 

Der Beweis findet sich z. B. bei'A. Spziszr, Die Theorie der Gruppen von 
endlicher Ordnung, 4. Aufi., 8. 157 unten. 

Die Voraussetzung dieses Hilfssatzes ist fiir R, weil eine lineare Gruppe 
des reellen Raumes auch als lineare Gruppe des komplexen Erweiterungsraumes 
aufgefa8t werden kann, erfiillt. Jedes y € R hat namlich lauter Eigenwerte vom 
Betrag 1. Ware die Jordansche Normalform von y keine Diagonalmatrix, 
so ware nach der Hilfsformel (6) die von y erzeugte zyklische Gruppe nicht 
beschrankt, was der Voraussetzung widerspricht. 

Nach Hilfssatz 10 ist also R (als Gruppe im komplexen Raum) vollstandig 
reduzibel und daher beschrankt, was man aus Satz 1 entnehmen oder viel 
einfacher direkt sehen kann. Das widerspricht aber der oben gemachten An- 
nahme, da8B © und damit auch R nicht beschrankt sei. Damit ist Satz 9 be- 
wiesen. 


( Bingegangen am 4. Oktober 1958) 


ZauBEK, O. 
Math. Annalen, Bd. 137, 8. 167—208 (1959) 


Over ein Verfahren in der Theorie der impliziten 
Funktionen und Extremwerte 
Von 
OruMAR ZAUBEK in Wien 


§ 1. Einleitung. Das Verfahren in einem einfachen Fall 


Ist k eine natiirliche Zahl = 2 und /(z, y) eine in einer Umgebung U von 
(0,0) k-mal stetig differenzierbare') nicht analytische reelle Funktion der 
reellen Veranderlichen x und y und ist /(0,0) = /,(0,0) = /,(0,0) = 0, so habe 
ich in dem mir bekannten Schrifttum keine Sitze, betreffend die Existenz einer 
Funktion y = y(x) fiir |z| < h mit f(x, y(xz)) = 0 gefunden. Es soll nun in 
dieser Arbeit ein Verfahren angegeben werden, wie man fiir gewisse dieser Fille 
sehr allgemeine Existenzsatze gewinnen kann, bzw. durch welches diese letz- 
teren Fille auf den Hauptsatz iiber implizite Funktionen zuriickgefiihrt werden 
k6énnen. Dieses Verfahren liefert auch einen Weg zur Behandlung der semi- 
definiten Fille in der Theorie der Extremwerte von Funktionen von mehreren 
Veranderlichen, welcher zumindest meiner Meinung nach einfacher ist als der 
Weg, den L. ScHEEFFER?*) und andere Autoren zur Behandlung der semidifiniten 
Faille eingeschlagen haben. Fiir die praktische Durchfiihrung des Verfahrens 
spielt ein Darstellungssatz fiir reelle Funktionen mehrerer Veranderlichen eine 
entscheidende Rolle. Dieser Satz, welcher im Falle analytischer komplexer 
Funktionen auch unter dem Namen ,,Analogon des Mittelwertsatzes in der 
Differentialrechnung“ bereits lange bekannt ist, hat, wie ich glaube, auch im 
Falle der nicht analytischen Funktionen reeller Veranderlichen einige Be- 
deutung, so daB dieser fiir den letzten Fall in dieser Arbeit niher behandelt 
wird. 

Es sollen jedoch in dieser Arbeit nur einige Ergebnisse, welche man mit 
diesem Verfahren erhalten kann, behandelt werden. Weitere Ergebnisse sollen 
dann in einer zweiten Arbeit entwickelt werden. Da der vielfach als Hauptsatz 
iiber implizite Funktionen bezeichnete Existenzsatz in der einschlagigen 
Literatur meist nicht im vollen Umfange ausgesprochen wird und wir in den 
folgenden Entwicklungen haufig auch den vollen Umfang dieses Satzes aus- 
driicklich benétigen, wollen wir diesen Satz explizit an die Spitze unserer Ent- 
wicklungen stellen. Nennen wir die reelle Funktion /(z,, 2, . . . £,) der reellen 

1) Die in dieser Arbeit nicht naher erklarten Begriffe und Bezeichnungen sind wie 
meist iiblich zu verstehen und im Zweifelsfalle genauso zu verstehen, wie diese in dem 
Werke Haupr-Aumann-Pavc: Differential- und Integralrechnung, 2. Aufl. Berlin 1948, 
1950 u. 1954, verwendet werden. 

*) Vgl. hierzu L. Scuzerrer: Math. Ann. 35, 541 ff. (1890). 

Math. Ann. 137 13 
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Veranderlichen z,,... 2, in iiblicher Weise im Punkte (#,, . . . #,) analytisch, 
wenn f in einer Umgebung dieses Punktes durch eine konvergente mehrfache 
Potenzreihe in z,,... 2x, darstellbar ist, so wollen wir also den folgenden be- 
kannten Satz im folgenden kurz als Hauptsatz bezeichnen : 

Hauptsatz. Jst k eine natiirliche Zahl und f(x,, %,...2,; y) eine reelle 
Funktion der n + 1 reellen Verdnderlichen x1, 2%, ...2,; y, welche in einer Um- 
gebung U von (2,, #,, ... #,; 9) im kartesischen Raume E,,., der Veriinderlichen 
X4,-.. 2,3 y k-mal stetig, bzw. beliebig oft differenzierbar, bzw. analytisch ist, und ist 
HR, ... 2,3 9) = 0, £8... 2,: 9) +0, 80 gibt es eine Umgebung V von 
(2,,...#,) im kartesischen Raum E,, der Verinderlichen r,,...2x,, und eine in V 
erklirte reelle eindeutige Funktion y = y(2,,...2,), 80 dap y in V k-mal stetig, 
bzw. heliebig oft differenzierbar, bzw. analytisch ist, ferner y(2,,...2,) = @ ist 
und fiir jeden Punkt (Z,,...%,) aus V f(Z,,...%,3 y(Z, ... Z,) = O ist. 

Die Berechnung der partiellen Ableitungen von y nach den x, kann nach den 
diesbeziiglichen bekannten Regeln erfolgen. 

Durch das kartesische Bild B von y(x,,...2x,), d.h. durch die Punktmenge, 
welche genau aus den Punkten (x,,...2%,; y(%,...2%,)) des E,,,, besteht, fiir 
welche (x,,...2,)€V ist, oder kurz durch y(x,, . . . x,) werden alle Nullstellen von 
f(z,,...2%,3 y) in einer Umgebung von (#,,...2%,,; 9) erschipft oder erfaft, 
d. h. es gibt eine Umgebung U* von (2,,... 2,; 9), 80 daB alle in U* liegenden 
Nullstellen von | Punkte von B sind. 

Fiir die komplexen analytischen Funktionen gilt ein entsprechender Satz’). 

Ist nun wieder f(z, y) die eingangs angegebene Funktion, welche in (0,0) 
auch analytisch sein kann, so hat diese in einer Umgebung U,: |z| < h, |y| < h 
von (0,0) nach dem Mittelwertsatze der Differentialrechnung eine Darstellung 
der Form: /(zx, y) = a(x, y)a*+ 2b(x, y)ry+c(z,y)y*. Ist nun Uj’ die 
Menge, welche aus U, durch Wegheben aller Punkte entsteht, deren Abszisse 
den Wert Null hat und welche wir auch hier und in den folgenden Entwick- 
lungen generel!l mit U,— {x = 0} bezeichnen wollen, so hat f in U{' die Dar- 
stellung : 


(1) f(x, y) = a) a(x, y) + 2b(z, y) ¥ + e(z, v)( 4)" . 


Wir setzen der Kiirze halber a(0,0) = a,,6(0,0) = 6, und ¢(0,0) = c, und be- 
trachten die in z quadratische Funktion g,(z) = a,+ 26,2 + c)2?. Setzen wir 
nun weiter voraus, daB nicht alle drei Koeffizienten a), b, und c, gleichzeitig 
verschwinden, so gibt es ein 1, mit 1 <1 < + «, so daB jede Nullstelle von 


Jo(z) dem absoluten Betrage nach nicht gréBer als ; ist. Wir betrachten nun 


im offenen Intervall A: |z| < +, 


\z| <1 der kartesischen (x,z)-Ebene die 
Funktion g(z, z) = a(x, xz) + 2b(2z, xz) z+ c(z, xz) z*. Setzen wir nun noch 
weiter voraus, da8 die Funktionen a(z,y), b(x,y) und c(z,y) in U, stetig 
differenzierbar nach x und y sind, so ist nach bekannten einfachen Satzen der 
 §) Vgl. hierzu z.B. Oscoop: Lehrbuch der Funktionentheorie, II. Bd., 1. Liefg., 


Leipzig u. Berlin 1929, S, 12, § 6. Im folgenden wird dieses Werk kurz als Oscoop an- 
gefihrt. 
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Differentialrechnung auch g(z,z) in A stetig differenzierbar. Nun versuchen 
wir eben auf g(z, z) den Hauptsatz anzuwenden. Es ist g(0, Z) = 0, wenn 
z eine reelle Nullstelle von g,(z) ist. g, berechnen wir nach den gewdhnlichen 
Regeln der Differentialrechnung und finden, daB g,(0,Z) dann und nur dann 
von Null verschieden ist, wenn Z eine einfache Nullstelle von g,(z) ist. Um also 
den Hauptsatz auf g(z,z) anwenden zu kénnen, setzen wir daher auBerdem 
zunachst noch voraus, daB die quadratische Funktion g,(z) zwei einfache reelle 
Nullstellen Z, und Z, hat. Nach dem Hauptsatze gibt es dann ein offenes 
Intervall J : |z| < s und zwei in J erklirte eindeutige reelle Funktionen z,(z) 
und z,(x), welche in J mindestens so oft stetig differenzierbar sind als g(z, z) 
in A und fiir welche fiir t= 1,2 g(x, z,(x)) = 0 und z,(0) = Z, ist. Setzen wir nun 
fiir i= 1,2 y,(x) = xz,(x) fiir jedes x aus J, so ist nach (1) zunichst fiir z + 0 
f(x, y(x)) = 2*g(zx, z,(x)), und da f(0,0)= 0 nach unseren Voraussetzungen 
ist, gilt die letzte Gleichung auch fiir z = 0. Daher sind fiir i = 1,2 die Funk- 
tionen y,(x) stetig differenzierbare Lésungsfunktionen der Gleichung f(z, y) = 0 
in einer Umgebung des Punktes (0,0)*), fiir welche y,(0) = 0 ist. 

Aus y,(x) = xz,(x), folgt wegen der Stetigkeit von z,(x), daB yj (0) = Z, ist. 
Daraus folgert man mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung 
leicht, daB es eine reduzierte Umgebung®) von z = 0 gibt, so daB in jedem 
Punkte Z derselben y,(%) + y,(Z) ist. 

Hat dagegen g,(z) keine reellen Nullstellen, so ist die quadratische Form 
ayx*+ 2byxy + coy* definit, und nach einem bekannten Satze hat in diesem 
Falle f(x, y) in (0,0) ein isoliertes Extremum, und daher wird durch f(z, y) = 0 
keine eindeutige reelle und stetige Lésungsfunktion y(x) erklart, welche in 
x = 0 den Wert Null hat und deren Erklarungsbereich offen ist. Ist anderseits 
co= 0 und b,+ 0, so ist go(z) linear und hat genau eine reelle Nullstelle Z. 
In diesem Falle ist, wie bereits vorhin erwahnt wurde, g,(0,Z) + 0, und daher 
findet man mit Hilfe des Hauptsatzes durch die entsprechenden Uberlegungen, 
wie im ersten Falle, jedoch nur eine stetig differenzierbare Lésung y(x) von 
f(x, y) = 0, fiir welche y(0) = 0 ist. Dagegen kann es, wie wir spater leicht 
zeigen werden, in diesem Falle noch mindestens eine zweite Lésungsfunktion 
¥(x) von f(z, y) = 0 geben, welche in einem Intervall J erklart ist, welches 
x = 0 als inneren oder Endpunkt hat, und welche in J stetig, in I’= I — {0} 
stetig differenzierbar ist und fiir welche 7 (0) = 0 ist. 

Ist by= co= 0, so ist das Verfahren in der besprochenen Form nicht an- 
wendbar. Dagegen erhalt man die entsprechenden Ergebnisse, wenn man die 
beiden Verinderlichen zx und y vertauscht. Man kann auf diese Weise auch 
ziemlich leicht das vorhin unbewiesene Ergebnis im Falle c,= 0 schon jetzt 
nachweisen. Der Fall, daB alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f in 
(0,0) verschwinden, wird spater noch eingehend behandelt. 

SchlieBlich bleibt noch der Fall iibrig, daB das nicht identisch verschwin- 
dende Polynom g,(z) eine reelle Doppelwurzel Z, hat. In diesem Falle ist die 


4) “Wegen des hier verwendeten Begriffes Lésungsfunktion einer Gleichung /(z, y)=0, 
vgl. z. B. Haupt, II. Bd., 8. 170, 4.1. 
‘) Haupt, I. Bd., 8. 71, II. 
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quadratische Form a,2*+ 2b)ry + cyy® semidefinit, so da8 wir in diesem 
Falle auch kurz von einem semidefiniten Fall sprechen wollen. In diesem Falle 
werden wir nun versuchen, die bisherigen Ergebnisse auf die Funktion g(z, z) 
anzuwenden. Wie dics im einzelnen geschieht, soll dann im § 3 naher behandelt 
werden. Man sicht aber bereits jetzt schon, daB man auf diese Weise Siitze iiber 
das Auftreten von Extremen in diesem semidefiniten Falle erhalten wird. 
Damit ist der Grundgedanke des Verfahrens hinreichend angegeben. Er ist 
offenbar sehr einfach, so daB es einigermaBen verwunderlich ist, daB dieses 
Verfahren meines Wissens bisher im Schrifttum nicht aufgetreten ist. 


§ 2. Exkurs iiber einen Darstellungssatz 


Die bisherigen Entwicklungen zeigen, daB wir Stetigkeits- und Diffe- 
renzierbarkeitseigenschaften der Funktionen a(z, y), (x, y) und c(z, y) be- 
nétigen. Da nun a(z, y) x*?+ 2b(2, y) ry + c(zx, y) y® der doppelte Rest 2R, 
der Taylorentwicklung erster Ordnung von f(z, y) in (0,0) ist, handelt es sich 
also darum, bei welchen Differenzierbarkeitseigenschaften von /(z, y) die 
Funktionen a, b und c k-mal stetig differenzierbar in einer Umgebung von (0,0) 
sind, oder doch wenigstens darum, daB sich R,(zx, y) in einer Form R,(z, y) 
= a,(z, y) x?+ 2b,(x, y) xy + ¢,(2, y) y® darstellen laBt, in welcher die Funk- 
tionen a,, 6, und c, in einer Umgebung von (0,0) k-mal stetig differenzierbar 
sind. Es ist mir nun nicht bekannt, ob, falls R,(z, y) als Lagrangescher Rest 
dargestellt wird, die entsprechenden Koeffizientenfunktionen k-mal stetig 
differenzierbar in einer Umgebung von (0,0) sind, wenn /(z, y) (k + 2)-mal 
stetig differenzierbar in dieser Umgebung ist, doch kann man dies vermuten, 
worauf ich spater noch kurz zurickkommen werde. Dagegen habe ich einen fiir 
unsere Zwecke ausreichenden Darstellungssatz gefunden und bewiesen, welchen 
ich in dem mir bekannten Schrifttum nicht vorfand. Um diesen Darstellungs- 
satz allgemeiner aussprechen zu kénnen, wird folgende Ausdrucksweise ver- 
wendet: Ist A eine Punktmenge eines n-dimensionalen kartesischen Raumes 
E,, 30 heiBe der Punkt p = (2,, 2,,...2#,) von A ein quasizentraler Punkt 
von A, wenn mit jedem Punkt p = (2, x, ...2Z,) von A auch die Punkte 
(£,, Ley. . + Ly), (Xz, Bq, Xq,. . - Bq), - - - (Xz, Ze, ..- %,) Punkte von A sind. Es 
gilt dann folgender Satz: 

Darstellungssatz, Ist f(x,, %,...2,) eine reelle eindeutige Funktion der 
reellen Verinderlichen x,,...2,, deren Erklirungsbereich U eine offene Menge 
des n-dimensionalen kartesischen Raumes der Verénderlichen x,,...2x,, ist und 
welche in U m-mal, bzw. beliebig oft stetig dijferenzierbar ist, so besitzt f fiir jeden 
quasizentralen Punkt (2,,...#,) von U und fiir jede natiirliche Zahl k <= m in U 
mindestens eine Darstellung: 

By Rpt ohe =k 
f(a4,-+-%q) = P(x4).--2_) + yh, . ep (Bay +++ Bq) (2% — 2)"...(,— 2)", 


ky, ky — Kn 


in welcher P entweder in jedem Punkte von U Null oder eine ganze rationale 
Funktion von 2,,...2, hédchstens vom Grade k—1 ist und jede Funktion 
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Qy....k,(%y» +++ Z_) in U endlich und stetig und, wenn k < m ist, (m — k)-mal, 
bzw. beliebig oft stetig differenzierbar in U ist. 

Der Wert jeder Funktion a, ...,, in (&,,...2,), bzw. jede partielle Ableitung 
derselben einer Ordnung r < m — k in (2,,. . . 2,) ist gleich einer mit einer leicht 
berechenbaren rationalen Zahl multiplizierten partiellen Ableitung k-ter, 
bzw. (k + r)-ter Ordnung von f in (2, .. . 2,). 

P ist durch f, (2,,...2,) und k eindeutig bestimmt und gleich dem Taylor- 
polynom (k — 1)-ter Ordnung von f{ fiir (2,,...2,). Im Falle einer einzigen 
Verdnderlichen x ist auch a(x) eindeutig bestimmt. 

Insbesondere kémnen die Funktionen a, 4, stets so gewihlt werden, dap 
ay, ...¢, hOchstens von den Verdinderlichen x,,, 2,43, X+9)+- - %_ abhiingt, wobei u 
die grépte natiirliche Zahl ist, fiir welche der Zeiger k,, positiv ist. Ist U ein offenes 
Intervall, so sind in diesem Falle auch diese letzteren Koeffizientenfunktionen 
eindeutig bestimmt. 

Ich habe diesen Darstellungssatz mit Hilfe von einfachen Sitzen der 
Differentialrechnung und mit Hilfe der Induktion bewiesen. Dieser Beweis ist 
jedoch ziemlich umfangreich. G. K6rue in Heidelberg hat nach entsprechender 
Kenntnisnahme dieses Darstellungssatzes und seines Beweises den fiir unsere 
Zwecke wesentlichen Teil desselben mit Hilfe eines, auf einer auf LaPLace 
zuriickgehenden Integraldarstellung des Restes der Taylorformel fuBenden 
Verfahrens viel kiirzer als ich bewiesen*®). Das Ergebnis, welches man dabei 
erhalt, kann man, wenn man (0,0,...0) der einfacheren Schreibweise zum 
Mittelpunkt der Darstellung nimmt, folgendermaBen aussprechen : 

Satz 1. Ist die reelle Funktion { = f(x,,... 2%») der reellen Verinderlichen 
Xy,... &, in einer beziiglich 0 = (0,0, . . . 0) sternigen Umgebung-U von 0 m-mal, 
bzw. beliebig oft stetig differenzierbar, so gibt es fiir jedes natiirliche k mit1 < k < m 
eine Darstellung des Restgliedes 


RB +...kg =k 


R,, = > es eee A) x, 
Ricontle 
der Taylorformel (k —1)-ter Ordnung von f, in welcher die Funktionen 
My, &, (2+ - L_) endlich und stetig in U und, wenn k < m ist, (m — k)-mal, 


bzw. beliebig oft stetig differenzierbar in U sind. 

Fiir die partiellen Ableitungen der Funktionen a, _ ,, gilt das Entsprechende 
wie im Darstellungssatze. 

Beweis. Wir gehen von der bekannten Herleitung der Taylorformel fir 
Funktionen von mehreren reellen Verinderlichen aus. Wir setzen demnach 
F(t) = f(t2,, tx ,...tz,) und nach der Taylorformel F(t) = F(0) + tF’ (0) + 

1 
fe tte vlad “7 Ft) (0) + R,_,. Diese Darstellung ist gemaB den vorausgesetzten 
Differenzierbarkeitseigenschaften von / fiir jeden Punkt (x,,...z,) aus U und 
fiir |t} <1 méglich. Fiir R,, wenden wir die auf LapLace zuriickgehende 





*) Das Wesentliche des Kétheschen Beweises dieses Satzes verdanke ich brieflichen 
Mitteilungen des Herrn K6rue. 
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Integraldarstellung des Restes der Taylorformel an und erhalten: 


1 
a ear / (1 — s)*-2 FO (st) ds. 
0 


Fir ¢ = 1 ergibt sich daraus: 
1 


F(1) = f(a, . .. 2%) = Py-y(a4, . . . &q) + ey [0 — s)t-1 F®) (3) ds, 
6 


wobei P,_, das Taylorpolynom (k — 1)-ter Ordnung von f in (0,0, . . . 0) ist. 
Berechnet man nun F(*)(s) nach der Regel fiir die Differentiation zusammen- 
gesetzter Funktionen, so erhalt man: 

ky +...kn =k 


Ft®*)(s) = x, eee kn) fe ecate (BEyy «+ 8Mq) TE. TAM, 


wobei p(k,, ...k,) der entsprechende Polynomialkoeffizient ist. Die Koeffi- 
zientenfunktionen a, ;,(%,---%,) von 22k... a in R,, kénnen daher 
in der Gestalt geschrieben werden : 


Mest fu — s)t- 1. ain (8%... 8%,)d8, 


a (x, eee z,)= (k 
wobei k,+--:+k,=k ist. Ist ‘ethane k=™m, so ist der Integrand des letzten 
Integrals eine endliche und stetige Funktion fiir x,,...z,¢U und |s| <1, und 
daher sind nach einem bekannten Satze der Integralrechnung die Funktionen 
G&,..&,(%>-- + 2%) stetige und endliche Funktionen in U. Ist dagegen k < m, 
bzw. ist f in U beliebig oft stetig differenzierbar, so ist nach dem verallgemei- 
nerten Leibnizschen Kriterium fiir die Differentiation unter dem Integral- 
zeichen jede der Funktionen a,x, (2, . - - Z,) in U (m — k)-mal, bzw. beliebig 
oft stetig differenzierbar. neers erhalt man nach diesem Kriterium : 





? ‘ng 1---kn ae k+l 
A er re =‘) ar » fa — s)t- od os a (sa,,...82,)ds, 


wobei die 1; fiir i = 1,2,...n nicht negative ganze Zahlen sind, deren Summe 
l= _m-— k ist. Da nun im abgeschlossenen Intervall [0,1] s'(1 — s)*~ nicht 
negativ ist, ergibt sich aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integral- 
rechnung: 


1 
A = a ps ae thy (Ox,, 62, aie 624) [( = 8)*-1slds , 





wobei 0 < 6 < 1 ist. Das letzte Integral hat gemé8 der Erklirung der Beta- 
funktion den Wert B(/ + 1,k). Da nun nach bekannten Formeln B(/ + 1,k) 
= F(l+1) ver (k++ 1) =U! (k—1)!: (4+ D)! ist, erhalt man schlieBlich : 
Bite thea, yee eky) I! 

(2) ~or.. cr i = PO Gitty,.giotl (Ox,,...62,). 

Damit ist der Satz bewiesen. Die soeben betrachteten Koeffizientenfunktionen 
a@,_...%, brauchen im allgemeinen nicht mit den entsprechenden Koeffizienten- 
funktionen der Lagrangeschen Restform von R,_, tibereinzustimmen, da ja die 
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0 in den aq ,, von den k,,...k, abhingen kénnen, wihrend das ,,6* in 
den Koeffizientenfunktionen der Lagrangeschen Restform bei festem k von den 
k,,...k, unabhangig ist. 

Diese Zusammenhiange berechtigen zu der bereits eingangs erwaihnten Ver- 
mutung, daB auch die Koeffizientenfunktionen in der Lagrangeschen Restform 
der Taylorformel fiir Funktionen von mehreren reellen Veranderlichen analog 
wie im Satze 1 entsprechend oft stetig differenzierbar sind. Doch glaube ich, 
wenn ich keine Beweisméglichkeit tibersehen habe, daB diese Vermutung nicht 
leicht zu beweisen oder zu widerlegen sein wird. Dagegen gilt dies fiir die 
Lagrangesche Restform der Taylorformel fiir Funktionen einer einzigen Ver- 
anderlichen als Spezialfall des Satzes 1. 

Fir analytische Funktionen von komplexen Veranderlichen ist dieser Satz, 
wie ich bereits eingangs erwahnt habe, schon lange bekannt und wird auch 
haufig als Analogon des Mittelwertsatzes in der Differentialrechnung be- 
zeichnet’). Fiir analytische Funktionen reeller Verdnderlicher kénnen die 
Koeffizientenfunktionen a, _,, analytisch gewahlt werden, wie sich aus einer 
geeigneten Umordnung der Potenzreihenentwicklung und dem Satze, daB jede 
mehrfache Potenzreihe, welche in einer Umgebung U des Punktes (2,, .. . 2,) 
konvergiert, auch in U absolut konvergiert*), leicht ergibt. Da wir auch diese 
Eigenschaft der reellen analytischen Funktionen bei den folgenden Ent- 
wicklungen ausdriicklich benétigen, erginzen wir den Satz 1 noch durch 
folgenden Zusatz: 

Zusatz. Ist die reelle Funktion f(x,,...2,) in einer Kugelumgebung U von 
(0,0,...0) analytisch, so gibt es fiir jedes natiirliche k eine Darstellung des 
Restes R,, der Taylorformel (k — 1)-ter Ordnung im Sinne des Satzes 1, bei 
welcher jede der dort erklirten Koeffizientenfunktionen a, _ ,, analytisch in U ist. 

SchlieBlich kann man noch die Frage leicht beantworten, ob der Dar- 
stellungssatz, bzw. der Satz 1 bei den gemachten Voraussetzungen hinsichtlich 
der behaupteten Differenzierbarkeitseigenschaften der Koeffizientenfunk- 
tionen a, __,, noch verschirfbar ist. Zu diesem Zwecke kann man z. B. die 


Funktion f(z, y) = «+ y™*! sin (< ami heranziehen, und man findet leicht, 
daB fiir jedes natiirliche m und jedes natiirliche k < m die eine der Koeffizienten- 
funktionen nicht von héherer Ordnung differenzierbar ist als der Darstellungs- 
satz behauptet. Daher haben wir schlieBlich noch den weiteren 


Zusatz. Der Darstellungssatz, bzw. der Satz 1 kann bei den gemachten Vor- 
aussetzungen hinsichtlich der behaupteten Differenzierbarkeitseigenschajten der 
Koeffizientenfunktionen a, bei ausschlieBlicher Verwendung der Eigen- 
schaften: stetig, n-mal differenzierbar und n-mal stetig differenzierbar, wobei n 
eine natiirliche Zahl bedeutet, fiir kein natiirliches m und kein natiirliches k < m 
allgemein verschirft werden. 





7) Wegen dieses Satzes vgl. z.. B. Oscoon, II., 1. Liefg., 8. 25, § 12. 

’) Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unschwer aus einem wichtigen Satz tiber mehr- 
fache Potenzzeichen. Wegen dieses letzteren Satzes vgl. z. B. Oscoon, II., 1. Liefg., 8. 38, 
§ 14, 1. Satz. 
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§ 3. Einige Sitze iiber implizite Funktionen und Extremwerte 


Mit Hilfe der Entwicklungen der vorhergehenden Paragraphen kénnen wir 
nun Ergebnisse tiber implizite Funktionen und Extremwerte erhalten. Wir 
beweisen zuniachst den 

Satz 2. Hs set n eine natiirliche Zahl => 2 und f(x,y) eine reelle Funktion 
der reellen Verinderlichen x und y, welche in einer Umgebung U von (0,0) n-mal, 
bzw. beliebig oft stetig differenzierbar, bzw. analytisch ist und welche in 
U" = U — {x = 0} fiir m = 0 (m + n)-mal stetig differenzierbar, bzw. analytisch 
ist. Es sei ferner B,=(f2,— feelyyo,o> 0 und f,,(0,0) + 0. Dann gibt es 
ein offenes Intervall I:\x|<s und zwei reelle Funktionen y,(x) und y,(z), 
welche in I eindeutig und (n — 1)-mal, bzw. beliebig oft stetig differenzierbar, bzw. 
analytisch sind und in I'= I — {(0)} (m+ n)-mal stetig differenzierbar nach x, 
bzw. analytisch sind und fiir welche fiir jedes x aus I f(x, y;(x)) = 0 ist fiir i = 1,2. 
Auferdem gibt es eine Umgebung U* von (0,0), so daB alle in U* liegenden 
Nullstellen von { durch y,(x) und y,(x) zusammen erfaBt*®) werden. Ferner ist 
fiir jedes x € I' y,(x) + y_(x), und es ist y,(0) = y,(0) = 0. 

Zum Beweise des Satzes kniipfen wir an die Ergebnisse und Bezeichnungen 
des § 1 an und setzen zunachst auBerdem noch voraus, daB n = 3 ist. Nach 
dem Satze 1 wahlen wir die Funktionen a(z, y), b(x,y) und c(x,y) der Dar- 
stellung (1) fiir die Funktion f(x,y) des zu beweisenden Satzes so, daB diese in 
einem offenen Intervall U,¢ U von (0,0) (n — 2)-mal stetig differenzierbar 
sind. Da nun B, die Diskriminante der quadratischen Gleichung a,+ 2b)z-+ 
+ €yz*= 0 ist, hat diese letztere nach den Voraussetzungen des zu beweisenden 
Satzes genau zwei verschiedene reelle Wurzeln Z, und Z,. Also existiert ein / 
mit den im § 1 angefiihrten Eigenschaften. Da die Funktionen a, 6 und ¢ in U, 
(n — 2)-mal, bzw. beliebig oft stetig differenzierbar sind und n = 3 zunichst 


vorausgesetzt wird, ist also g(x,z)in der Umgebung A : |z| < 5 , |jz| <I von (0,0) 


in der kartesischen (x,z)-Ebene mindestens einmal stetig differenzierbar und 
weil Z, fiir i= 1,2 eine einfache Nullstelle von g,(z) ist, ist g, (0, Z;) + 0. Daher gibt 
es, wie in §1 naher gezeigt wurde, ein offenes Intervall J :|z| < s und zwei in J 
eindeutige und stetig differenzierbare Funktionen y,= y,(x) und y,= y2(2), 
so da® fiir jedes x aus I f(x, y,(x)) = Ound y, (0) = 0 ist firt = 1,2. Dag(zx,z) 
in A (n—2)-mal, bzw. beliebig oft stetig differenzierbar ist, sind die Funk- 
tionen z,(x) fiir i= 1,2 nach dem Hauptsatze (nm — 2)-mal stetig differen- 
zierbar in J und daher auch die Funktionen y,(x). Begniigt man sich 
daher bei der bisher gemachten, staérkeren Voraussetzung, néimlich daB n = 3 
ist, mit dieser schwacheren Differenzierbarkeitsbehauptung fiir die Lésungen 
y;(x), so hat man auf einfachem Wege einen fiir viele Fille der Praxis 
ausreichenden Existenzsatz gewonnen. Um nun die starkeren Behauptungen 
des Satzes 2 zu beweisen, verwenden wir den folgenden 

Hilfssatz 1. Hat die reelle Funktion /(x,y) der reellen Veranderlichen x 
und y in (0,0) eine nicht verschwindende und stetige partielle Ableitung n-ter 


*) Das heift also im Sinne der Ausdrucksweise des Hauptsatzes, daB fiir jede Null- 
stelle (,2 y) von f(z, y) aus U* entweder y = y,(Z) oder y¥ = y,(Z) ist. 
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Ordnung nach y und ist N die Menge aller Nullstellen von /, so gibt es ein 
a > 0, so daB fiir jedes |b| < a der Durchschnitt .V, der Paxallelen x = 6 zu 
y-Achse mit N und der Kreisumgebung K, von (0,0) mit dem Halbmesser a 
nicht mehr als n Punkte enthailt. 


Beweis. Da i nach den Voraussetzungen in (0,0) nicht verschwindet 
und stetig ist, gibt es ein a > 0, so daB in jedem Punkt der Kreisumgebung K, 
von (0,0) mit dem Halbmesser a ae erklaért und von Null verschieden ist. 


Ist nun |b] < a, so betrachten wir die Funktion f{(b,y) = h(y) als Funktion 
von y auf dem Durchschnitt D, der Geraden x = b mit K,. Nach dem ver- 
allgemeinerten Satz von Rote’) kann h(y) im offenen Intervall D, nicht 
mehr als x Nullstellen haben. Da jeder Punkt von N, eine Nullstelle von A(y) 
ist, ist damit der Hilfssatz bewiesen. 

Wir kehren nun zum Beweise des Satzes 2 zuriick und setzen nur voraus, 
daB n = 2 ist. In diesem Falle kénnen die Funktionen a, b und c gemaéB dem 
Satze 1 und dem zweiten Zusatze hierzu im allgemeinen nur mehr als endlich 
und stetig angenommen werden. Dementsprechend kénnen wir auch im all- 
gemeinen von g(z,z) nur behaupten, daB es in jedem Punkte (0,z) seines Er- 
klarungsbereiches endlich und stetig ist. Der Hauptsatz kann daher in diesem 
allgemeinen Falle fiir den Nachweis der Existenz von Lésungsfunktionen von 
g(x,z) = 0 nicht herangezogen werden. Wir miissen daher versuchen, die 
Existenz zweier Funktionen z, (x) und z,(x) in |x| < », fiir welche g(x,z,(x)) = 0 
fiir i = 1, 2 ist; direkt. nachzuweisen. Dies kann nun wie folgt geschehen. Sind 
z, und Z, wieder die vorher naher erklirten Nullstellen von g,(z), so haben fiir 
ein hinreichend kleines positives o, < ; \z,-— Z,| fiir jedes o mit O0<ao <a, 
g(0, Z,+ o) und g(0, Z,;— o) fiir i = 1,2 verschiedene Vorzeichen. Da g(x,z), wie 
bereits vorhin festgestellt wurde, stetig und endlich ist, gibt es zu jedem posi- 
tiven 0,5 0, ein 7j(o,)= 7 > 0, so daB fiir jedes |x| < 9 g(xz,2,+ 0,) und 
g (x,Z, — o,) fir i = 1,2 verschiedene Vorzeichen haben. Mit Hilfe des Zwischen- 
wertsatzes folgern wir nun weiter, daB es fiir jedes |x| < 7 fir i= 1,2 je 
mindestens ein z,;(x) gibt, so daB g(x,z,(x)) = 0 und Z,— o,< z,(x) < 2,+ a, ist. 
Da f,,(z,y) nach den Voraussetzungen des zu beweisenden Satzes 2 in U 
stetig ist und /,,(0,0) + 0 ist, gibt es nach dem vorhin bewiesenen Hilfssatze 
ein positives 7 < 4, so daB auf jeder Parallelen x = % zur y-Achse, fiir welche 
|| < » ist, héchstens zwei Nullistellen (%,7,) und (%,9,) von /(z,y) liegen, 
deren Ordinaten 7, und 7, dem absoluten Betrage nach kleiner als »(|2,| + 
+ |Z,| + o,) sind. Da nun nach (1) f(2,y) = ag (2, *) ist in Uj'= U, 

— {x = 0}, liegt daher fiir jedes 7 mit 0 < |Z%| < » im Intervall-(Z,— 0,, Z,+ o,) 
fiir i = 1,2 genau je eine Nullstelle z,(7) von g(Z,z) = A*(z), denn es liegt ja 
mindestens je eine Nullstelle in jedem dieser Intervalle, und insgesamt liegen 
héchstens zwei auf der Geraden x = Z, fiir welche |z,(¥)| < |2,| + |2,| + o, ist. 
Die Funktionen z,(z) und z,(z) sind daher fiir |z| < 7 eindeutig. Da nun die 


1°) Vgl. z. B. Haupt, IT. Bd., Berlin 1950, 8. 37, 1.6.4. 1.Satz. 
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Schwankung von z,(z) in z = 0 fiir i = 1,2 nicht gréBer als 20, ist und o, 
zwar positiv, aber beliebig klein gewahlt werden kann, und, wie soeben gezeigt 
wurde, z;(z) in einer Umgebung von z = 0 eindeutig ist, ist z,(z) in x = 0 
stetig und es ist z,(0) = Z, fiir¢ = 1,2. Setzen wir nun fiir |x| < 9 y,(x) = xz,(z) 
fiir i = 1,2, so ist f(x, y,(x)) = 0. Wir zeigen nun, daB y,(x) in x= 0 (n—1)-mal 
stetig differenzierbar ist. Dabei beweisen wir dies fiir y,(x), der Beweis fiir 
Y2(x) verlauft véllig entsprechend. Zu diesem Zwecke wenden wir den Satz 1 
auf die partiellen Ableitungen f, und /, von /(x,y) mit (0,0) als Mittelpunkt an. 
Wir erhalten f,= x a(z,y)+ y B(z,y) und /,= x y(x,y) + yd(x,y), wobei 
diese Funktionen «, 8, y, 6 nach dem Satz 1 in einer Umgebung P von (0,0) 
endlich und stetig und, wenn n > 2 ist, (n — 2)-mal stetig differenzierbar sind. 
Da nun y(0,0) = f,,(0,0) und 6(0,0) = f,,(0,0) ist und f,,(0,0) = 2 bo, f, ,(0,0) 
= 2 ¢, ist, ist daher y(0, y, (0)) + z,(0) (0, y, (0)) = 2 bp + 2 cg2,+ 0, weil Z, eine 
einfache Nullstelle von g,(z) ist. Da nun y und 6 stetig sind und da eben vorhin 
nachgewiesen wurde, daB z,(x) in x = 0 stetig ist, gibt es nach dem Satze 
iiber die Stetigkeit zusammengesetzter Funktionen eine Umgebung V, von 
x = 0,80 daB in V, die Funktion N(x) = y(x, y,(x)) + %(x) d(x, y, (x)) nirgends 
verschwindet. Da in V, f,(z,y,(x)) = x N(x) ist, ist daher /,(x,y,(x)) in der 
reduzierten Umgebung Vj von x = 0 von Null verschieden. Daher kann in 
jedem Punkte (%,y,(%)) mit Z € Vj auf {(z,y) = 0 der Hauptsatz angewendet 
werden, und die nach dem Hauptsatz existierende Lésung y(z) von f(x,y) = 0 
mit y(Z) = y,(%) muB in einem offenen, ¥ enthaltenden Intervall mit y,(z) 
identisch sein, da ja nach dem Hauptsatz alle Nullstellen von /(z,y) in einer 
Umgebung von (%,y,(%)) durch y(z) erfaBt werden. Es ist daher fiir jedes 
x ¢€V; nach den Voraussetzungen des Satzes 2 und dem Hauptsatz y,(z) 
(m + n)-mal stetig differenzierbar nach x, bzw. analytisch, und es ist 


f, (2, 1 (x) 


(3) yj (2) a ihn i, (x, " (z)) fiir xz ¢ Vi ® 


Setzen wir noch zur Abkiirzung a(x, y,(x)) + z,(x) B(x, y,(x)) = Z(x), so ist 
nach (3) und der Erklérung der Funktionen «, f, y, 6 und N(x) 


— Z (x) 
N (x) 





(4) y\ (r) = fir x €V;. 

Da Z(x) in x = 0 stetig und endlich ist, hat Z(x) in z = 0 einen endlichen 
(reduzierten)'!) Grenzwert, und ebenso hat N(x) in x = 0 einen endlichen und, 
wie vorhin gezeigt wurde, von Null verschiedenen Grenzwert N (0) = 2 b,+ 
+ 2¢92,, so daB daher y;(x) nach (4) und der Grenzwertregel fiir Quotienten 
in x = 0 einen endlichen Grenzwert hat. Da nun auBerdem y,(z) = xz,(z), 
wegen der bereits wiederholt beniitzten Stetigkeit von z,(x) in x = 0,in x = 0 
endlich und stetig ist, so ist nach einem bekannten Satz") y,(z) in x = 0 
stetig differenzierbar, und es ist, wie in §1 y;(0) = Z,. Es ist daher die Be- 


") Abweichend von Haupt halte ich es nicht fiir notwendig, neben dem Begriff der 
Stetigkeit noch zwei Begriffe und Bezeichnungen, nimlich den Begriff des Grenzwerts und 
des reduzierten Grenzwerts, zu verwenden. 
12) Haupt, IT. Ba., 8. 36, 1.6.2. 1. Satz. 
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ziehung (4) auBerdem auch fiir z = 0 giiltig. Ist nun n > 2, so ist, wie ja 
bereits am Anfang des Beweises gezeigt wurde, z,(x) mindestens (n — 2)-mal 
stetig differenzierbar in einer Umgebung von x = 0, so daB auch N(x) und 
Z(x) (n — 2)-mal stetig differenzierbar in x = 0 sind, und daher ist nach der 
Differentiationsregel fiir Quotienten y;(x) (n—2)-mal und schlieBlich y, (zx) 
(n—1)-mal stetig differenzierbar in x = 0. 

Ist nun schlieBlich /(z,y) in U analytisch, so folgt aus dem ersten Zusatz 
zu Satz 1, daB g(z,z) so gewahlt werden kann, daB es analytisch in (0,z,) 
und (0, Z,) ist, so daB aus den weiteren Voraussetzungen des Satzes 2 und dem 
Hauptsatz folgt, daB die Funktionen z,(x) und z,(x) in x = 0 analytisch sind. 
Bereits in § 1 wurde gezeigt, daB y, (0) = y,(0) = 0 und bei den Voraussetzungen 
des Satzes 2 in einer reduzierten Umgebung von z = 0 y,(x) + y,(x) ist. DaB 
schlieBlich durch y, (xz) und y,(x) zusammen in einer Umgebung U* von (0,0) alle 
Nullstellen von / (x,y) erfaBt werden, folgert man nun sehr leicht aus dem Hilfs- 
satz. Damit ist der Satz 2 vollstindig bewiesen. Ferner wurde beim Beweise 
noch gezeigt, daB es eine reduzierte Umgebung V’ von x = 0 gibt, so da® fiir 
jedes x €V’ und fiir i = 1,2 f,(z,y;(2)) + 0 ist. Dies gestattet eben in jedem 
Punkt (Z,y,(Z)) mit 7 ¢V’ und fiir ¢ = 1,2 auf f(x,y) den Hauptsatz direkt 
anzuwenden. Man kann auf diese Weise noch eine leichte Erganzung des 
Satzes 2 gewinnen, welche manchmal niitzlich sein kann. Zur leichteren For- 
mulierung derselben wollen wir eine abkiirzende Ausdrucksweise beniitzen, 
welche auch fiir andere Zwecke mit Vorteil herangezogen werden kann. Wir 
wollen namlich sagen: die reelle Funktion //A, deren Erklarungsbereich A eine 
Punktmenge eines ein- oder mehrdimensionalen kartesischen Raumes ist, 
habe im Punkte p von A die Funktionalcharakteristik C(f/A; p) = —1, bzw. 0, 
bzw. n, bzw. b, bzw. a, wenn f in p entweder nicht endlich oder nicht stetig, 
bzw. in p endlich und stetig, aber in p nicht stetig differenzierbar, bzw. in p 
genau n-mal stetig differenzierbar, bzw. in p beliebig oft stetig differenzierbar 
und nicht analytisch, bzw. in p analytisch ist. Die Menge C der Charakteristiken 
wird geordnet, indem festgesetzt wird, daB die ganzen Zahlen der Menge 
nach ihrer GréBe geordnet werden und jede ganze Zahl der Menge kleiner als 5 
und } kleiner als a sein soll. Die so geordnete Menge C ist, wie man sogleich 
sieht, wohlgeordnet, so daB jede nicht leere Teilmenge von C eine obere und 
untere Grenze hat und daher kann man ziemlich analog wie bei den reellen 
Funktionen eine obere und untere Limesfunktion") ((//A; p), bzw. C(f/A; p) 
in jedem Punkte p der abgeschlossenen Hiille von A bilden. Es gilt dann der 
folgende 

Zusatz. Bei den Voraussetzungen und Bezeichnungsweisen des Satzes 2 gibt 
es eine reduzierte Umgebung V’ von x = 0, so daf fiir jedes Z aus V’ fiir i = 1,2 
C(y, (2); Z) = CU (x,y); (ys ()) iat. 

AbschlieBend zu Satz 2 bemerken wir noch, daB man die héheren Ab- 
leitungen von y,(x) in z = 0, soweit diese nach dem Satz existieren, entweder 
mit Hilfe von (4), unter Beriicksichtigung, daB diese Beziehung auch fir 


aay Wegen dieser Begriffe fiir reelle Funktionen vgl. z. B. C. Canratntopory: Vor- 
lesungen tiber reelle Funktionen, Leipzig u. Berlin 1927, 2. Aufl. 8. 122, 123. 
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x = 0 gilt, und mit Hilfe von (2) berechnen kann, oder man kann diese auch 
aus y,(x) = xz,(x) mit Hilfe des Hauptsatzes, angewendet auf g(z,z) = 0 in 
(0, Z,) und (0, Z,) und mit (2) berechnen. 

Wir wollen nun einige der Fille behandeln, fiir welche die Voraussetzungen 
des Satzes 2 nicht gelten. Und zwar setzen wir jetzt voraus, dah B,= 0 und 
fy,(0,0) + 0 ist. In diesem Falle hat g9(z) genau eine reelle Doppe!sullstelle Z,. 
Wir entwickeln nun nach dem Darstellungssatz (Satz 1) g(2,z) an der Stelle 


(0, Z) und setzen zu diesem Zweck voraus, daB f(z,y) in einer Umgebung U 

von (0,0) dreimal stetig differenzierbar ist, so daB g(x, z) in (0, Z,) mindestens 
, : . , , - (a or ~- 

einmal stetig differenzierbar ist. Da g,(0,Z)) = (—%}, ;, ists ist g, (0, Z) = 0. 


Wir haben daher zunichst zwei Unterfille zu unterscheiden, nimlich 
1. g,(0,Z)) + 0 und 2. g,(0,2Z,) = 0. Im ersten Falle kénnen wir g(x,z) = 0 in 
der Umgebung von (0,Z,) nach dem Hauptsatz nach x auflisen und erhalten 
in |z — Z| < s die eindeutige Funktion z = x(z) und entsprechend y = zz(z), 
welche Funktionen in |z — Z,| < s stetig differenzierbar sind und fiir welche 
f(x(z), y(z)) = 0 ist. Um nun g,(0,Z,) zu berechnen, gehen wir von der Er- 
klarung von g(z,z) aus und erhalten g,(z,z) = a,(x,z) + a,(x,xz)z+ 
+ 2b,(xz,2z) z+ 2b, (x, xz) 22+ c,(x, xz) 22+ c,(z,2z) 2°. Wir setzen in dieser 
Beziehung x= 0 und z= 2Z, und wenden die “Yormel (2) fiir a,.= 4, a, 


= 26,a4),=c und /=1 an und erhalten a,(0,0) = - here (9,0), a,(0,0) 


po 4 fezy(0,0) usw., so daB wir schlieBlich 6 g, (0, 2) = fe22(0,0) + 3 frey(0,0)Z 


+ 3 f,4,(0,0) 2 + f,4,(0,0) Z erhalten. Da Z, die Doppelwurzel von g,(z) = 0 
fey (0,0) 
yy (0,0) 
die Bedingung g,(0,Z) +0 auch in der Form f},(0,0) g,(0,%) = (fe yfeee— 
— 3 fi yleylecyt 3 fyyfeylevy— feylyyy\oor* 0 geschrieben werden. Da wir nun 
weiter analog wie im Satz 2 weitergehende Aussagen iiber x(z) in einer redu- 
zierten Umgebung von z = Z, machen wollen, beachten wir, daB x(z) auch aus 
f(x,2z) = 0 fir x + 0 nach dem Hauptsatz bestimmt werden kann. Denn es 
ist in einem offenen Intervall |x| < r, |z — Z| < r der kartesischen x,z-Ebene 
f* (x,z) = f(x,x2z) = x*g(x,z), und daher ist in diesem Intervall f* = 2 xg(x,z)+ 
+ 2*g,(z,z), also ist fiir 2 = x(z) in einem geeigneten Intervall |z — Z| < r* 


{*(x(z), z)= 22g,(x(z),z). Da g,(0,Z,) = 0 ist, ist daher (32),_. = 0 dagegen 


‘ P i wcrc , - dz 
ist wie man zeigt, in einer reduzierten Umgebung W’ von z = 2, 57> von 





ist und da /, , (0,0) + 0 vorausgesetzt wird, ist y= — und daher kann 


Null verschieden, und daher ist in dieser reduzierten Umgebung W’ auch 
x = x(z) von Null verschieden, so daB also der Hauptsatz zur Bestimmung 
von 2(z) aus {*(z,z) = f(z,zz) = 0 in einer reduzierten Umgebung von z, an- 
gewendet werden kann. SchlieBlich fiihren wir noch an Stelle von z den Para- 
meter ¢t = z — Z, ein und beachten anderseits weiter, dab wir die vdllig ent- 
sprechenden Uberlegungen durchfiihren kénnen, wenn wir die beiden Ver- 
anderlichen z und y miteinander vertauschen. Zusammenfassend haben wir den 
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Satz 3. Ist f(x,y) in einer Umgebung U von (0,0) fiir n =>3 n-mal, bzw. 
beliebig oft stetig differenzierbar, bzw. analytisch und ist f (0,0) = f, (0,0) 
“a0 fy (0,0) te B= 0, ist ferner, wenn B,,.= (Beleve— 3 frchesfevyt Sfeolselers 
— fryferzdo,o) gesetzt wird und B, , aus B, , durch Vertauschung von x mit y 
entsteht, |B, ,| + |B,,,| > 0, so gibt es ein offenes Intervall I: —-a<t<a und 
zwei in I erklarte eindeutige Funktionen x = p,(t) und y = p,(t), welche fol- 
gende Eigenschaften haben: 

1. Es ist f(p,(t), p.(t)) = 0 in I. 

2. Es ist p,(0) = p,(0) = 0. 

3. p,(t) und p,(t) sind in t = 0 (n—2)-mal, bzw. beliebig oft stetig differen- 
zierbar, bzw. analytisch und fiir jedes t aus der reduzierten Umgebung I'= I — {0} 
ist fiir i = 1,2 C(p,(t);t) = C(f(z,y); (pM, pol?) - 

4. Es gibt eine Umgebung U* von (0,0), so daf alle in U* liegenden Null- 
stellen von f auf der Kurve™) x = p,(t), y = po(t) liegen oder anders ausgedriickt: 
diese Nullstellen werden durch das Funktionenpaar p,(t) und p,(t) erfapt. 

Durch die vorhergehenden Uberlegungen sind alle Behauptungen des 
Satzes 3 mit Ausnahme der letzten bewiesen. Zum Beweise der letzten Be- 
hauptung des Satzes verwenden wir den fiir die folgenden Entwicklungen 
wichtigen 

Hilfssatz 2. Es sei f(x,y) in einer Umgebung U von (0,0) zweimal stetig 
differenzierbar und es sei {(0,0) = /,(0,0) = f, (0,0) = B,= 0 und /,,(0,0) > 0. 
Es sei ferner ((z,,¥,)) eine unendliche Punktfolge mit den folgenden Eigen- 
schaften : 

1. (2,,y,) ist fiir fast alle n ein Punkt der reduzierten Umgebung U’ von 
(0,0). 

2. Die Punktfolge ((z,, y,)) hat den Punkt (0,0) zum Limes. 

3. f(t, Y,) = 0, baw. < 0. 

Dann gibt es ein natiirliches 7, so daB fiir n = 7% x,,+ 0 ist, und, wenn fiir 
n= y,:X,= 2, gesetzt wird, die unendliche Folge ((z,)) gegen 2, strebt 
und ferner g(2,, z,,) = 0, bzw. < 0 ist. 

Beweis. Wir betrachten die Hilfsfunktion H (x, y, z) = a(x,y) + 2 b(x,y)z+ 
+ c(x,y) 2*, wobei a, b und ¢ die in § 1 erklirten Koeffizierntenfunktionen von / 
sind, welche nach Satz 1 in einer Umgebung U, von (0,0) endlich und stetig 
sind. Dabei wollen wir H fir alle Punkte (2, y,z) erklaren, fiir welche (zx, y) € U, 
und —co<z< +o ist. Da H(0,0, z) = g)(z) ist und Z die Doppelwurzel 
von g,(z) = 0 ist, ist fiir jedes z’+2Z, H(0,0, z’) positiv. Da H endlich und stetig 
ist, gibt es ein h* = h* (z') > 0, so daB fiir |x| < h*, |y| < h* und |z — z’| < 
< h* H(zx,y,z) > 0 ist. Ferner zeigt man leicht, daB es ein h,> 0 und ein 
endliches | > |Z,| gibt, so daB fiir |x| < h,, |y| < h, und |z|>l H(z,y,z)>0 
ist. Ist nun s eine reelle Zahl, fiir welche 0 < s < 1 — |Z)| ist, so kann also 


4) Man kann leicht zeigen, daB bei den Voraussetzungen des Satzes die Kurve 
x= p,(t), y= p,(t) in t= 0 eine Spitze hat. Da man gewéhnlich die Kurven als insich- 
kompakte Punktmengen mit weiteren Eigenschaften erklart, so hat man als Erklarungs- 
bereich fiir p,(t) und p,(t) ein geeignetes abgeschlossenes Teilintervall von I heranzuziehen. 
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jeder Zahl z’ des abgeschlossenen Intervalls J, : ,+ s < z <1 eine Umgebung 
U,,: \z — z'| < h*(z’) so zugeordnet werden, da& fiir |x| < h*(z’), |y| < A*(z’) 
und z ¢ U, H(z,y,z) > 0 ist. Das Entsprechende gilt, wenn z’ eine Zahl aus 
I,: -ls2zs%,— 8 ist. Da J, und J, abgeschlossene Intervalle sind, kénnen 
diese nach dem Borelschen Uberdeckungssatz mit endlich vielen, etwa j Um- 
gebungen U,, iiberdeckt werden. Ist dann h = Min(h,,h* (z{), h* (zg), . . . h* (z})), 
so ist fiir |x| < h, |y| <A und |z — Z,| > s H(z,y,z) > 0. Aus diesen Ergeb- 
nissen folgt schlieBlich, daB es zu jedem o > 0 ein h = h(a) gibt, so daB fiir 
|x| < h, |y| < hund |z — Z| >o H (x,y,z) > 0 ist. Ist nun ((z,, y,)) eine Punkt- 
folge, welche den Bedingungen des Hilfssatzes geniigt, so ist x, fiir fast alle n 
von Null verschieden, weil aus der Taylorformel erster Ordnung fiir /(0, y) mit 
y = 0 als Mittelpunkt folgt, daB f(0,y) in einer reduzierten Umgebung von 
y = 0 positiv ist. Es gibt daher ein natiirliches 7, so daB fir n 27 y, : z,, 
gebildet werden kann. Nun ist nach der Erklarung von H fir n>n=>7% 


22H (x. Yns =) = f(2,,y,), daher ist fir n > H(z,, tao ) = 0. Setzen wir 


fir n >7% z,= Be , 8o ist H(x,,, y,, Z,) = 0 und daher ist limz, = Z). Da fiir fast 
alle n 9(2,, Z,) = H (2; Yn, 2) ist, ist daher fiir fast alle n g(z,,, z,,) = 0, w.z.b.w. 
Dieselbe SchluBweise liefert auch im Falle f(x,,y,,) < 0 die entsprechende Be- 
hauptung des Hilfssatzes. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 


Mit dem Hilfssatze 2 beweisen wir nun in einfacher Weise die letzte Be- 
hauptung des Satzes 3. Ware naimlich diese Behauptung unrichtig, so gabe es 
eine Punktfolge ((z,,¥,)) mit (z,,y,) > (0,0) und (z,,y,) + (0,0), so daB fir 
jedes n f(x,,y,) = 0 und (z,,y,) nicht auf der Kurve C: x = p,(t), y = p,(t) 
lage. Aus |B, ,| + |B,,| > 0 folgt, daB B,, oder B,, oder beide von Null 
verschieden sind. Nehmen wir an, es ist B,, + 0, dann ist auch f,, (0,0) + 0, 
und zwar sei /,,(0,0) positiv. Dann giibe es nach dem Hilfssatz ein 7, so daB 
fir n> y,: X,= Zz, gebildet werden kénnte, ferner z,-> Z, und g(z,,z,) = 0 
ware. Da aber nach dem Hauptsatz durch x = z(z) alle Nullstellen von g(z,z) 
in einer Umgebung V von (0, Z,) erfaBt werden, miiBte daher fiir fast alle n 
x, = x(z,) sein, und daher ware auch y, = z,,x(z,), d. h. aber, (z,,y,) ware fiir 
fast alle n ein Punkt der Kurve C im Widerspruch zur Annahme. Analog ver- 
lauft der Beweis, wenn /,,(0,0) < 0 ist. Ist dagegen B, ,= 0, so wird der Be- 
weis bei Vertauschung von x mit y ganz entsprechend gefiihrt. Damit ist auch 
die letzte Behauptung des Satzes 3 bewiesen. 

Aus dem Hilfssatz 2 folgern wir nun weiter den 


Hilfssatz 3. Gelten fiir f(x,y) die Voraussetzungen des Hilfssatzes 2, so 
hat / in (0,0) dann und nur dann ein lokales, bzw. isoliertes lokales Minimum, 
wenn g(zx,z) in (0, Z)) ein lokales, bzw. isoliertes lokales Minimum hat. 

Beweis. Hat naimlich f in (0,0) kein lokales, bzw. kein isoliertes lokales 
Minimum, so gibt es fiir jedes natiirliche n einen Punkt (z,, y,,) + (0,0), so daB 
(%ns Yn) > (0,0) und f(z,,y,) < 0, bzw. f(z,,y,) <0 ist. Nach dem Hilfssatz 2 
gibt es dann ein natiirliches 7 und zu jedem n = 7 einen Punkt (z,, z,) + (0,2) 
in der x, z-Ebene, so daB (z,, z,) > (0,2) und fir n> g(«,,z,)<0, baw. 
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9(Xn» Z,) SO ist. Das heiBt aber, g hat in (0,Z,) kein lokales, bzw. kein isoliertes 
lokales Minimum. Hat umgekehrt g(z,z) in (0,Z,) kein lokales, bzw. kein 
isoliertes lokales Minimum, so gibt es zu jedem natiirlichen n einen Punkt 
(Xn; Z,) + (0, Z), so daB (x, z,) > (0, Z) und g(z,, z,) < 0, bzw. <0 ist. Da 
nun Z, die reelle Doppelnullstelle von g,(z) ist, ist daher g(0, z) > 0 fiir z + Z,, 
so daB fiir jedes natiirliche n in (z,, z,) z,+ 0 ist. Setzen wir nun y,= 2,2,, 
so ist daher fiir jedes natiirliche n f(z,,y,) = 22 9(x,,z,) < 0. bzw. <0. Da 
nun weiter z,— 0, so strebt auch y, — 0, also ist (z,,, y,) > (0,0). f(x,y) hat 
daher in diesem Falle in (0,0) kein lokales, bzw. isoliertes lokales Minimum. 
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. Durch die Betrachtung der Funktion — f 
erhalt man den entsprechenden Satz fiir das lokale Maximum. 

Durch den Hilfssatz 3 wird die Bedeutung der Funktion g(z,z) fiir die 
Untersuchung von f hinsichtlich des extremalen Verhaltens in einfacher Weise 
dargetan. 

Wir wenden uns nun der Behandlung des bereits erwihnten, zweiten Unter- 
falls, in welchem also g,(0,Z)) = 0 ist, zu. In diesem Falle kénnen wir dann 
offenbar den weiteren Unterfall, in welchem fiir g(z,z) in einer Umgebung 
von (0,2,) die Voraussetzungen des Satzes 2 erfiillt sind, mit Hilfe dieses 
Satzes weiter behandeln. Zu diesem Zwecke setzen wir geméB der Satze 1 
und 2 voraus, dab f(x,y) in einer Umgebung U von (0,0) fir n 24 n-mal 
stetig differenzierbar ist. Bei diesen Voraussetzungen berechnen wir die par- 
tiellen Ableitungen zweiter Ordnung von g an der Stelle (0, Z,):und driicken 
diese ahnlich wie beim Beweis des Satzes 3 mit Hilfe von (2) durch die par- 
tiellen Ableitungen von f bis einschlieBlich zur vierten Ordnung an der Stelle 
(0,0) aus und setzen diese Werte in (g?.— 9.9::)0,%) ein. Die nach Satz 2 
existierenden Lésungsfunktionen z,= z,(z) und z,= z,(x) von g(z,z) = 0 fiir 
eine Umgebung von (0, z,) in der x, z-Ebene sind nach diesem Satze in x = 0 
(n—3)-mal stetig differenzierbar, da nach Satz 1 g(z,z) in einer Umgebung 
von (0, Z) (x —2)-mal stetig differenzierbar ist. Daher sind auch die Lésungs- 
funktionen y,= y,(x) = xz,(z) und y,= y(x) = xz,(x) von f(x,y) = 0 fir 
eine Umgebung von (0,0) in der z, y-Ebene in z = 0 (n—3)-mal stetig diffe- 
renzierbar. Man kann nun durch eine zusitzliche Uberlegung zeigen, daB 
y,(x) und y,(x) in « = 0 sogar mindestens (nm —2)-mal stetig differenzierbar 
sind. Wir fiihren dies etwa fiir y,(xz) durch. Da y,(x) = x z,(zx) ist, ist fiir jedes 
natiirliche k, fiir welches z*)(x) endlich ist, y”(a) = kz*~"(x) + x2(z), 
wie man leicht durch Induktion nachweist. Nach den Entwicklungen des 
Beweises von Satz 2 gibt es eine reduzierte Umgebung ,V; von (0, Z)), so 
daB nach (3) 


Gx (x, 2 (£)) fii 


2; (x) = — 9. (z. 2, (x) UF =< oV{ ist. 


ist. Da nun, wie bereits angegeben wurde, g(x, z) bei den Voraussetzungen 
iiber f in einer Umgebung von (0, Z)) (n—2)-mal stetig differenzierbar ist, 
gilt nach Satz 2 fir k <n—-2 und z€é ,V; 


— _ 
Py, . «vii evel) 


(k) —— 
71 (7) 9: (x, a (x)) 
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wobei P eine ganze rationale Funktion von partiellen Ableitungen p,,, von 
g héchstens der k-ten Ordnung und der Ableitungen von z,(x) bis héchstens 
der (k—1)-ten Ordnung nach z ist, wie man mit Hilfe der Induktion leicht 
nachweist. Nun stellen wir g,(z,z) analog wie /, mit Hilfe des Satzes 1 mit 
(0, Z,) als Mittelpunkt dar und finden auf dieselbe Weise wie bei den Entwick- 
lungen zu den Beziehungen (3) und (4), daB g,(x, z,(z)) = zN(zx) ist, wobei 
N(x) in einer Umgebung V* von x = 0 nirgends verschwindet und in V* 
endlich und stetig ist. Daher strebt xz\"~*)(x) fir z+ 0 einem endlichen 
Grenzwert zu und daher auch nach der vorhin erwahnten Beziehung y("~ (2), 
wenn z nach Null strebt. Da nun bereits nachgewiesen ist, daB y\"~*)(x) in 
einer Umgebung von z = 0 endlich und stetig ist, ist nach einem bereits 
beniitzten Satz y,(x) in x= 0 (n—2)-mal stetig differenzierbar!®). Zusammen- 
fassend haben wir daher den 

Satz 4. Ist f(x,y) in einer Umgebung U von (0,0) fiir n => 4, n-mal, bzw. 
beliebig oft stetig differenzierbar, bzw. analytisch und ist f (0,0) = f,(0,0) = f, (0,0) 
= B= B y= 0, ist ferner, wenn Bs, y ” 3(fivleey 7 2fyylevlevyt levi yyy)ioo - 
i a fyy(O, 0). (Sefeseas ad, 4 fy fevlezzy + 6 fry fevieevy =. 4 fyy fey heyyy + 
+ fi fyvyv)ioo) gesetzt wird, B, ,> 0, so gibt es ein offenes Intervall J :|x|< 3s 
und zwei reelle Funktionen y, (x) und y,(x), welche in I eindeutig und (n — 2)-mal, 
bzw: beliebig oft stetig differenzierbar, bzw. analytisch sind und fiir welche fiir 
jedes x aus I f(x,y,;(x)) = 0 fiir ¢ = 1, 2 ist. 

Auferdem ist fiir jedes % der reduzierten Umgebung I' = I — {0} fiiri = 1,2 
O(ys (2); %) = OC (x,y); (yi (@)). 

Ferner gibt es eine Umgebung U* von (0,0) so daB alle in U* liegenden Null- 
stellen von f durch y,(x) und y,(x) zusammen erfaBt werden. 

SchlieBlich ist fiir jedes Z <I’ y,(Z%) + y_(Z) und es ist y,(0) = y,(0) = 0. 

Zum Beweise dieses Satzes bemerken wir noch, daB g,,(0, 2) = f,,(0,0) 
ist, und aus den Voraussetzungen des Satzes folgt, daB /, , (0,0) +0 ist, so daB 
mit den anderen Voraussetzungen des Satzes alle Voraussetzungen des Satzes 2 
fiir die Funktion g(x,z) in (0, Z,) erfiillt sind. Was schlieBlich die Behauptung 
iiber die Funktionalcharakteristik betrifft, so folgert man diese aus /,(x, y,(x)) 
= xg,(x, z;(z)) in einer Umgebung von x = 0 und dem aus dem Beweis des 
Satzes 2 sich ergebenden Resultat, daB g,(z, z,(x)) in einer reduzierten Um- 
gebung von z = 0 nicht verschwindet, mit Hilfe des Hauptsatzes. 

Wir wenden uns nun dem Falle zu, in welchem / in einer Umgebung von 
(0,0) viermal stetig differenzierbar ist, ferner gg(z) die Doppelnullstelle Z, hat, 
g,(0, Z) = 0 und g?.(0, Z,) — g,, (0,2) ¢..(0,%,) < 0 ist. In diesem Falle hat 
g(z,z) nach einem grundlegenden Satze tiiber Extremwerte tiber Funktionen 
von mehreren reellen Veranderlichen in (0,2,) ein isoliertes lokales Extrem. 
Da g?.(0,Z) — gz2(0,%) g..(9.2%,) zum Beweise des Satzes 4 berechnet wurde 
und B, , gesetzt wurde, folgert man nun sogleich aus B,= 0 und B, ,+ 0, 
daB /,, (0,0) + 0 ist. Wir kénnen daher dex Hilfssatz 3 anwenden und folgern 








%) Dagegen braucht z, (x), bzw. z,(x) in x = 0 nicht (mn — 2)-mal stetig differenzierbar 
zu sein. 
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aus ihm, da® / in (0,0) ein isoliertes lokales Extrem hat. Ebenso folgern wir 
mit Hilfe des Hilfssatzes 3 aus den bekannten notwendigen Bedingungen fiir 
ein lokaleg Extrem von g(z,z) in (0,Z,) und des bereits beim Beweise des Satzes 3 
berechneten B, , weitere notwendige Bedingungen fiir cin lokales Extrem 
von f in (0,0). Durch Vertauschung der Veranderlichen x mit y erhilt man 
weitere notwendige und hinreichende Bedingungen, und man zeigt durch eine 
einfache Rechnung, daB diese so erhaltenen Bedingungen im Falle /,,(0,0). 
fy,(0,0)+0 durch einfache Umformungen aus den iiber g(z,z) gewonnenen 
Bedingungen hervorgehen. Verstehen wir entsprechend unter B, , den Aus- 
druck, welchen man erhalt, wenn man in B, , x mit y vertauscht, so erhilt 
man schlieBlich folgenden Satz tiber Extremwerte in einem semidefiniten Fall : 

Satz 5. Ist f(x,y) eine reelle eindeutige Funktion der reellen Verénderlichen x 
und y, welche in einer Umgebung von (0,0) viermal stetig dijferenzierbar ist, und ist 
f,(0,0) = f, (0,0) = B,= 0, so ist, damit f in (0,0) ein lokales Extrem hat, not- 
wendig, dab B,,,.= B,,,= 0und B,,< 0 und B, ,< 0 ist. 

Damit f in (0,0) ein isoliertes lokales Extrem hat, ist hinreichend, daf ent- 
weder B,.=0 und B, ,<0 ist oder dap B, y= 0 und B, ,< O ist. Ist insbeson- 
dere j,, (0,0) fy (0,0) + 0, so folgt das eine System dieser Bedingungen aus dem 
anderen. 

Ist {(0,0) ein Extremwert von f(x,y), so ist dieser ein Minimum oder Maxi- 
mum, je nachdem (f,.+ fyy)io,o)= 9 oder < 0 ist. Ist mindesiens eine partielle 
Ableitung zweiter Ordnung von f in (0,0) von Null verschieden, so gilt in diesen 
Beziehungen nicht das Gleichheitszeichen. 

Bei den Sitzen 2 bis 4 iiber implizite Funktionen wird direkt oder indirekt, 
wie bei den Satzen 4 und 5, vorausgessetzt, dai /, , (0,0) + 0, bzw. /,.(0,0) + 0 
ist. Verschwinden nun nicht alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von / 
in (0,0), so kann, wie allgemein bekannt ist, durch Einfiihrung neuer Ver- 
anderlichen mittels einer linearen Transformation mit nicht verschwindender 
Determinante, insbesondere mit einer orthogonalen Transformation leicht er- 
reicht werden, daB fiir die neuen Veranderlichen % und 7 fiir die aus /(z, y) 
entstehende Funktion /(Z, 7) i 7(0,0) + 0 ist. Man kann nun priifen, ob fur 
die Funktion /(%,7) die Voraussetzungen einer der Satze 2 bis 4 erfiillt sind. 
Wir wollen dies hier nur fiir den Fall des Satzes 2 kurz behandeln. Zu diesem 
Zwecke beachten wir, daB bei einer orthogonalen Transformation der Ver- 
inderlichen das fiir ](Z,7) gebildete B, gleich B, ist. Ist « der Drehwinkel 
der orthogonalen Transformation, so findet man leicht, daB f,5= /,,sin*« — 
— 2/,,sina cosx + /,,cos*« ist. Daher verschwindet 755 (0,0) bei unseren Vor- 
aussetzungen fiir héchstens zwei nicht negative Werte von a, welche kleiner 
als z sind. Daraus folgert man nun mit Hilfe des Satzes 2 und des Hilfssatzes 1 
leicht den 

Satz 2a. Ist f(x,y) fiir n = 2 in einer Umgebung U von (0,0) n-mal, bzw. 
beliebig oft stetig differenzierbar, bzw. analytisch, ist ferner {(0,0) = /,(0,0) 
= f, (0,0) = 0 und verschwinden nicht alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung 
von f in (0,0), so gibt es, mit Ausnahme von héchstens zwei Geraden durch den 
Ursprung (0,0), zu jeder Geraden g durch (0,9) cine reelle Zahl a = a(g) > 0, 
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so daB auf g und auf jeder zu g parallelen Geraden héchstens zwei Nullstellen 
von f liegen, welche gleichzeitig innere Punkte der Kreisscheibe mit dem Halb- 
messer a um (0,0) als Mittelpunkt sind. 

Ist B,< 0, so ist (0,0) ein isolierter Punkt der Menge aller Nuilstellen von f. 
Ist B,> 0, so gibt es ein abgeschlossenes Intervall I: \t| < s, mit s > 0 und zwei 
Paare von Funktionen x, = x,(t), y,= y,(t) und x= 2,(t), Yo= ye(t), welche in 
I (n — 1)-mal, bzw. beliebig oft stetig differenzierbar, bzw. analytisch sind und fiir 
welche fiir jedes t €I’'= I — {0} fiir i = 1, 2 C(x, (t); t) = C(f (x,y); (x; (®, y, (®)) 
und O(y,(t); #) = C(f(«,y); (a(t), ys (t))) ist, 80 dap fiir i = 1, 2, f(a,(t), y(t) =0 
in I ist. AuBerdem ist x,(0) = x,(0) = y, (0) = y,(0) = 0. 

Ferner gibt es ein r > 0, so daB jede Nullstelle von f, deren Entfernung von 
(0,0) kleiner als r ist, auf einer der Kurven K,: x,= 2,(t), y,= y,(t) oder K,: x, 
= X(t), Yo= Yo(t) liegt. AuBerdem kann 8 > 0 80 gewiihlt werden, daB K, und K, 
keinen von (0,0) verschiedenen Punkt gemeinsam haben. 

Durch einfache Beispiele wie f(x,y) = (x — y)?, baw. = xy, bzw. = (x — y?). 
(y — z*) und andere derartige Beispiele zeigt man leicht, daB es eine oder 
zwei der im Satze genannten Ausnahmegeraden gibt, welche entweder selbst 
oder deren Parallelen in jeder Umgebung von (0,0) mehr als zwei Nullstellen, 
in zwei der genannten Beispiele sogar nicht abzaihlbar unendlich viele Null- 
stellen von f enthalten. Durch f/(z,y) = 2*— 2 2*y + y*® wird ein Beispiel 
gegeben, bei welchem es keine der im Satze 2a genannten Ausnahmegeraden gibt. 

Wir wenden uns nun den Fallen zu, in welchen nicht alle partiellen Ab- 
leitungen zweiter Ordnung von / in (0,0) verschwinden und welche nicht un- 
mittelbar mit Hilfe der Satze 2a, 3,4 und 5 behandelt werden kénnen.. Wir 
setzen zu diesem Zwecke fiir die folgenden Entwicklungen voraus, daB f in 
einer Umgebung U von (0,0) n-mal stetig differenzierbar ist, wobei n min- 
destens gleich zwei sein soll und in den einzelnen zu besprechenden Fiillen 
iiber n noch naher verfiigt werden soll, und setzen auBerdem noch voraus, 
daB f (0,0) = /,(0,0) = f, (0,0) = 0 und /,,(0,0) + 0 ist, wobei diese letzte Be- 
dingung durch eine orthogonale Transformation der Verinderlichen x und y 
bei der Voraussetzung, daB nicht alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung 
von f in (0,0) verschwinden, stets erfiillt werden kann. 

Wir bilden nun aus /(z,y) fiir den Punkt (0,0) die Funktion g(z,z) nach 
dem uns aus § 1 und aus den Entwicklungen am Beginn dieses Paragraphen ge- 
laufigen Verfahren, und da im allgemeinen diese Bildung von g aus f ent- 
sprechend iteriert werden wird, wollen wir die Verdnderliche z mit z, und 
g(x,2,) mit ,f(x,z,) bezeichnen, wobei wir wegen der tiblichen Bezeichnung der 
partiellen Ableitungen den Zeiger links unter dem Buchstaben anbringen 
wollen. Dabei kann der Erklaérungsbereich A, von ,f(z,z,) als ein offenes 
Intervall der x, z,-Ebene angenommen werden, welches die Eigenschaft hat, 
daB fiir jede Nullstelle Z, derjenigen quadratischen Funktion ,q(z,), deren Er- 
klaérungsbereich — co < z,< + co ist und welche mit ,/(0,z,) fiir jedes z, mit 
(0, z,) € A, tbereinstimmt, der Punkt (0, Z,) der kartesischen z, z,-Ebene ein 
Punkt von A, ist. Ferner, daB ,f(z,z,) in A, endlich und stetig und, wenn 
n > 2 ist, (n — 2)-mal stetig differenzierbar, bzw. wenn /(z,y) in U beliebig 
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oft differenzierbar, bzw. analytisch ist, daB auch ,f in A, beliebig oft stetig 
differenzierbar, bzw. eine analytische Funktion von zx und z, in A, ist, und 
schlieBlich, daB fiir jeden Punkt (x*, z¥) € A, der Punkt mit den Koordinaten 
a= 2*,y = x*z¥ der kartesischen z, y-Ebene ein Punkt von U ist und dab 
die Beziehung f(x*, x* z¥#) = z**-,/(z*, z¥) besteht. 

Hat nun ,g(z,) nur einfache reelle Nullstellen, so wird dieser Fall durch 
Satz 2 erledigt. Hat dagegen ,q(z,) keine reellen Nullstellen, so hat / in (0,0) 
ein isoliertes lokales Extrem (Satz 2a). Im dritten der méglichen Fille, in 
welchem ,q(z,) die (reelle) Doppelnullstelle 2, hat, untersuchen wir fiir den 
Fall, daB n = 3 ist, ob ,f,(0, 2.) + 0 oder gleich Null ist. Ist das erstere der 
Fall, so wird dieser Fall mit Hilfe des Satzes 3 gelést. Im andern der beiden még- 
lichen Faille, welchen Fall wir hier einen semidefiniten Fall héherer Ordnung 
nennen, bilden wir, wenn n 2 4 ist, analog wie ,f aus / eine Funktion ,/(z, z,) 
aus ,f/(x,z,) fiir den Punkt (0, 2,) und setzen diese Bildung von Funktionen 
xf (x, z,) bei gewissen Voraussetzungen, welchen wir uns jetzt naéher zuwenden 
wollen, fort. Zu diesem Zwecke erkliren wir die zu bildenden Funktionen mit 
Hilfe der Induktion. Fir k = 1 ist ,f(z, z,) auf A, bereits vorhin erklirt worden. 
Wir nehmen daher an, bzw. als bereits bewiesen an: 

1. Ist & eine natiirliche Zahl, so ist fiir jedes natiirliche j < k ,f(z,z,) im 
offenen Intervall A, der kartesischen z, z,;-Ebene erklirt und (n — 2j)-mal 
stetig differenzierbar in A, und wenn f beliebig oft stetig differenzierbar, bzw. 
analytisch in U ist, ist ,f beliebig oft stetig differenzierbar, bzw. analytisch in A,. 

2. Fir jedes natiirliche j < k ist ,f(0,z,) eine quadratische Funktion. Ist 
dann ,q(z,;) die quadratische Funktion von z,; mit dem Erklarungsbereich 
— oo < 2;< + oo, welche fiir jedes z, mit (0, z;) € A, mit ,f(0, z,) ibereinstimmt, 
80 ist q(z,) eine echte quadratische Funktion, d. h. eine quadratische Funktion, 
deren quadratisches Glied einen nichtverschwindenden Koeffizienten hat. 
Ferner ist fiir jede Nullstelle Z, von ,g(z,) der Punkt (0, Z,) der kartesischen 
x, z;-Ebene ein Punkt von A,. SchlieBlich hat fiir k > 1 fir jedes natirliche 
j < k q(z,) die Doppelnullstelle 2,. 

SchlieBlich wollen wir der Kiirze halber die soeben erklarte Funktion ,q(z,) 
einfach die Erweiterung von ,f(0,z,) nennen. 

3. Setzen wir z»= y 2,= 0, of (x, z) = /(z,y) und A,= U, so ist fiir jedes 
natiirliche & fiir jeden Punkt (2*, z{) ¢ A, der Punkt mit den Koordinaten 
z= x* und z,_,= 4,_,+ x*zf der 2, z,-,-Ebene ein Punkt von A,_, und es 
ist ,-,f(2*, 2,-,+ 2*2f) = 2**-,f(2*,zf). Ferner wird 99 (zo) = fy y (0, 0) 22 gesetzt. 

4. ,q(z,) hat eine Doppelnullstelle 2,; ferner ist n >2k+ 2 und es ist 
if,(0, 2,) = 0, dagegen verschwindet ,f, in keiner Umgebung von (0, 2,) 
identisch. 

5. Fiir jedes natiirliche j < k und fir jedes natiirliche m < n — 2j sind 
der Funktionswert und die Werte der partiellen Ableitungen m-ter Ordnung 
von ,f(z,z;) im Punkte (0, 2,) der kartesischen 2, z;-Ebene ganzrational und 
in ziemlich einfacher Weise und mit rationalen Koeffizienten durch die Werte 
der partiellen Ableitungen héchstens bis zur (2 7 + m)-ten Ordnung von /(z, y) 
nach z und y in (0,0) unter Beniitzung von (2) berechenbar. 

14* 
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Insbesondere ist ,f,,,,(0, 2;) = fy, (0,0). 
Ebenso sind die Koeffizienten der quadratischen Funktion ,q(z,;) ganz- 

rational und mit rationalen Koeffizienten durch die Werte der partiellen Ab- 

leitungen bis héchstens zur 2 j-ten Ordnung von f(z,y) nach x und y in (0,0) 

berechenbar. 

Man sieht sogleich, daB ,f(x,z,) im semidefiniten Fall héherer Ordnung 
die hier ausdriicklich angefiihrten Eigenschaften 1. bis 5. hat, wenn noch n >4 
ausdriicklich vorausgesetzt wird. 

Da nun nach der Eigenschaft 4 n > 2k + 2 ist, hat nach 1.,4. und nach 
Satz 1, bzw. nach dem ersten Zusatz hierzu, ;f (x, z,) in (0, 2,) eine Entwicklung: 
ef (2, 2) =, (x, 2 — %,) 2*+ 2 pb(x, %— 2) x(z,— 2) + ,0(z, 2% — 2) (%— 2,)* 
in A,, in welcher die Funktionen ,a,,5 und ,c in A, endlich und stetig und 
wenn n > 2k + 2 ist, (n — 2k — 2)-mal, bzw. beliebig oft stetig differenzierbar. 
bzw. analytisch sind. 

Wir erklaren nun ,,,f durch 


(5) neal (©, 24a) = pO(X, LF p43) + 2yb(x, V2 p41) Zagat 2C(L, LZe41) Za - 


Dabei wird als Erklirungsbereich von ,,,/ ein offenes Intervall A,., der 
kartesischen 2, z,,,-Ebene gewahlt, welches die Eigenschaft hat, daB fiir jede 
Nullstelle Z,., von ,41,9(Z,+;) =,@(0,0) + 2,5(0,0) z,., + ,c(0,0) zf,,, wobei 
der Erklairungsbereich von ,.,q¢ — © < 2,4,< +00 ist, der Punkt (0, Z,.,) 
ein Punkt von A,., ist. Eine derartige Wahl des offenen Intervalls A,.,, ist 


stets und auf verschiedene Weise méglich. Da namlich ,c(0,0) = > rlegz, (0,24) 


ist, ist nach 5. ,c(0,0) + 0, und daher ist ,.,q¢(z,4,) eine echte quadratische 
Funktion und hat héchstens zwei Nullstellen. Es gibt daher ein endliches 
1 > 1, so daB der absolute Betrag jeder Nullstelle von ,,,¢(z,4,1) nicht gréBer 


als ist. Ist dann |z| < h, |z,— 2,| < A ein offenes Interval] der kartesischen 
x, z,-Ebene, welches eine Teilmenge von A, ist, so kénnen wir A,,, gleich 
dem offenen Intervall |z| < + \2.4,| <1 in der kartesischen 2, z, ,,-Ebene 


setzen. Man zeigt dann in einfacher Weise und weitgehend entsprechend wie 
fiir ,f(z,z,), daB fiir ,,,/(x,z,,,) die Eigenschaften 1. bis 3. und 5. erfiillt sind, 
wobei in denselben k durch k + 1 zu ersetzen ist, und wenn n = 2k + 2 ist, 
daB ,.4,/ in A,,, endlich und stetig ist. 

Wir setzen nun fest, da8 wir fiir unsere Funktion f(x,y), welche in (0,0) 
die vorhin angegebenen Eigenschaften hat, fiir den Punkt (0,0) dann und nur 
dann ,f(x, z) bilden, wenn in keiner Umgebung von (0,0) /,=9f, identisch ver- 
schwindet und dann und nur dann fir eine natiirliche Zahl r > 1 die Funktion 
-f(x,z,) bilden, wenn ,_,/(x,z,,) erklart ist und ,_,f(z,z,_,) die Eigenschaften 
1. bis 5. hat, wobei in diesen k durch r — 1 zu ersetzen ist. 

Wir betrachten nun die Menge aller dieser Funktionen ,f(x, z;), welche 
auf diese Weise {(z,y) im Punkte (0,0) zugeordnet werden. Diese Menge ist 
entweder abzéhlbar unendlich, wenn es némlich fir jede natiirliche Zahl k 
eine Funktion ,/(z,z,) gibt, oder endlich. Im letzteren Falle gibt es eine gréBte 
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natiirliche Zahl 1, fir welche ,f(z,z,) erklart ist. DaB der erste Fall tatsichlich 
vorhanden sein kann, zeigt man an einfachen Beispielen, wie F(z,y) = 2*— 
—2ey+y*+e- = fir 2+0 und F(0, y) = 22-2 zy + y* und ahnlichen. 

Wir ordnen nun diese Menge aller Funktionen ,f/, indem wir festsetzen, 
daB die Funktion ,f dann und nur dann auf die Funktion ,f folgt, wenn k > i 
ist. Die auf diese Weise gebildete Kette von Funktionen im Sinne der Aus- 
drucksweisen der Vereins- und Verbandstheorie, heifBe eine Implizitkette 
J x(f; (0,0)) von f(x,y) im Punkte (0,0). Zusammenfassend geben wir die 

Erklirung 1. Ist die reelle Funktion f(z,y) der reellen Verinderlichen x 
und y in einer Umgebung von (0,0) fiir n => 2 n-mal stetig differenzierbar 
und ist /(0,0) = /,(0,0) = f, (0,0) und /,,(0,0) + 0, dann heiBe die nach wach- 
senden Indizes geordnete Menge aller der vorhin erklarten Funktionen ,f(z,z,) 
fiir f(x,y) an der Stelle (0,0) eine Implizitkette I, (f; (0,0)) von f(x,y) fiir die 
Stelle (0,0). 

Jedes Soma von I, = Ix (f; (0,0)) heiBe auch ein Glied oder eine Funktion 
der Kette. Hat J, ein gréBtes Soma"*) ,f, so heiBe ,f das letzte Glied oder die 
letzte Funktion der Kette. 

I, heiBe normal, wenn entweder J, unendlich ist oder wenn a) fiir die 
letzte Funktion ,f(z,z,;) von Ig die zu ,f gehérende quadratische Funktion 
:7(z,) keine Doppelnullstelle hat, oder wenn b) n = 21 + 1, .q(z,) eine Doppel- 
nullstelle 2, hat und ,f,(0, z,) + 0 oder ,f,= 0 in einer Umgebung von (0, 2,) ist. 

Der Zweck der Bildung der Implizitkette J, wird in den Fiillen, in 
welchen diese héchstens drei Glieder hat, durch die Satze 2 bis 5 hinreichend 
dargetan. Wir wollen nun einen sehr allgemeinen Satz aussprechen, durch 
welchen die Aufstellung einer Implizitkette I, (/; (0,0)) gerechtfertigt wird. 
Dabei kénnen wir ohne wesentliche Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, 
daB f (0,0) = 0 und f,, (0,0) + 0 ist. 

Satz 6. Ist die reelle Funktion f(x,y) der reellen Vertinderlichen x und y in 
einer Umgebung U von (0,0) fiir n = 2 n-mal, bzw. beliebig oft stetig differenzierbar, 
bzw. analytisch und ist f(0,0) = f,(0,0) = f, (0,0) = 0, f,,(0,0) + 0 und ist Ix 
eine Implizitkette I x (f; (0,0)) von f in (0,0), so ist, damit f in (0,0) ein lokales 
Extrem hat, notwendig, daB fiir jede Funktion ,f(x,z;) von Ix die Erweiterung 
s9(z;) von ,f(0,z;) keine einfachen reellen Nullstellen hat. 

Damit f in (0,0) ein isoliertes lokales Extrem hat, ist hinreichend, daB Ix 
normal und endlich ist und, wenn ,f(x,z;) die letzte Funktion von I, ist, daB die 
Erweiterung ,q(z,) von ,f(0,z,) keine reelle Nullstelle hat. Das Extrem ist ins- 
besondere ein isoliertes lokales Minimum oder Maximum, je nachdem f, ,(0,0) > 0 
oder < 0 ist. 

Ist Ix normal und endlich und hat die Erweiterung ,q(z,), welche der letzten 
Funktion ,f(x,z,) entspricht, zwei einfache reelle Nullstellen, so gibt es ein offenes 
Intervall I : |x| < s und zwei in I eindeutig erklirte Funktionen y,(x) und y,(2), 
welche in I fiir r>1 (mindestens) (n — 217+ 2)-mal, bzw. beliebig oft, 

18) Wegen des hier verwendeten Begriffes gréBtes oder maximales Soma vgl. z. B. 
G. Nésetinc: Grundlagen der analytischen Topologie, Berlin, Géttingen, Heidelberg 1954, 
8. 3. 
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stetig differenzierbar, bzw. analytisch sind und fiir welche fiir jedes Z aus I'= I — {0} 
fir i= 1,2 

C(y: (x); Z) 2 C(t (x,y) (%, ¥s(Z)) 
ist, so daB fiir i = 1,2 y,(0) = 0 und f(x, y,;(x)) = 0 in I ist. 

Auperdem gibt es eine Umgebung U* von (0,0), so daB durch y,(x) wnd y, (zx) 
zusammen alle in U* liegenden Nullstellen von f erfapt werden. 

Ist dagegen I normal und endlich, -f(x,z;) die letzte Funktion von I, und 
hat =q (z;) eine Doppelnullstelle, 2; so gibt es ein abgeschlossenes Intervall I : |x| <o 
mit ¢ > 0 und zwei in I eindeutig erklirte Funktionen x = x(t) und y = y(t), 
welche folgende Eigenschaften haben - 

1. Es ist f(x(t), y(t)) = 0 in I. 

2. Es ist x(0) = y(0) = 0. 

3. x(t) und y(t) sind in t = 0 (mindestens) (n — 2 7)-mal, bzw. beliebig oft 
stetig differenzierbar, bzw. analytisch und fiir jedes t einer reduzierten Umgebung von 
t = Oist O(x(t); ) = C(f (x,y); x(t), y(t) und (y(t); t) = C(t (x,y); (x,y @)). 

Ist insbesondere ;{,=0 in einer Umgebung von (0, 2), so kann t= x als 
Parameter genommen werden, und y(t)= y(x) ist fiir 7 => 1 eine ganzrationale 
Funktion 7-ten Grades von x, und fiir 7 = 0 ist y(x) = 0. Ferner hat f(x, y) fiir 
|x| < o in jedem Punkte (x, y(x)) ein (nicht isoliertes) lokales Extrem. 

4. Es gibt eine Umgebung U** von (0,0), so daB alle in U** liegenden Null- 
stellen von f auf der Kurve x = x(t), y = y(t) liegen. 

Der Beweis dieses Satzes ist mit Hilfe der Sitze 3 bis 5 und der Hilfssitze 
leicht zu erbringen. Aus dem Hilfssatze 3 folgern wir nimlich durch wieder- 
holte Anwendung desselben auf die aufeinanderfolgenden Glieder der Implizit- 
kette den Satz: Bei den Voraussetzungen und Bezeichnungen des*Satzes 6 
hat f in (0,0) dann und nur dann ein lokales, bzw. isoliertes lokales Extrem, 
wenn jede nicht letzte Funktion ,f(2,z;) der Implizitkette I, (/; (0,0)) von f 
in (0,0) ein lokales, bzw. isoliertes lokales Extrem in (0,2,;) hat, wobei 2; die 
Doppelnullstelle der zu ,f(x,z;) geh6renden quadratischen Funktion ,q(z;) ist. 
Aus diesem Satze und der Eigenschaft 2 der Funktionen einer Implizitkette 
folgert man nun leicht die Behauptungen des Satzes 6 hinsichtlich der Extrem- 
werte. 

In entsprechender Weise beweist man mit Hilfe der Eigenschaften der 
Funktionen einer Implizitkette, dem Hilfssatze 2 und den Satzen 2 bis 4 die 
iibrigen Behauptungen des Satzes 6. Was dabei insbesondere die Differenzier- 
barkeitseigenschaften, bzw. die Funktionalcharakteristik der Funktionen y;(z) 
in J’ und von z(t) und y(t) in einer reduzierten Umgebung von ¢ = 0 betrifft, 
so beweist man die diesbeziiglichen Behauptungen des Satzes 6 im ersteren 
Falle analog wie im Satze4, indem man zeigt, daB f, (x, y;(x)) + 0 ist in einer 
reduzierten Umgebung V’ von z = 0. Wenden wir namlich auf ,_,f(x,z,—,) im 
Punkte (0,2,_,) den Satz 2 an und bestimmen wir nach diesem Satze die 
Lésungsfunktionen z,_,,(z) und z,_,.(xz) fiir ,_,f/(z,z,-,) = 0 in einer Um- 
gebung von (0,2,_,), wobei diese Lésungsfunktionen in |z| < # erklart sein 
sollen, so ist nach dem dort angegebenen Beweise ,_,/,_ ,(2,z,—1,;(2)) + 0 in 
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einer reduzierten Umgebung V;., von x = 0 fiir i+ 1,2. Da nun nach der 
Eigenschaft 3 der Funktionen einer Implizitkette fir z + 0 und 


(2, Sasa has) € A,-, r ~of (2,2,-g) ? x. ral (2, 4atsho) 
ist, ist daher, wenn wir z,_» ;(z) = 2,_.+ 22,-,,;(x) setzen, ,_9f,,_, (%,2,-2,;(2)) 
= ©* yah, (2, 2%-1,4(2)). Also ist auch ,_ of, , (2,2,—9,;(2)) + 0 in einer re- 
duzierten Umgebung V;_, von z = 0. Auf diese Weise schlieBt man mit Hilfe 
der Induktion, daB /,(z,y,(x)) +0 in einer reduzierten Umgebung V’ von 
x= 0 fir i = 1,2 ist. Nun kann man den Hauptsatz zum Beweise der im 
Satze 6 behaupteten Eigenschaften von y,(z) in J’ unmittelbar heranziehen. 

Bei den Funktionen x(t) und y(t) und fiir ;/,(0, 2-) + 0 gehen wir wieder 
ahnlich wie beim Beweise der entsprechenden Behauptung des Satzes 3 vor. 
Da nach der Eigenschaft 3. einer Implizitkette -_,/(2,27_,+ x27) = 2*- zf(z,2;) 
ist, ist daher >_,/,(z,27_,+ 2z-) = 22+ 7f(z,27)+ 2°: ;f, (2,27). Da nun fir 
7f(z,z;) in einer Umgebung von (0, Z>) die Voraussetzungen des Hauptsatzes 
erfiillt sind, gibt es nach diesem Satze.eine Funktion x = x(z;) mit den im Haupt- 
satz niher angegebenen Eigenschaften, fiir welche insbesondere ;/(x(zz),z7) =0 
in einer Umgebung von z; = 2, ist. Da nun weiter nach den Voraussetzungen des 
Satzes 6 ;/,(z,z;) in A; stetig und endlich ist und im Punkte (0,2,) nicht ver- 
schwindet, verschwindet daher >_,/,(x(z;), 2-_,+ 27: 2(z;)) in einer reduzierten 
Umgebung 7’; von z; = £- nirgends, wie man analog, wie beim Beweise des ent- 
sprechenden Teiles des Satzes 3 zeigt. SchlieBlich beweist man wieder mit Hilfe 
der Induktion, daB f,(x(z;-), y(z7)) in einer reduzierten Umgebung 7” von 
z;= 2> nirgends verschwindet. SchlieBlich fiihrt man noch ganz entsprechend 
wie beim Beweise des Satzes 3 an Stelle von z> den Parameter ¢ ein. Im Falle, 
in welchem ;/,=0 in einer Umgebung von (0, 2;) ist, ergibt sich die ent- 
sprechende Behauptung des Satzes ohne Schwierigkeiten. 

Die héheren Ableitungen von y,(z) in 2 = 0, soweit diese bei einem ge- 
niigend groBen n nach dem Satz 6 existieren, kénnen wieder ganz entsprechend 
wie im AnschluB an den Satz 2 mit Hilfe von z,_, ;(z) berechnet werden. 

Was nun schlieBlich die wirkliche Aufstellung einer Implizitkette J, (f;(0,0)) 
betrifft, so kommt es hauptsichlich auf die Bestimmung der quadratischen 
Funktionen ,q(z;) und die Bestimmung des Wertes der partiellen Ableitungen 
ite (0,2;) an. Diese Bestimmung fiihrt nach den Eigenschaften 5. der Funktionen 
einer Implizitkette aus dem kleinsten Kérper titber dem Funktionswert und 
den Werten der partiellen Ableitungen entsprechender Ordnung von f(z, y) 
in (0,0) nicht heraus. 

Wir kénnen nun auch fir den Fall, daB die zu untersuchende Funktion 
} (x,y) die Voraussetzungen des Satzes 6 erfiillt, das in § 1 angekiindigte Ver- 
fahren in diesem Falle dahin prazisieren, da® wir sagen: das Verfahren besteht 
in diesem Falle in der Bildung einer Implizitkette J, (/; (0,0)) und deren Aus- 
wertung mit Hilfe des Satzes 6, bzw. auch der Satze 2 bis 5. 

Nennen wir nun ein Verfahren zum Zwecke der Entscheidung, ob eine 
Funktion /(z,y) in (0,0) ein Extrem hat oder ob durch f(x,y) = 0 in einer 
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Umgebung von (0,0) eine Lésungsfunktion y(x) oder allgemeiner eine Lésung 
a(t), y(t) mit f(x(t), y(t))=0 erklart wird, ein rationales Entscheidungs- 
verfahren, wenn die Entscheidung durch endlich viele rationale Operationen 
aus den Funktionswerten und den Werten der stetigen partiellen Ableitungen 
erster und héherer Ordnung von / in endlich vielen Punkten erbracht werden 
kann?’), und nennen wir den Fall, daB J, normal und endlich ist, einen ge- 
wohnlichen Fall, so kénnen wir also auch sagen, daB unser Verfahren, welches 
wir B nennen wollen, fiir /(z,y) in (0,0) im gewéhnlichen Falle ein rationales 
Entscheidungsverfahren fiir Extremwerte und implizite Funktionen enthalt, 
némlich die Auswertung der Kette der quadratischen Funktionen ,q(z;) und 
derjenigen der partiellen Ableitungen ,f,(0,2;) mit Hilfe der Siatze 2 bis 6. 

Hat dagegen f(z, y) in (0,0) keine normale Implizitkette, so kann aus den 
Werten der partiellen Ableitungen in (0,0), soweit diese dort existieren, mit 
Hilfe von D nicht geschlossen werden, ob f in (0,0) ein Extrem hat oder nicht. 
Ich vermute, daB es in diesem Falle iiberhaupt kein rationales Entscheidungs- 
verfahren im vorhin angegebenen Sinne gibt, ob / in (0,0) ein Extrem hat, bzw. 
ob durch f(z,y) = 0 in einer Umgebung von (0,0) eine implizite Funktion 
erklart wird. 

Ist die Implizitkette I, (f; (0,0)) eine unendliche Kette, so kann es in diesem 
Falle kein rationales Entscheidungsverfahren fir f/ in (0,0) geben, wenn nicht 
noch zusatzliche Angaben iiber die Funktion in einer Umgebung von (0,0) 
direkt oder indirekt vorliegen. Eine derartige zusitzliche Angabe liegt z. B. 
vor, wenn angenommen oder nachgewiesen wird, daB f in (0,0) analytisch ist. 
Um diese Behauptung einzusehen, betrachten wir die Funktionen /(z, y) 

1 


= (x—y)*, hy (z,9) =f(z,y)+e ™ far x+0 und A,(0,y) = y* und A, (z,y) 


=f(z,y)—e @ fir +0 und h,(0,y) = y? im Punkte (0,0). Dann sind fir 
diese drei Funktionen fiir jede Ordnung die entsprechenden partiellen Ab- 
leitungen in (0,0) einander gleich. Dabei haben f und fh, in (0,0) ein lokales 
Minimum, dagegen hat h, in (0,0) kein lokales Minimum. Durch f(z,y) = 0 
wird genau y = z als Lésung erklart, wahrend durch h,(z,y) = 0 keine reelle 
Lésungsfunktion mit offenem Erklarungsbereich gegeben wird, dagegen werden 
durch h,(z,y) = 0 zwei voneinander verschiedene stetige Lésungsfunktionen 
¥,(z) und y,(x) gegeben. 

Da8 nun tatsichlich im Falle, daB f analytisch in (0,0) und die Implizit- 
kette I,(f; (0,0) unendlich ist, eine Entscheidung mit Hilfe des Verfahrens U 
erreicht: wird, wird in einer weiteren Arbeit noch behandelt werden. 

Wie man nun weiter sieht, liefert das Verfahren im gewéhnlichen Falle, 
wenn man-sich mit geringeren Differenzierbarkeitseigenschaften der Lésungs- 
funktionen begniigt, in ziemlich einfacher Weise Existenzsitze fiir implizite 
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'™) Dabei werden den reellen Zahlen entsprechend auch Beziehungén wie: >, >, <, S, 
sowie die Abzahlung einer endlichen Menge als Entscheidungsmiglichkeiten zugelassen, 
so daB z. B. die Bildung der Sturmschen Kette ein rationales Entscheidungsverfahren zur 
Festetellung der Anzahl der reellen Nullstellen enthalt. 
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Funktionen, bzw. Aussagen iiber deren Nichtexistenz im Falle eines isolierten 
Extrems. Die Entwicklungen haben weiter gezeigt, daB man diese Existenz- 
siitze durch zusétzliche Untersuchungen noch hinsichtlich der Differenzier- 
barkeitseigenschaften der Lésungsfunktionen etwas verschirfen kann. Die 
naheliegende Frage ist nun die, ob die in den Siatzen 2, 3, 4 und 6 angegebenen 
Differenzierbarkeitseigenschaften der Lésungsfunktionen in z= 0, bzw. in 
t= 0 nicht noch verbessert werden kénnen. Wir wollen nun an einfachen 
Beispielen zeigen, daB die Saitze 2 und 4 bei den gemachten Voraussetzungen 
hinsichtlich der behaupteten Differenzierbarkeitseigenschaften der Lésungs- 
funktionen y,(z) in 2 = 0 fir kein zulissiges n verschirfbar sind. Ist n eine 
ganze rationale Zahl, so werde unter u(n) = n verstanden, wenn n ungerade 
ist; ist m gerade, so sei u(m) = n + 1. Wir betrachten nun die Funktion /(z, y) 
1 1 \2 
=y— i x Ssinz wr) fir «+0 und /(0,y) = y*, wobei n 22 sei. 
Dann sind fiir /(z,y) im Punkte (0,0) die Voraussetzungen des Satzes 2 er- 
1 1 
fallt, und die Lésungsfunktionen y,(z) = + li +2°°S sin 2 ver) fir z+ 0 
und y,(0) = 0 sind fir i = 1,2 in z = 0 genau (n — 1)-mal stetig differenzierbar, 
und zwar derart, daB8 sogar y!")(z) in z= 0 nicht existiert. Die Funktion 
1 1 \2 

F(z,y) = y-2(2 +2" **Ssing wr) fir z+ 0 und F(0,y) = ¥* und wo- 
bei n eine natiirliche Zahl = 4 ist, erfillt in (0,0) die Voraussetzungen des 
Satzes 4. Die entsprechenden Lésungsfunktionen y,(z) sind in z = 0 genau 
(n — 2)-mal stetig differenzierbar, und y\"~")(x) existiert in z= 0 nicht. 
Anderseits sind die Funktionen y,(z) in einer reduzierten Umgebung von 
x = 0 analytisch, so daB man an diesen Beispielen sieht, daB die im allgemeinen 
weitergehenden Aussagen unserer Existenzsitze iiber die Funktionalcharakte- 
ristik in einer reduzierten Umgebung von z = 0 auch manchmal bei den An- 
wendungen der Sitze wertvoll sein kénnen. Wir werden dies insbesondere 
spater an einem weiteren typischen Beispiele noch deutlicher sehen. 

Was nun schlieBlich die Differenzierbarkeitsaussagen der Lésungsfunktionen 
y,;(x) in x = 0 des Satzes 6 betrifft, so sind diese fiir r > 3 nicht mehr scharf. 
Ich habe, wie ich hier nicht naher ausfiihren will, noch bewiesen, daB fir 
r = 3 die Lésungsfunktionen, falls diese existieren, in x = 0 (n — 3)-mal stetig 
differenzierbar sind, doch ist der Beweis, den ich dafiir angewendet habe und 
welcher eine Verallgemeinerung des Beweises des entsprechenden Teiles des 
Satzes 4 ist, schon recht umstandlich. Doch kann ich auf Grund des fiir r = 3 
durchgefiihrten Beweises vermuten, daB die Lésungsfunktionen in x = 0 nicht 
bloB (n — 2r + 2)-mal stetig differenzierbar fiir n > 4 sind, wie dies im Satze 6 
behauptet wird, sondern daB sie allgemein (n — r)-mal stetig differenzierbar 
in xz = 0 sind"*). Vielleicht ist es jedoch méglich, auf einem anderen Wege 





1 

—2(r—1)+ 

8) Durch entsprechende Beispiele, wie / (x,y) = y*— ood, + 2 x 
1 


2 
x sing =) zeigt man wieder, daB die (n — r)-malige stetige Differenzierbarkeit der 
Lésungen in z = 0 das AuBerste ist, was man vermuten kann. 
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diese Vermutung leichter zu behandeln, doch bin ich derzeit nicht in der 
Lage, einen anderen Weg zur Behandlung dieser Frage anzugeben. 

Anderseits kann man jedoch die Voraussetzungen dieser Existenzsitze 
teilweise dadurch herabmindern, daB man Voraussetzungen macht, welche 
dem Darstellungssatz entsprechen. Auf die Einzelheiten hierzu wollen wir in 
dieser Arbeit nicht eingehen. 

Das bisher behandelte Verfahren ist direkt auch auf komplexe Funktionen 
von komplexen Veranderlichen anwendbar, da ja das Verfahren auf dem 
Hauptsatze und dem Darstellungssatze beruht und diese Satze in entspre- 
chender Weise auch fiir die analytischen Funktionen von komplexen Ver- 
anderlichen gelten. Auf den dem Darstellungssatze entsprechenden Satz der 
Funktionentheorie wurde ja bereits einleitend im ersten Paragraphen hinge- 
wiesen. Man erhalt auf diese Weise den 

Satz 7. Ist die komplexe Funktion f(u,v) der komplexen Veriinderlichen u 
und v in (0,0) analytisch™) wnd ist #(0,0) = f,,(0,0) = f,(0,0) = 0 und (f,.f8,— 

haulzedo, + 0, 80 gibt es ein r > 0 wnd zwei im Inneren des Kreises K : |u| <r 
analytische Funktionen v,(u) und v,(u), so daB f(u,v,(u)) = 0 in K und v,(0) = 0 
fiir i = 1, 2 ist. v,(u) und v,(u) kénnen analytische Fortsetzungen voneinander 
sein. 

Ferner gibt es eine Umgebung W von (0,0), so daB alle in W liegenden Null- 
stellen von f{ durch v,(u) und v,(u) erfabt werden. 

DaB durch v,(u) und v,(u) alle Nullstellen von / in einer Umgebung von 
(0,0) erfaBt werden, erkennt man sogleich mit Hilfe des WeierstraBschen 
Vorbereitungssatzes?°). Man kann dies aber auch durch eine entsprechende 
Modifikation des Hilfssatzes 2 leicht zeigen. Der Satz 7 liefert in einem spe- 
zielleren Falle hinreichende Bedingungen dafiir, wann durch f(u,v) = 0 in 
u = 0 mindestens eine analytische Lésungsfunktion v(u) erklart wird und die 
Bedingungen des Hauptsatzes fiir / in (0,0) nicht erfillt sind. Da der erste 
WeierstraBsche Satz iiber implizite Funktionen derartige Bedingungen nicht 
enthalt, ist daher der durch unser Verfahren gewonnene Satz 7 fiir die Existenz 
analytischer Lésungsfunktionen der Gleichung f(u,v) = 0 von einiger Be- 
deutung. Dariiber hinays kénnen wir aber mit Hilfe des hier entwickelten 
Verfahrens in gewissen Fiillen die Existenz analytischer Lésungsfunktionen 
nachweisen, in welchen der WeierstraBsche Satz nicht anwendbar ist. Als 


Beispiel hierfiir nehmen wir die Funktion f(u,v) = u* (1 + u®sin +) — 3uv+ 
+v2(2 + v®sin +) fir uv+0, f(u, 0) = v (1 + usin <) fir u+ 0, f(0,v) 


= (2 + v8sin -) fir v + 0 und /(0,0) = 0, dann ist f(u,v) in (0,0) nicht ana- 


lytisch, und daher ist der WeierstraBsche Satz auf f = 0 in (0,0) nicht an- 
wendbar. Da nun f fiir reelle Werte der Veranderlichen reell ist, kénnen wir 
nun zunichst im reellen Erklarungsbereich der Veranderlichen u* und v* 


%*) Wegen des hier verwendeten Begriffes der analytischen Funktion mehrerer kom- 
plexer Veranderlichen vgl. m. z. B. Oscoop, IT., 1. Liefg., 2. Aufl., S. 7, § 5. 
2°) Vgl. hierzu z. B. Osaoopn, II., 1. Liefg., 2. Aufl., S. 86, § 2. 
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von / den Satz 2 und den Zusatz zu diesem anwenden, da, wie man leicht 
zeigt, fiir f in (0,0) die Voraussetzungen des Satzes 2 erfiillt sind. Nach dem 
Zusatze sind die Lésungsfunktionen vf (u*) und v¥(u*) in einer reduzierten 
Umgebung U; von u* = 0 analytisch. Dabei bedeute u* die Veranderliche wu, 
wenn diese nur reelle Werte annehmen darf, und das Entsprechende gilt fiir v*. 
Wir kénnen daher fiir i = 1,2 v¥(u*) in jedem Punkte u* einer Umgebung 
eines jeden Punktes % von Uj; durch eine konvergente Potenzreihe P,(u*; i) 
von u* darstellen. Ersetzen wir nun in P,(u*; %) die reelle Veranderliche u* 
durch die komplexe Verinderliche u, so erhalten wir nach dem Hauptsatz 
iiber Potenzreihen, zwei Potenzreihen P,(u;%) und P,(u;%) der komplexen 
Verinderlichen u, welche einen positiven Konvergenzradius haben und deren 
Werte fiir reelles w mit den Werten fiir vf (u*) bzw. v$(u*) in einer Umgebung 
von &% iibereinstimmen. Durch P,(u; %) und P,(u; %) werden daher Funktions- 
elemente zweier analytischer Funktionen v,(u) und v,(u) gegeben, welche 
voneinander verschieden sind, da sie auf einer nicht verschwindenden Strecke 
der reellen Achse der komplexen u-Ebene nach Satz 2 verschiedene Werte 
haben. Ist nun fiir i = 1,2 M, der Monogenitatsbereich von v;(u), so ist u = 0 
ein innerer oder Grenzpunkt von M,, da es in jeder Umgebung von u = 0 
Punkte der reellen w-Achse gibt, in welchen v;(u) analytisch ist. Ferner enthalt 
fir ein a >0 auch M, die inneren Punkte der Strecke [0,a] der reellen 
u-Achse. 

Da nun /(u,v) mit Ausnahme der Punkte uv = 0 in jedem anderen Punkte 
einer Umgebung von (0,0) analytisch ist, ist nach den Eigenschaften zu- 
sammengesetzter Funktionen*') die Funktion h,(u) = {(u,v,;(u)) in jedem 
Punkt wu’ einer reduzierten Umgebung Z’ von u = 0, welcher auBerdem Punkt 
von M, ist und fiir welchen v,(u’) + 0 ist, analytisch. Da nach Satz 2 /(u*, 
v¥ (u*)) = 0 in einer Umgebung U von u = 0 der reellen Zahlengerade ist 
und v;(u*)+ 0 in der reduzierten Umgebung U’ ist, ist daher h,(u) = 0 auf 
einer nicht verschwindenden Strecke der komplexen u-Ebene. Da v, analytisch 
auf M, ist, hat die Menge N, aller Nullstellen von v, keine Haufungsstelle 
in M,, und daher ist die Menge M,— N, zusammenhingend und offen, also 
ein Gebiet der komplexen u-Ebene, in welchem h,(u) analytisch ist und daher 
mu8 in M,;—N,h,;(u) identisch verschwinden. Durch v,(u) werden daher in 
M,— N, analytische Funktionen erklart, fiir welche f(u,v,(u)) = 0 ist fir 
jeden Punkt u ¢ M,— N;. Damit ist der Nachweis erbracht, daB fiir die be- 
trachtete Funktion f(u,v) durch {(u,v) = 0 in einer Umgebung von (0,0) zwei 
voneinander verschiedene Lésungsfunktionen v,(u) und v,(u) erklart werden, 
welche auf einem Gebiete G, bzw. G, der komplexen u-Ebene analytisch-sind, 
wobei diese Gebiete G; so gewihlt werden kénnen, daB fiir diese u = 0 ein 
Grenzpunkt ist. Ob v, und v, nicht analytische Fortsetzungen voneinander 
sind, bleibt dahingestellt. 

Dieser Nachweis konnte auf diese Weise nur dadurch erbracht werden, 
daB der dabei verwendete Existenzsatz (Satz 2 und der Zusatz zu diesem) 


#1) Vgl. z. B. Oscoon, II., 1. Liefg., 2. Aufl., 8. 8. 
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weitergehende Aussagen iiber die Funktionalcharakteristik der Lésungs- 
funktionen in einer reduzierten Umgebung von z = 0 enthalt. Dies ist auch 
das friiher angekiindigte typische Beispiel dafiir, daB es nicht nur theoreti- 
schen Wert hat, die behandelten Satze in der hier gegebenen allgemeinen Form 
auszusprechen, sondern daB diese allgemeinere Form manchmal bei den An- 
wendungen der Satze direkt verwendet werden kann. 

Hat fiir die komplexe analytische Funktion f(u,v) die zu g(u,z) gehdrende 
quadratische Funktion q(z), welche ganz entsprechend gebildet wird, wie im 
Falle der reellen Funktionen reeller Veranderlichen, eine Doppelnullstelle, so 
bilden wir ganz entsprechend wie im reellen Fall, eine Implizitkette Ix (f; (0,0)). 
Die Verhaltnisse liegen hier einfacher, da die Implizitkette stets normal ist. 
Mit Hilfe eines dem Hilfssatz 2 entsprechenden und entsprechend modifi- 
zierten Hilfssatzes ergibt sich sehr leicht, daB im Falle, wenn J, endlich ist 
und a) die letzte Funkticn keine Doppelnullstelle hat, durch f(u,v) = 0 zwei 
analytische Lésungsfunktionen ahnlich wie im Satz 7 erklart werden, und 
wenn b) die letzte Funktion ,f eine Doppelnullstelle 2, hat und ,f,(0, 2,) + 0 ist, 
genau eine analytische Funktion erklart wird, deren Riemannsche Flache in 
u = Oeinen einfachen Verzweigungspunkt*) hat. Ist dagegen J, unendlich, so 
zeigt man, wie hier nur berichtet werden soll, unter Zuziehung des schon 
wiederholt genannten WeierstraBschen Satzes, daB durch f(u,v) = 0 in der 
Umgebung von (0,0) genau eine analytische Funktion v(u) erklairt wird, 
welche auch in u = 0 analytisch ist. Auf weitere Einzelheiten soll in dieser 
Arbeit nicht eingegangen werden. 


§ 4. Fortsetzung. Allgemeinere Existenzsitze 

Das in §1 und §3 entwickelte Verfahren kann, entsprechend erweitert 
und modifiziert, auch in den Fallen angewendet werden, in welchen alle par- 
tiellen Ableitungen zweiter Ordnung von / in (0,0) verschwinden, wenn nur / 
in einer Umgebung von (0,0) geniigend oft stetig differenzierbar ist und fir 
ein natiirliches k nicht alle partiellen Ableitungen k-ter Ordnung von f in (0,0) 
verschwinden. Andererseits kann das Verfahren auf Funktionen von mehr als 
zwei Veranderlichen ausgedehnt werden. Die nihere Behandlung des Ver- 
fahrens im vorhergehenden einfacheren Falle wird offenbar dadurch gerecht- 
fertigt, daB der Fall, daB nicht alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung 
von / in (0,0) verschwinden, nach den Fiillen, welche mit Hilfe des Haupt- 
satzes direkt behandelt werden kénnen, in den Anwendungen sehr haufig vor- 
kommt, ferner daB bei diesem Falle bereits eine Reihe der wesentlichen Ge- 
sichtspunkte des Verfahrens in Erscheinung treten, keine algebraischen 
Schwierigkeiten auftreten und im semidefiniten Falle ziemlich leicht Ergeb- 
nisse explizit (z. B. die Satze 3 bis 6) angegeben werden kénnen. 

Wie bereits der Beweis des Satzes 2 gezeigt hat, benétigt man fiir weiter- - 
gehende Ergebnisse Existenzsitze, bei welchen keine Differenzierbarkeits- 
eigenschaften vorausgesetzt werden. Wir werden daher, um auch in den all- 


*2) Wegen des hier verwendeten Begriffes ,,einfacher Verzweigungspunkt“ vgl. z. B. 
Oscoop, I. Bd., 5. Aufl., 1928, 8. 379. 
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gemeineren Fillen sehr allgemeine Existenzsitze zu erhalten, zunichst einen 
allgemeinen Existenzsatz beweisen. Hierzu verwenden wir noch die folgende 
Ausdrucksweise : 

Erklirung 2. Die Nullstelle z, der reellen Funktion /(x) der reellen Ver- 
anderlichen x mit dem Erklarungsbereich A heiBe Nullstelle erster Art (von {), 
wenn 2, zweiseitiger Haufungspunkt von A ist und es in jeder Umgebung 
von 2%» ein z,< 2%» und ein z,> 2, gibt, so daB z,¢ A, z,¢ A und /(z,) f(z.) < 0 
ist. 

Satz 8. Ist {(x,,... 2,3; y) eine eindeutige reelle Funktion der n +1 reellen’ 
Veréinderlichen x,,...2,;y und ist f{(2,,...2#,;9)=0 und @ eine Nullstelle 
erster Art der Funktion h(y) = {(2,,...2,; y), ist ferner f in einer Umgebung 
U von (2,,... 2,; 9) im kartesischen Raume E,, , , der Veriinderlichen x,,... 2,3 y 
stetig, so gibt es eine Umgebung V von (2,,...2,) im kartesischen Raume Ey 
der Verénderlichen x,,...2, und mindestens eine in V erklirte eindeutige 
Funktion y* = y*(x,,...2,), 80 daB f(x,,... 2,3 y*(xz,,...2,)) = 0 in V ist, 
ferner daB y*(2,,...2,) = 9 und y*(zx,,...2,) in (2,,... #,) stetig ist. 

Beweis. Zwecks einfacherer Schreibweise sei (2,,...2,; 9) = (0, . . . 0; 0). 
Ist dann o > 0 beliebig vorgegeben, so gibt es, da 7 Nullstelle erster Art von 
h(y) ist, je einen Punkt (0,...0; y) und (0,...0; y) aus der Umgebung U 
von (0,...0;0), welche wir als ein offenes Intervall des Z,,, ; voraussetzen 
wollen, so daB —a< y < 0,0 < y< o und h(y) h(y) <0 ist. Wegen der 
Stetigkeit von / in U und da U ein offenes Intervall des Z,, ,, ist, gibt es eine 
Umgebung V von (0,...0) im Z,, so daB fiir jeden Punkt (2,,...2,) €V 
die Punkte (z,,...2,; y) und (%,,...&s; y) Punkte aus U sind und 
(fe y) Oe y) <0 ist. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es 
daher zu jedem (2,,...2,)¢€V mindestens ein 7 = 9(z,,...2,), so dab 
f(%,...%3s 97) = 0, y <9< y und (2,,... 2,3 9) € U ist. Wir setzen nun fir 
jeden Punkt (z,,...2,)¢€V y* = y*(2,,...2,),entweder gleich der unteren Grenze 
aller nicht negativen 7(zx,, ... z,) oder, wenn es fiir den Punkt (z,, . . . z,) kein 
nicht negatives 7(z,,...2,) gibt, gleich der oberen Grenze aller 7/(2,, . . . ,). 
Da die Menge aller 7(z,,...2,) fiir jeden Punkt (z,,...2z,)€V nicht leer 
ist, ist y*(zx,,...2z,) in jedem Punkt von V eindeutig erklart. 

Da nach der Erklirung von #/(2,,...2,) fiir jeden Punkt (2,,...2,) €V 


f(xy, ... 2_3 9(%,...2,)) = 0 ist und f(z,,...2,;y) mach den Voraus- 
setzungen in U stetig ist und fiir jeden Punkt (z,,...2,)¢V der Punkt 
(a, ... %_3 y*(2,,...2%,)) des #,,,.ein Punkt von U ist, ist /(z,,... 2; 


y* (x,,...2,)) = 0. Die eindeutig erklirte Funktion y*= y*(x,,...2,) ist 
daher eine Lésung der Gleichung /(z,,...2z,; y) = 0 in U. Wir wollen nun 
zeigen, daB y*(z,,...2,) in (0,...0) stetig ist. Da namlich nach der Er- 
klarung von y*(z,,...2,) stets y < y*< y ist, ist die Schwankung von y* in 
(0, ...0) nicht gréBer als 2¢. Ware nun y* nicht stetig in (0, .. . 0), so ware 
ase ner : 8 
die Schwankung s von y* in diesem Punkte positiv. Setzen wir nun o,;= 7 , 


2 
so kénnten wir mit diesem o, und mit entsprechenden Werten % und 4, 
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wofiir y < n< 0,0< n< y und ; - % < 0, ist, auf dieselbe Weise wie vorhin 
eine Funktion y¥(z,,...2,) in einer Umgebung V, von (0,...0) des Z,, er- 
kliren. Auf dem Durchschnitt VV, miBte dann wegen der eindeutigen Be- 
stimmung dieser Funktionen y* mit yf iibereinstimmen, und daher kénnte 
nach den vorhergehenden Uberlegungen y*(z,,...2,) in (0,...0) nur eine 


Schwankung < 20,= $ haben, dies stiinde aber im Widerspruch damit, 


daB y* in (0,...0) die Schwankung s > 0 hatte. SchlieBlich ergibt sich aus 
der Erklarung von y*, dab y*(0,0...0; 0) = 0 ist. 

Nun kénnen wir den folgenden, den Satz 2 verallgemeinernden Satz be- 
weisen : 

Satz 9. Ist die reelle Funktion f(x,y) der reellen Verdnderlichen x und y in 
einer Umgebung U von (0,0) n-mal, bzw. beliebig oft stetig differenzierbar, bzw. 
analytisch und verschwinden in (0,0) { und fiir 2 < k < n*™) alle partiellen Ab- 
leitungen bis einschlieBlich zur (k—1)-ten Ordnung von f, ist ferner mindestens 
eine partielle Ableitung k-ter Ordnung von f{ in (0,0) von Null verschieden und 
hat die ganze rationale Funktion 


l k ke off | 
2)=- s - a. -— ;) rs 
Jo(2) = Fj j=0 i) axey 7 Jo0,0)" 


genau r einfache reelle Nulistellen, so gibt es ein offenes Intervall I: |x| < 8 und 
in I r eindeutige und (n — k + 1)-mal, bzw. beliebig oft stetig differenzierbare 
Funktionen, bzw. analytische Funktionen y,(x),...y,(z), fiir welche fiir 
#=1,2,...rf(x,y,;(z)) =0 in I und y, (0) = 0 ist. 

Auferdem ist fiir jedes % der reduzierten Umgebung I'= I — {0} fiir i = 1, 
2,...7 Oly; (x); Z) = O(f (a, y); (%, ys(Z)))- 

Ferner sind in jedem Punkte % von I’ je zwei Funktionswerte y,(%) und y;(Z) 
fiir 1 +7 und i,j = 1, 2, ... r voneinander verschieden. 

Hat g,(z) keine mehrfachen reellen Nullstellen und ist auBerdem ( a Jo a + 0, 
so gibt es eine Umgebung U* von (0,0), so daB durch y,(x),... y,(x) zusammen 
alle in U* liegenden Nullstellen von f erfaBt werden. 

Beim Beweise dieses Satzes kénnen wir ganz entsprechend verfahren, wie 
beim Beweise des Satzes 2. Nach dem Satze 1 hat f(x,y) in einem offenen 
Intervall U,: |x| < h,\y| <h eine Darstellung der Form f(x,y) = a9(x,y) 2*+ 
+ a (x,y) a -*yt -+++ 0,-,(z,y) cy* 1+ a,(z,y) y*, wobei die Funktionen 
@,,@,...4, in U, endlich und stetig und, wenn k < n ist, in U,(n — k)-mal, 
‘aw. beliebig oft stetig differenzierbar, bzw. analytisch sind. Wir setzen nun 
ganz entsprechend g(x, z) = a(x, xz) + a(x, rz)z+ +++ + a,(x, xz) z*. Da- 
bei setzen wir als Erklarungsbereich von g(zx,z) ein offenes Intervall A : |z| < 


Neer 
T? \z| < l der kartesischen zx, z-Ebene fest, wobei 1 <1 < + co so gewihlt 


3) Der Satz gilt auch fiir k = 1 und ist in diesem Falle gleich dem Hauptsatz fiir ree!le 
Funktionen von zwei reellen Verainderlichen, so daR daher der Satz 9 in einem gewissen 
Sinne als eine naturgemaBe Verallgemeinerung des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen 
fiir reelle Funktionen von zwei reellen Verinderlichen aufgefaBt werden kann. 
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wird, daB der absolute Betrag jeder Nullstelle von go(z) nicht gréBer als + ist 


Eine derartige Wahl von / ist stets méglich, da aus den Voraussetzungen des 
Satzes folgt, daB nicht alle Koeffizienten von g,(z) verschwinden. Ganz ent- 
sprechend wie im Falle k = 2 haben wir dann wieder: fiir jeden Punkt (x,z) ¢ A 
ist f(z,xz) = x*g(xz,z). Daher liefert jede endliche Lésungsfunktion z(z) der 
Gleichung g(z,z)= 0, welche in z= 0 erklart ist, eine Lésungsfunktion 
y(x) = xz(x) der Gleichung f(z, y) = 0, fiir welche y(0) = 0 ist 


Nun ist wieder, ganz entsprechend wie in den Paragraphen 1 und 3, fir 
jedes |z| < 1 g(0, z) = g,(z). Ist daher k < n und 2, fiir i = 1, 2,...r eine der 
einfachen reellen Nullstellen von g,(z), so ist g,(0, Z,) = go{Z,) + 0, und daher 
kénnen wir fiir die Auflésung der Gleichung g(z, z) = 0 im Punkte (0, Z,) den 
Hauptsatz anwenden, da ja g(0,Z,) = go(Z,) = 0 ist. Ist dagegen k= n, so 
wenden wir den Satz 8 an, denn es sind fiir g(z,z) im Punkte (0,2,) die Vor- 
aussetzungen des Satzes 8 erfillt, und daher gibt es ein offenes Intervall 
I,: |z| <8; und eine in J, erklarte eindeutige Funktion z,(z), so daB in J, 
g(x, z;(x)) = 0, z,(0) = Z, und z,(x) in x = 0 stetig ist. Wir wenden nun auf die 
partielle Ableitung fy, vy) mit (0,0) als Mittelpunkt den Darstellungssatz an 


und erhalten /,(z,y) = me b,(x,y) z*-4-1y’, wobei die Funktionen b,(z, y) in U, 


endlich und stetig sind. Mini ist nach der Formel (2), welche sinngemaéB auch 

fiir 1 = 0 gilt, wobei dann eben die Werte der Koeffizientenfunktionen in 
1 k—1 e*f 

(0,0) erhalten werden, b,(0,0) = cD! -( j '): (sa= =19yrri Jeo e und a;(0,0) 


1 /k of os ein?’ 
=a(;) (gatar ow" Daher ist fir j= 0,1,...k—1, (j + 1) a,,,(0,0) 


= 6,(0,0). Daher ist wetian, wenn Z, wieder eine der einfachen reellen Null- 
k-1 k 
stellen von g,(z) ~* ‘> "6 ; (0,0) Z/ = PAC) + 1) a,,,(0,0) 7 = Zi: a,(0,0) 2 


j=0 A = 
= 9o(Z;) + 0. Betrachten wir nun die Funktion d,(z) = ‘> b, (x, x 2,(x)) 2} (2) 
j=0 


in I;, wobei z;(x) die vorhin erklirte Lésungsfunktion ist, so ist d,(0) + 0. 
Da nun nach dem Satze 8 z;(x) in x = 0 endlich und stetig ist, ist nach dem 
Satze iiber die Stetigkeit der zusammengesetzten Funktionen d,(x) stetig in 
x = 0. Daher verschwindet d;(x) in einer Umgebung von z = 0 nicht. Setzen 
wir nun y;(z) = xz,(z) in I,, so ist’ y,(x) die z,(x) entsprechende Lésungs- 
funktion von Ke, "= 0 und es ist nach der ware", der Funktionen 6;(z, y), 


x*-'d,(x) = z b; (x, x 2 (x)) 2 (x) 2t-? = = b, (x, y, (x)) 2*-9-? yi (x) 


= fy (xz, y;(2)). ‘Daher ist also /,(z,y,(z)) + 0 in eimer reduzierten Umgebung 
von x = 0 fir i= 1,2,...r. Nun kénnen ganz entsprechend, wie beim Be- 
weise des Satzes 2, die behaupteten Differenzierbirkeitseigenschaften, bzw. die 
behaupteten Eigenschaften der Funktionalcharakteristik von y,(z) nachge- 
wiesen werden. Was nun den letzten Teil des Satzes betrifft, so beweisen wir 
diesen im Falle r = k mit. Hilfe des Hilfssatzes 1. Im anderen Falle betrachten 
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wir die entsprechende Hilfsfunktion H*(z,y,z) = -s a,(x,y) z/ und zeigen mit 
i= 


deren Hilfe und dem Hauptsatz ahnlich wie im eahetiginatiien Paragraphen 
im semidefiniten Fall, daB die letzte Behauptung des Satzes 9 auch in diesem 


Falle gilt. Ist ( ie ‘ a” 0, so braucht der letzte Teil des Satzes 9 nicht zu 
gelten, wie man fiir k > 1 mit Hilfe von f(z, y) = 2*-!y — 2t¥+1— yk-24 
+ 2*y**-% in (0,0) leicht erkennt. 
1 1 \k 

Mit Hilfe der Funktion /(z,y) = y* — L. +a) *** geet sinz” + ) far 
zx + 0 und /(0,y) = y* kann man leicht zeigen, daB der Satz 9 (bei den Vor- 
aussetzungen desselben) hinsichtlich der Differenzierbarkeitseigenschaften der 
Lésungsfunktionen y,(z) in x = 0 fiir jedes zulissige k und n allgemein nicht 


verscharft werden kann. 


Hat nun allgemeiner g,(z) auch mehrfache reelle Nullstellen 2,, 2,,.. . Z,,, 
so wird das Verfahren dadurch fortgesetzt, daB nun g(z,z) an die Stelle der 
Ausgangsfunktion /(z,y) tritt und das Verfahren auf g(z,z) an den Stellen 
(0,2,), (0,2,), . . . (0,2,,) angewendet wird. Sind dann g, (, ,z), Ja(2, 22), --- Jm(Zsm2) 
die entsprechenden ,,g-Funktionen“‘ von g fiir die oben angegebenen Stellen, 
d. h. diejenigen Funktionen, welche auf analoge Weise wie g aus f, aus g ge- 
bildet werden, und g,.9(;z),.--@Gm,o(m2) die dazugehérigen ganzrationalen 
Funktionen, so wird festgestellt, ob diese noch mehrfache reelle Nullstellen 
haben. Sind keine mehrfachen reellen Nullstellen mehr vorhanden, so wenden 
wir in den, den einfachen Nullstellen der g, ,(,z) entsprechenden Punkten den 
Satz 9 an. Hat dagegen mindestens eine der ganzrationalen Funktionen 
9;, 9(j2) mindestens eine mehrfache reelle Nullstelle, so wird das Verfahren fiir die 
Funktionen g,(z, z) in entsprechender Weise fortgesetzt. Wir wollen allgemein 
jeden Punkt (0, ¢), zu welchen es eine durch das Verfahren gebildete Funktion 
g* gibt, so daB ¢ fiir die zu g* gehérende ganzrationale Funktion gf eine 


mehrfache reelle Nullstelle ist und r in keiner Umgebung von (0, ¢) iden- 


tisch verschwindet, eine kritische Stelle des Verfahrens nennen und 
speziell eine kritische Stelle von g*. Ist nun allgemein (0, ¢) eine kritische 
Stelle der beim Verfahren gebildeten Funktion A(2z,z*) und verschwinden in 
(0,¢) alle partiellen Ableitungen von A bis einschlieBlich der r-ten Ordnung, 
wahrend mindestens eine partielle Ableitung (r+1)-ter Ordnung von 2 in (0,¢) 


von Null. verschieden ist, und ist (Fav) ‘ = 0, so fiihren wir durch eine 


z* +1 
orthogonale Transformation neue Veranderliche derart ein, daB fiir die trans- 
aol +17 
formierte. Funktion 1(z,z) die partielle Ableitung 2? im Punkte (29,2) 


welcher bei der Transformation aus (0,£) entsteht, nicht verschwindet. Eine 
derartige Transformation der Verdanderlichen ist stets und mit rationalen 
Koeffizienten méglich, denn es gilt der einfach zu beweisende 


Hilfssatz 4. Ist f(x,y) in einer Umgebung von (0,0) k-mal stetig differen- 
zierbar und verschwinden nicht alle partiellen Ableitungen k-ter Ordnung von / 


#45 
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in (0,0), so ist fir jede orthogonale Transformation der Verinderlichen 
“x= Zcosa— Fsina, y= Fsina + 7 cosa fir die transformierte Funktion 
+ A mit Ausnahme hg héchstens k Werten von a mit 0S a<a 
(At Lak 

(ee hawt Mae ( oF loo : 

Verschwinden fiir eine gemischte partielle Ableitung k-ter Ordnung 
(asa) . die transformierten Werte derselben fiir mehr als k verschiedene 
Werte von « mit 0 <a <derdazugehérenden Transformationen, so verschwindet 

. of Tel: ee 
der transformierte Wert von ( Ta6r he our jede beliebige orthogonale Trans- 
formation der Veranderlichen. 


Wir setzen dann im allgemeinen Falle entweder mit den urspriinglichen 
Funktionen oder mit den transformierten Funktionen™) das Verfahren in den 
kritischen Stellen solange fort, bis entweder wegen mangelnder Differenzierbar- 
keitseigenschaften von / das Verfahren nicht mehr fortgesetzt werden kann, 
oder bis wir zu Funktionen kommen, welche keine kritischen Stellen mehr 
haben. Tritt keiner dieser Fille ein; so wird das Verfahren unbegrenzt fort- 
gesetzt. 


Wir ordnen dann in entsprechend abgeanderter Weise, wie im einfacheren 
Falle einer Implizitkette, die dabei entstehende Menge der durch das Verfahren 
gebildeten Funktionen teilweise und nennen den durch diese teilweise Ordnung 
entstehenden Verein J, (/; (0,0)) einen Implizitverein von / in (0,0). Die genaue 
Durchfiihrung dieser Bildung, entsprechend der Erklarung einer Implizitkette, 
soll im allgemeinen in dieser Arbeit nicht mehr durchgefiihrt werden. Jedes 
maximale Soma von J, heiBe auch eine letzte Funktion von J,. Wir nennen J, 
wieder normal, wenn an keiner der kritischen Stellen des Verfahrens das Ver- 
fahren zur Bildung von J, wegen mangelnder Differenzierbarkeitseigenschaften 
von { abgebrochen wird. Im Falle nun, daB J, endlich und normal ist, enthalt 
das Verfahren zur Bildung von J, wieder ein algebraisches Entscheidungs- 
verfahren, ob f in (0,0) kein lokales, bzw. ein isoliertes lokales Extrem hat oder 
ob durch f(z,y) = 0 in einer Umgebung von (0,0) eine implizite Funktion 
erklart wird, bzw. ein algebraisches Entscheidungsverfahren iiber wichtige 
Eigenschaften dieser impliziten Funktion, bzw. des Nullgebildes in einer Um- 
gebung von (0,0). Auf die Durchfiihrung der Beweise dieser Behauptungen soll, 
was die impliziten Funktionen, bzw. das Nullgebilde von f betrifft, in dieser 
Arbeit nicht eingegangen werden. 


Wenn wir das Verfahren nur anwenden wollen, um festzustellen, ob f(z, ¥) 
in (0,0) ein Extrem hat, so kénnen wir das Verfahren noch in einer anderen 
Weise durchfihren. Bei der Bestimmung von Extremen von f(z,y) ist zu- 
nichst keine der beiden Verinderlichen z oder y ausgezeichnet, so daB wir 
in analoger Weise aus /(x. y) eine Funktion g(y,Z) bilden kénnen, indem wir 


*%) Bei der Durchfiihrung der Rechnungen wird man sich gewéhnlich auf orthogonale 
Transformationen mit rationalen Koeffizienten beschranken, oder man kann auch andere 
geeignete affine Transformationen heranziehen. 


Math. Ann. 137 15 
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beim Verfahren z mit y vertauschen. Zu diesem Zwecke erscheint es ange- 
bracht, einen allgemeineren ,g und ,g-ProzeB**) zu erklaren. 

Erklirung 3. Ist {(z,y) eine reelle Funktion der reellen Verinderlichen z 
und y, welche in einer Umgebung U : |x — z,| < h, |y — yp! < A von (29, Yo) 
fir ein natiirliches n n-mal, bzw. beliebig oft stetig differenzierbar, bzw. ana- 
lytisch ist, und gibt es ein natiirliches k < n, so daB mindestens eine partielle 
Ableitung k-ter Ordnung von f in (2,y,) nicht verschwindet und ist k die 
kleinste natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft, und hat demnach /(z, y) nach 
dem Satz1 in U eine Darstellung: f(x,y) = (29, Yo) + @o(2,y) (2%, — %)*+ 
+ a, (x,y) (x — %)* (y — yo) + +++ + ,(z,y) (y—Yo)*, in welcher fiir ¢ 
= 0,1,...k die Funktionen a; in U endlich und stetig und, wenn n > k ist, 
(n — k)-mal, bzw. beliebig oft stetig differenzierbar, bzw. analytisch in U sind, 
so verstehen wir unter dem ,g-ProzeB ,g(f(x,y); (Xo, Yo)) angewendet auf die 
Funktion f(x,y) wm Punktle (x,y,) die Bildung der Funktion ,g(z,z) = g(z,z) 
= Go(X, Yot (x — Xq) 2) + 4, (X, Yo + (% — q)z)Z+°** + A(X, Yq + (%— Xp)z)z*, 
deren Erklarungsbereich A : |x — 2| < + , |z| <J ein offenes Intervall der 


kartesischen 2x, z-Ebene ist, wobei 1 so bestimmt wird, daB 1 <1 < + o ist 
und auBerdem der absolute Betrag jeder Nullstelle der ganzrationalen Funktion 


Q(z) = Go (29, Yo) + 2, (%q; Yo) Z + *** + Gy (Zo, Yo) Z* nicht gréBer als ; ist. 
q(z) heiBe die zu ,g(x,z) gehdrende ganzrationale Funktion und k die Ordnung 
des ,g-Prozesses. 

Kann fiir die Funktion f(z, y) .g (f(x,y); (%o, Yo) gebildet werden, so wollen 
wir sagen, f(x,y) habe in (2, y9) die ,g-Higenschaft. 

Unter dem ,g-ProzeB angewendet auf f(x,y) in (%»,y9) verstehen wir die 
entsprechende Bildung einer Funktion ,g(y,Z) = g(y,Z), bei welcher die Ver- 
anderlichen x und y ihre Rollen vertauschen. 

Hat f in (29, y,) die ,g-Eigenschaft, so hat sie nach der Erklarung 3 auch 
die ,g-Eigenschaft und umgekehrt, so daB wir in diesem Falle kurz von der 
g-Eigenschaft von / in (29,¥) sprechen wollen. /(z,y) hat daher in (29, yo) 
dann und nur dann die g-Eigenschaft, wenn es eine natiirliche Zahl k gibt, 
‘so daB f in einer Umgebung von (2, y,) k-mal stetig differenzierbar ist und 
‘mindestens eine partielle Ableitung k-ter Ordnung von / in (2, y,) nicht ver- 
schwindet. Umgekehrt kann man auch diese notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen als Grundlage fiir die Erklarung des ,g- und ,g-Prozesses ver- 
wenden. 

Hat f(z, y) in (29, yo) die g-Eigenschaft und verschwinden auBerdem so- 
wohl /, als auch f, in keiner Umgebung von (29, y,) identisch, so wollen wir 
sagen, f habe in (29, y,) die echte g-Eigenschaft. 

4, bzw. y ist gemaB den Eigenschaften der Koeffizientenfunktionen a, 
im allgemeinen durch /(z,y) und (29,¥) nicht eindeutig bestimmt, dagegen 
ist q(2), bzw. 7(Z) nach (2) durch f und (25, y,) eindeutig bestimmt. 

*%) Liegt kein Grund vor, die Veraindérlichen z und y besonders zu kennzeichnen, so 
— der einfacheren Ausdrucksweise halber auch von einem g- bzw. g-ProzeB 
sprechen. 
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Es gilt nun der fiir die folgenden Entwicklungen grundlegende Satz, 
welcher dem Hilfssatz 3 entspricht: 

Hilfssatz 3a. Hat f(z,y) in (2,y9) die g-Eigenschaft und ist g(z,z) 
res 9 (f(z, y); (Zo Yo) 9(y,2) = v9 (f(x, Y); (Zo, Yo)), 9 (2) die zu g(x,z) und q(@) 
die zu 9(y,Z) gehérende ganzrationale Funktion, so hat / in (29, y,) dann und 
nur dann ein lokales, bzw. ein isoliertes lokales Extrem, wenn entweder in 
jedem Punkt (z»,z,) der kartesischen x, z-Ebene, fiir welchen q(z,) =0 ist, g(z,z) 
ein lokales, bzw. ein isoliertes lokales Extrem hat und in jedem Punkte (yo, Z,) 
der kartesischen y,z-Ebene, fiir welchen ¢(Z,) = 0 ist, 7(y,Z) ein lokales, bzw. ein 
isoliertes lokales Extrem hat, oder q(z) und g(z) keine reellen Nullstellen haben. 


Ist k die Ordnung des g-Prozesses, durch welchen g(z,z) aus f entseteht, 
und ist (35 )oo* 0, hat ferner fiir jede reelle Nullstelle z, von q(z) g(z,z) 
in (0, z)) ein lokales, bzw. isoliertes lokales Extrem, so hat fiir jede Nullstelle 
Z von G(Z) g(y,Z) in (0, Z,) ein lokales, bzw. isoliertes lokales Extrem. Das 
Entsprechende gilt bei Vertauschung von g mit J und gmit 7, wenn (s)e a* 0 
ist. 

Beweis. Ohne Beschrinkung der Aligemeinheit kénnen wir (x9, ¥,) = (0,0) 
setzen. Wir zeigen, daB bei der Voraussetzung des Hilfssatzes folgendes gilt: 
Hat f in (0,0) kein lokales, bzw. kein isoliertes lokales Minimum, so gibt es 
entweder mindestens ein z), so daB qg(z,) = 0 und g(z,z) in (0,z,) kein lokales, 
bzw. kein isoliertes lokales Minimum hat, oder es gibt mindestens ein Z,, so 
daB 7(Z,) = 0 ist und 9(y,Z) in (0,Z,) kein lokales bzw. kein isoliertes lokales 
Minimum hat. 

Hat q(z) oder g(Z) mindestens eine reelle Nullstelle erster Art, so ist diese 
Behauptung bewiesen. Wir nehmen daher weiter an, daB jede reelle Null- 
stelle von g(z) und von ¢(zZ) eine Nullstelle gerader Vielfachheit ist. Ist dann 
k die Ordnung des beziiglichen g-Prozesses und U eine Umgebung von 
(0,0), in welcher f k-mal stetig differenzierbar ist, so bilden .wir die 
Hilfsfunktion H* (x, y,z) = a) (zx, y) + a,(z,y)z +--+ + a,(z,y)z*, deren 
Erklarungsbereich G aus allen Punkten (z, y,z) des kartesischen 2, be- 
steht, fiir welche (x,y) ¢ U und — co < z < + oo ist, und wobei die Funktionen 
a, fir i = 0,1,...k die Koeffizientenfunktionen fiir f in (0,0) gema&B der Er- 
klérung 3 sind. Sind nun Zo, Zo, .. +2 alle mehrfachen Nullstellen von q(z), 
so zeigt man ahnlich wie fiir die Hilfsfunktion H des Beweises fiir den Hilfs- 
satz 2, daB es zu jedem o > 0 ein A > 0 gibt, so daB fiir jeden Punkt (z, y z), 
fiir welchen |z| <h, |y| < Aund fiir 7 = 1, 2,...71, |z — Z| >a ist, H* (x,y,z) > 
> 0 ist. Ferner zeigt man ganz entsprechend, da8 die Hilfsfunktion H(z, y,z), 
welche g(y,Z) entspricht, die analogen Eigenschaften hat. Aus der Voraus- 
setzung der zu beweisenden Behauptung folgt, daB es entweder eine unendliche 
Punktfolge ((z,,¥,)) mit z,+ 0 oder mit y,+ 0 fiir jedes natiirliche n gibt, 
so daB (z,,y,) > (0,0) und f(z,,y,) < 0, bzw. <0 ist. Ist stets z,+ 0, so 


setzen wir z,= 2 . Es ist dann f(x,,¥,) = tt H*(2q,Yq%_)- Da q(z) und 9(2) 


zy 
15* 
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keine Nullstellen erster Art haben, ist k gerade**), also muB H*(z,, y,,z,) < 0, 
bzw. <0 sein. Daher mu8 nach den Eigenschaften von H* die Punktfolge 
((z,)) mindestens eine mehrfache Nullstelle 2, von q(z) als Haufungsstelle 
haben. Da nun im Erklérungsbereich A von g(z,z), g(z,z) = H*(x,xz,z) ist, 
ist H* (2, Yns%n) = 9(%ns%) fiir unendlich viele n = n,, fiir welche die Punkt- 
folge ((zf)), mit z¥ = z,, gegen Zo strebt. Daher ist g(z,,,Z,,) < 0, bzw. < 0 und, 
da z,— 0 strebt, hat daher g(z,z) in (0, 2,) kein lokales Minimum, bzw. kein 
isoliertes lokales Minimum. Ist dagegen z,, = 0 und y,+ 0 fiir jedes natiirliche n, 
so beweist man die Behauptung analog mit Hilfe der Hilfsfunktion H. Die 
Behandlung des Maximums wird durch die Betrachtung der Funktion 
— f(x,y) auf die entsprechende Frage fiir das Minimum zuriickgefihrt. Damit 
ist schlieBlich nachgewiesen, daB die Bedingungen des Hilfssatzes hinreichend 
sind. DaB diese, wie behauptet, auch notwendig sind, zeigt man in einfacher 
Weise mit Hilfe der Beziehungen f(x,rz) = x*g(zx,z) fiir (x,z) € A und f(yz,y) 
= y"G(y,z) fir (y,Z) € A*, wobei A* der Erklarungsbereich von @(y,2) ist. 
Den letzten Teil des Hilfssatzes beweist man ohne Schwierigkeiten. Nach 
diesen Vorbereitungen erklaéren wir nun das abgednderte Verfahren zur Be- 
stimmung von Extremwerten mit Hilfe der Induktion. Dieses abgednderte 
Verfahren wollen wir kurz das E-Verfahren E — (f(x,y); (0,0)) nennen. Es sei 
f(x, y) in einer Umgebung von (0,0) n-mal bzw. beliebig oft stetig differenzierbar, 
bzw. analytisch. Der erste Schritt des H-Verfahrens ist die Bildung der 
Funktionen g(z,z) = .g(f(x,y); (0,0)) und g(y,Z) = ,g(f(z, y); (0,0)) wenn, falls 
r die Ordnung des ,g-Prozesses ist, durch welchen g aus / entsteht, sowohl 


ud ar af 
Flas = 0 = we! See = 0 ist. Ist dagegen (F>)e0 +0, bzw. 
(5. 0,0) 0 und (55) + 0, so besteht der erste Schritt des H-Ver- 


fahrens nur in der Bildung von g(z,z), bzw. von g (y,Z). g und, bzw. g 
sind die neu gebildeten Funktionen des ersten Schrittes. Die in der Erklarung 3 
erklarte Funktion q(z) ist die zu g gehérende und die analog erklairte Funktion 
q(Z) ist die zu g gehérende ganzrationale Funktion. Es sei nun das Verfahren 
bereits bis einschlieBlich zum k-ten Schritt erklart und g,(2,,¥,), 92(22 Yo); - - 

Im(%msYm) seien alle Funktionen, welche beim k-ten Schritt neu gebildet 
werden, wobei m = m(k) eine natiirliche Zahl ist und die Veranderlichen der 
i-ten Funktion hier mit z,; und y, bezeichnet werden. Ferner seien fir 
i= 1,2,...mq,(y,) die zu g,(z,,y,) gehérenden ganzrationalen Funktionen 
erklirt. Wir nehmen nun weiter im Sinne der Induktion als bereits bewiesen 
an: 
a) Ist fir i= 1,2,...mo, die Summe der Ordnungen aller ,g- und ,g- 
Prozesse, durch welche schlieBlich g,(z;,y,;) gebildet wird, so ist g,;(z,,y,) in 
seinem Erklirungsintervall A der kartesischen z,,y,-Ebene endlich und 


%) Es gilt der leicht zu beweisende Satz: Ist der Grad des .g-Prozesses ungerade, so 
hat mindestens entweder q(z) oder 7(Z) mindestens eine Nullstelle erster Art. Daraus 
folgert man noch insbesondere mit Hilfe des Hilfssatzes 3a, daB f in (0,0) kein Extrem hat, 
wenn der Grad des g(x, z) erzeugenden g-Prozesses ungerade ist. 
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stetig und wenn n — a; > 0 ist, so ist g, in A\(n — o,)-mal stetig differenzier- 
bar, bzw. beliebig oft differenzierbar, bzw. analytisch. 

B) Ist g*(&, 7), wenn k>1 ist, eine der beim (k — 1)-ten Schritt neu 
gebildeten Funktionen und, wenn k = 1 ist, gleich /(z,y) mit z = § und y= n, 
und ist g,(z;,¥;) = g(g* (&, 0); (é,)) und wird #,= E gesetzt, so ist fiir jede 
reelle Nullstelle 9, von q;(y,) der Punkt (2,,9,) ein Punkt von A‘ und der 
Funktionswert g,(2,,9,), als auch der Wert jeder partiellen Ableitung von g, 
einer Ordnung u < n — o;, baw. jeder Ordnung im Punkte (2,, 9,) ist algebraisch 
tiber dem kleinsten Kérper K®) = K(f; (0,0)), bzw. tiber K = K(f; (0,0)), 
welcher /(0,0)?”) und die Werte der partiellen Ableitungen bis einschlieBlich 
der »-ten Ordnung, wobei vy = 4 + a; ist, bzw. jc Jer Ordnung von f in (0,0) 
enthalt, und wenn die mehrfachen Nullstellen gerader Vielfachheit der ganz- 
rationalen Funktionen, welche zu den neugebildeten Funktionen eines Schrittes 
j =k gehéren, Zahlen aus K”), bzw. K sind, so sind die vorhin angegebenen 
Werte der partiellen Ableitungen und der Funktionswert sogar Zahlen aus 
K®), bzw. aus K. Das Analoge gilt auch, wenn g,; durch den ,g-ProzeB aus g* 
entsteht, wobei dann entsprechend #,= 7 gesetzt wird. 

Wir haben zu zeigen, daB «) und f) fiir g(z,z) und g(y,Z) gelten. Ist r die 
Ordnung des g-Prozesses, mit dessen Hilfe g entsteht, so ist g(xz,z) = a)(x,xz)+ 
+ a,(x,4z)z+...a,(x,x2z) 2", wobei nach Satz 1 die Funktionen ap, ...a, 
in einem beim Beweise des Satzes 9 néher erklirten Intervall A® der kartesi- 
schen x,z-Ebene endlich und stetig und, wenn n >r ist, (nm — r)-mal stetig 
differenzierbar, bzw. beliebig oft stetig differenzierbar, bzw. analytisch sind. 
Es ist dann nach der Erklirung von A® fiir jede reelle Nullstelle z, der zu 
g(x,z) gehérenden ee Funktion q(z) der Punkt (0,29) ein Punkt 
von A®), Da q(z) = a,(0,0) + - -- + a,(0,0) z” ist, sind die Koeffizienten von 
q(z) nach (2) Zahlen aus Kine K'. Daher ist jede Nullstelle z, von q(z) 
algebraisch tiber K“). Ist n >r, so ist g,(x,z) = do, ,(2%, 22) + Go, (2,22) 2+ 
+++*+ 4a, ,(z, x2) 2°+ a, ,(x,2z) 2+. Es ist daher nach (2) und, weil z, 
algebraisch iiber K) ist, auch g,(0,z,) algebraisch tiber K**¢ K™, und 
analog zeigt man, daB g,(0,z») algebraisch tiber K+” ist. Ist nun allgemein 


: ails , , , a 
jsn-—r, so ist jede aoe Ableitung j-ter Ordnung sn507 von g(z,z) 
gleich einer Gomme 2 E bye z), in welcher die Funktionen b,, gleich dem 


Produkt aus einer pen. Zahl, dem Funktionswert oder der partiellen Ab- 
leitung héchstens j-ter Ordnung einer Koeffizientenfunktion a,(z,zz) nach x 
und y und einem Faktor zz’ mit 4 = 0 und »y 2 0 sind, wie man leicht er- 
kennt und mit Hilfe der rar” leicht beweist. Daher ist, weil z, algebraisch 
iiber K“ ist, nach (2) auch (258 52 55=%) (oxy Algebraisch ber K+ ¢ K. Die 
analogen SchluBweisen liefern auch fir g(y,Z) die entsprechenden Behaup- 
a9" a) und £). 


#7) Wegen des hier verwendeten Begriffes algebraisch iiber (in bezug auf) einem sini 
vgl. z. B. B. L. v. p. WAERDEN: Moderne Algebra I, Berlin 1939, S. 100. 
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Kehren wir nun zum k-ten Schritt: des Z-Verfahrens zuriick und sind 
You You «++ Yor, fir t= 1,2,...m alle reellen Nullstellen von q,(y;,), so 
wird das Verfahren dann und nur dann mit dem (k + 1)-ten Schritt fort- 
gesetzt, wenn jede dieser Nullstellen y,;; eine mehrfache Nullstelle gerader 
Vielfachheit jeder ganzrationalen Funktion q,(y,) ist, fiir welche y,, Null- 
stelle**) ist, und wenn es fiir mindestens eine dieser Nullstellen §,= y;3 ein 
q,(y») gibt, so daB q,(¥g,) = 0 ist, und wenn 2, gemaB der Festsetzung in £) 
erklart wird, diejenige Funktion g,(z,,y,), zu der g,(y,) gehért, im Punkte 
(2,,9,) die echte g-Eigenschaft hat. 

Im Fortsetzungsfalle besteht nun der (k + 1)-te Schritt des Z-Verfahrens 
in der Bildung aller Funktionen g# (x?, y) mit Hilfe des ,g- und ,,g-Prozesses, 
indem diese Prozesse einzeln auf jede Funktion g;(z;, y;) in allen Stellen (2,, 9;) 
angewendet werden, in welchen g; die echte g-Eigenschaft hat, und eben 9; mehr- 
fache reelle Nullstelle gerader Vielfachheit der zu g,; gehdrenden ganzrationalen 
Funktionen q;(y,) ist und wenn auBerdem, falls 4 die Ordnung des ,g-Pro- 


#y) (a) 
zesses ist, sowohl (5% es = 0, als auch = 4 OF A 0 ist. Ist dagegen bei 


a ha} oe 
den anderen Voraussetzungen ay, a £) +0, bzw. (7 ie % 0 und 


a9, 
(4 ‘)s °. +0, so wird nur der ,g-, bzw. der ,g-ProzeB auf g,(z;,,y,) in 


(2;,9,) angewendet. Alle auf diese Weise erklirten Funktionen g¥ heiBen 
die beim (k + 1)-ten Schritt des #-Verfahrens neu gebildeten Funktionen. Zu 
jeder dieser neu gebildeten Funktionen wird mit Hilfe der Erkliérung 3 die 
dazugehérige ganzrationale Funktion -erklairt. SchlieBlich zeigt man ent- 
sprechend wie fiir g(z,z) mit Hilfe des Satzes 1, der Erkliérung 3 und den 
Induktionsannahmen «) und f), daB fiir die neu gebildeten Funktionen des 
(k + 1)-ten Schrittes die Eigenschaften «) und #) gelten, wenn in diesen ent- 
sprechend k durch k + 1 ersetzt wird®*). 

Wir wollen ferner sagen, der erste Schritt des H-Verfahrens E — (f(x,y); 
(0,0)) heiBe (stets) normal. Der (k+ 1)-te Schritt von E — (f(x,y); (0,0)) heiBe 
dann und nur dann normal, wenn jede der Funktionen g;(z,, y;), welche beim 
k-ten Schritt des Verfahrens neu gebildet werden, in jedem Punkt (2,, 9,), fiir 
welchen @; eine reelle Nullstelle der zu g, gehérenden ganzrationalen Funktion 
q:(y,) ist und 2, gemaB £) erklart ist, die g-Eigenschaft hat. E — (f(x,y); (0,0)) 
heiBe normal, wenn jeder Schritt desselben normal ist. 

Die durch das £-Verfahren E — f(x,y): (0,0)) entstehende Funktionen- 
menge M ordnen wir wieder teilweise, indem wir festsetzen, daB die Funktion 
g* € M dann und nur dann auf die Funktion /* ¢ M folgt, wenn es endlich viele 
Funktionen g,, gs, . . . g, aus M gibt, so daB g, aus f, g;,, aus g, firi = 1,2,... 
n — 1 und g* aus g, durch einen ,g-ProzeB oder durch einen ,g-ProzeB ent- 


8) Dieselbe reelle Zahl kann méglicherweise Nullstelle mehrerer g,(y;) sein. 

*) Dabei beniitzt man den bekannten Satz: Ist « algebraisch iiber dem Kérper K, 
und ist K, algebraisch iiber dem Kérper K;, so ist « algebraisch iiber K,. Vgl. hierzu das 
bei *”) genannte Werk, S. 112. 
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steht. Der dabei entstehende Verein heiBe ein Extremverein 2,(/(zx,y); (0,0)) 
von /(z,y) in (0,0). 

Jedes maximale Soma von E,= E, (f(x,y); (0,0)) heiBe eine letzte Funktion 
von £,. 

E, heiBe dann und nur dann normal, wenn das den Extremverein erzeu- 
gende Verfahren EZ — (f(x,y); (0,0)) normal ist. Z, heiBe gewéhnlich, wenn E, 
endlich und normal ist und wenn auBerdem jede letzte Funktion /(¢, 7), von 


E, in jedem Punkte (¢, 7), fir welchen 7 eine Nullstelle gerader Ordnung der 
zu | gehérenden ganzrationalen Funktion ist, die g-Eigenschaft hat. 

Die Bedeutung des Extremvereins fiir die Theorie der Extremwerte 
von Funktionen von zwei Veranderlichen wird einerseits durch den folgenden, 
sehr allgemeinen Satz iiber Extremwerte von Funktionen von zwei reellen 
Verinderlichen gegeben und anderseits dadurch, daB das einen gewdhnlichen 
Extremverein erzeugende Z-Verfahren in den Entscheidungsfillen des 
Satzes 10 ein algebraisches Entscheidungsverfahren enthilt, ob f(z, y) in (0,0) 
ein lokales Extrem oder kein Extrem hat. 

Satz 10. ‘Hat die reelle Funktion f(x,y) der reellen Veriinderlichen x und y 
in (0,0) die g-Higenschaft und ist E,= E,(f(x,y); (0,0)) ein Extremverein von 
f(x,y) in (0,0), 80 ist, damit f in (0,0) ein lokales Extrem hat, notwendig, daf jede 
ganzrationale Funktion, welche zu einer letzten Funktion von E, gehért, keine 
Nullstelle erster Art hat. 

Hat f(x,y) in (0,0) einen gewthnlichen Extremverein E,, so hat f in (0,0) 
dann und nur dann ein lokales, bzw. isoliertes lokales Extrem, wenn fiir jede 
letzte Funktion I* von E, die zu I* gehirende ganzrationale Funktion keine 
(reelle) Nullstelle erster Art, bzw. keine reelle Nullstelle hat. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich mit Hilfe des Hilfssatzes 3a. Hat / 
in (0,0) ein lokales Extrem und ist / eine letzte Funktion von Z,= E,(f; (0,0)) 
und A eine beliebige Nullstelle der zu 1 gehérenden ganzrationalen Funktion, 
so gibt es nach der Erklarung von Z£, eine endliche Kette g,, 9, ...g, von 
Funktionen aus E,, deren erstes Glied g,(z,,y,) entweder gleich g(z,z) oder 
gleich J(y,Z) ist und deren letztes Glied g,,(z,,y,,) = 1 ist. Es ist also entweder 
91(%, 91) = 29 (f; (0,0)) oder =,g(f; (0,0)), und allgemein ist fiir i = 1, 2,...n—1 
entweder 9; +1(%j +15 Yi+1) = 29 (Gi(%4:); (4,9,)) oder = y.9(g;(x;, 4); (2.9,)), 
wobei entsprechend der Eigenschaft ) im ersten Falle 2,,,=— 2; und im 
zweiten Falle 2, ,,= 9, gesetzt wird und #, ,, eine mehrfache Nullstelle gerader 
Vielfachheit von g; , , (2; +1, ¥; +1) ist. Da f in (0,0) ein lokales Extrem hat, hat g, 
in (#,,9,) mit 2,= 0 nach dem Hilfssatz 3a ein lokales Extrem, und allgemein, 
wenn g;(z;,y;,) in (4,,9,;) ein lokales Extrem hat, so hat fiir i= 1,2,...n—2 
nach diesem Hilfssatz auch g, ,, in (2;,,,9,+,) ein lokales Extrem. De her folgt 
mit Hilfe der Induktion, daB auch g, —,(%,~,Y,-1) in (2,-1,9,-,) ein lokales 
Extrem hat. Ist dann q,(y,) die zu 1 =, (z,,y,) gehérende ganzrationale 
Funktion, so hat nach dem Hilfssatz 3a fiir jede Nullstelle 7, von g, auch 
In(Zn»Yn) in (2,,9%,) ein lokales Extrem, also hat auch q,(y,) in 7, = A ein 
lokales Extrem, und daher ist A keine Nullstelle erster Art von q,. Daher ist 
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die im Satze angegebene Bedingung notwendig. Wir zeigen jetzt: Hat /(z, y) 
in (0,0) kein isoliertes lokales Extrem und ist Z,(/; (0,0)) gewéhnlich, so hat 
fiir mindestens eine letzte Funktion /* die zu /* gehérende ganzrationale 
Funktion mindestens eine reelle Nullstelle. 

Nach den Voraussetzungen dieser Behauptung gibt es einen letzten Schritt 
des H-Verfahrens E — (f; (0,0)), es sei dies der n-te Schritt. Mit Hilfe des 
Hilfssatzes 3a folgern wir aus den Voraussetzungen, daB es entweder ein 
reelles z, oder ein reelles Z, gibt, so daB, wenn g(z), bzw. 7(Z) die zu g(z,z) bzw. 
zu §(y,z) gehérende ganzrationale Funktion ist, ¢({z.) = 0 bzw. q(Z,) = 0 ist 
und g(z,z) in (0,z)) bzw. g(y,Z) in (0,Z,) kein isoliertes Extrem hat. Ist das 
erstere der Fall, so setzen wir wieder x,= 2, y,= Z, 9,(2,,y,) = g(x,Z) und 
2,= 0,9, = 2, im anderen Falle setzen wir x, = y, y, = Z, 9,(%;,¥;) = 9(y,z) und 
#,= 0,9, = Z. Ist n = 1, so ist der Beweis beendet, da #, eine reelle Nullstelle 
der zu g, gehérenden ganzrationalen Funktion ¢,(y,) ist, wobei eben entweder 
9: (¥;) = g(z) oder = G(Z) ist. Ist n > 1, so wenden wir den Hilfssatz 3a auf 
9, (2, y,) in (2,,9,) an, und es gibt dann entsprechend eine Funktion g, (7, 2) 
des zweiten Schrittes von E = E — (f; (0,0)) und mindestens einen Punkt 
(#,, 92), so daB, wenn q,(y,) die zu g, gehdrende ganzrationale Funktion ist, 
9, reell, q,(9,) = 0 und g,(2,,9,) in (2,,9,) kein isoliertes lokales Extrem hat. 
Nehmen wir nun im Sinne der Induktion an, es ware bereits fiir ein i mit 
lsisn—14Q,(z,,y,) € £, erklirt und nachgewiesen, daB es eine reelle Null- 
stelle 9, der zu g;(z;,y,;) gehérenden ganzrationalen Funktion q,(y,) gibt, so | 
daB g;(x;, y;) in (2;, 9,) kein isoliertes lokales Extrem hat, dann gibt es nach dem 
Hilfssatz 3a eine Funktion g, ,,(2;.,,y;+,) des (¢ + 1)-ten Schrittes von Z£ 
und mindestens eine reelle Nullstelle 9,,, der zu g;,, gehérenden ganzratio- 
nalen Funktion q;.,(y;,,), so daB, wenn #,,,= 2, bzw. =9, ist, g;,, in 
(2;.1,9;+;) kein isoliertes lokales Extrem hat. Damit sind g;,,(2; 1,4; +1), 
2; 41,9;4, und g;,,(y,4,) erklart. Mit Hilfe der Induktion folgern wir daraus, 
daB auch eine letzte Funktion von £,, naémlich die Funktion g,(z,,y,), in 
(2,,9,) kein isoliertes lokales Extrem hat und daB die zu g,, gehérende ganz- 
rationale Funktion gq, (y,,) mindestens eine reelle Nullstelle 7, hat. Die anderen 
Behauptungen des Satzes werden analog bewiesen. 

Aus dem Satz 10 und den Eigenschaften 8) der Funktionen von E, ergibt 
sich, daB das Z-Verfahren ein ziemlich einfaches (algebraisches und in bestimmten 
Fallen rationales) Entscheidungsverfahren enthalt, mit dessen Hilfe in den 
allgemeinen Fallen des Satzes 10 festgestellt werden kann, ob / in (0,0) ein 
Extrem hat oder nicht. Die weitere Untersuchung des #-Verfahrens soll 
jedoch erst, von einem allgemeineren Standpunkt aus betrachtet, in einer 
weiteren Arbeit geschehen. 

Wir kénnen nun wieder unser allgemeines Verfahren auf die analytischen 
Funktionen kcmplexer Veranderlichen anwenden und erhalten folgende Ver- 
allgemeinerung des Satzes 7: 

Satz 11. Ist die komplexe Funktion f(u,v) der komplexen Verénderlichen u 
und v in (0,0) analytisch und verschwinden in (0,0) f und alle partiellen Ab- 
leitungen von f bis einschlieBlich zur (k — 1)-ten Ordnung, ist ferner mindestens 
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eine partielle Ableitung k-ter Ordnung von f in (0,0) von Null verschieden und 
: , : 2, al 

hat die ganze rationale Funktion von w g,(w) = HX, (;) (sana 

e einfache Nullstellen, so gibt es ein r > 0 und e im Inneren des Kreises K : |u| <r 
analytische Funktionen v,(u), v,(u),...v,(u), 80 daB in K fiir i=1,2,...¢ 
f(u,v,(u)) = 0, v,(0) = 0 und fiir u + 0 und fiir i +7 v,(w)+v,(u) ist. Bs kann 
sein, daB es eine natiirliche Zahl e* gibt, so daB diese e Funktionen v,(u), .. . v,(u) 
die analytischen Fortsetzungen von e* dieser Funktionen sind. 

Ist insbesondere e = k, so gibt es eine Umgebung U* von (0,0), so daB alle 
in U* liegenden Nulistellen von f durch die Funktionen v,(u),...v,(u) zu- 
sammen erfapt werden. 

Ist e < k, so kann man auch fiir die Funktion /(u,v) in (0,0) in analoger 
Weise wie im Falle mehrfach stetig differenzierbarer reeller Funktionen von 
zwei reellen Veranderlichen einen Implizitverein J,(f; (0,0)) bilden. Dieser ist 
stets normal. Auf die nihere Untersuchung desselben soll in dieser Arbeit 
nicht eingegangen werden. Man erkennt aber bereits jetzt, daB der Implizit- 
verein ein Hilfsmittel zur Untersuchung der Verzweigungspunkte der Rie- 
mannschen Flachen analytischer Funktionen, sowie zur Behandlung der Sin- 
gularitaten der analytischen und insbesondere auch der algebraischen ebenen 
Kurven ist. Auf die diesbeziiglichen Ausfiihrungen wird hier nicht mehr 
eingegangen. 

Wir kénnen nun auch das. Verfahren auf Funktionen, welche von mehr 
als zwei Veranderlichen abhingen, ausdehnen. Es sei die reelle eindeutige 
Funktion /(z,,2,,...2,) der reellen Verinderlichen z,,...2z,, welche in 
(0,0, ...0) verschwindet, gegeben. Wir entwickeln / in (0,...0) nach dem 
Darstellungssatz und verfahren dann ziemlich analog wie in den Paragraphen 1 
und 3. Man erhilt auf diese Weise den folgenden Existenzsatz : 

Satz 12. Ist /f(z,,...2,) eine reelle eindeutige Funktion der n reellen 
Veranderlichen z,,...2,, welche-in einer Umgebung U von (0,...0) m-mal, 
bzw. beliebig oft stetig differenzierbar, bzw. analytisch ist und verschwinden / 
und fiir ein k < m alle partiellen Ableitungen bis einschlieBlich zur (k — 1)-ten 
Ordnung von f in (0,...0), ist ferner mindestens eine partielle Ableitung 
k-ter Ordnung von f in (0,...0) von Null verschieden und gibt es, wenn 
Gol(ty, te, - - - tas) = 


1 ki +...Bg=k a f 
kt ky, Pe + ( Oafr... ayn a th... Ot 

gesetzt wird, wobei p(k,, ...k,,) der entsprechende Polynomialkoeffizient ist, 
ein Wertsystem /,,é,,...#,_,, 80 daB g,(é,,...#,-;) = 0 und fir mindestens 
ein natiirliches j mit 1 <j <n — 1 fir die Funktion h,(t,) = go(é,, . . . f)-,t,, 
é,,,...8,-,) &, eine einfache Nullstelle ist, so gibt es im kartesischen Raume 
E£,,-, der Veranderlichen ¢,, . . .t;_,,t;4,.-.ta-1,t,= % eine Umgebung V 
von (f,,...#,_,,84,,...0) und n in V eindeutige Funktionen 


z= q(t, * «bya tyaas eee t,) 
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der n—1 reellen Veranderlichen ¢,, . . . t;~-, t;4, . . . ty, 80 daB f(@,, Mg, - - - Pn) 
=0 in V ist und fiir i = 1,2,...n 9, (6,...8-1,84,,...0) = 0 und g, als 
Funktion ihrer Veranderlichen (m—k)-mal, bzw. beliebig oft stetig differen- 
zierbar, bzw. analytisch in V ist. 

Wie man sieht, ergeben sich bei der Anwendung des Verfahrens bei den 
Funktionen von mehr als zwei Veranderlichen gréBere Schwierigkeiten als im 
Falle der Funktionen von nur zwei reellen Veranderlichen. Doch soll in dieser 
Arbeit darauf nicht mehr naher eingegangen werden. Ebenso soll das Ver- 
fahren zur Bestimmung von Extremwerten fiir reelle Funktionen von mehr als 
zwei reellen Veranderlichen hier nicht mehr behandelt werden. 

Man kann nun das Verfahren und die bereits hier gewonnenen Ergebnisse 
auf Funktionensysteme mit verschwindender Funktionaldeterminante an- 
wenden. Auch auf diese Anwendungen soll hier nicht mehr eingegangen werden. 


(Eingegangen am 29. Juni 1958) 
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Function spaces with translations 
By 
JuAN Jorge ScHArrer in Montevideo (Uruguay) 


1. Introduction 


The object of this paper is the study of certain classes of function spaces; 
more precisely, of normed spaces of measurable functions defined on the 
interval J = [0, co) and with values in a Banach space X. Such spaces have 
been extensively studied, indeed for more general domains (and especially 
for real-valued functions), by Exxis and Ha.Perrn (e.g., [2]), LuxemBurce 
and ZAANEN (e.g., [8, 9, 10]), and Lorentz, among others. Two restrictions 
on a space F imposed in these works are: (a) convergence in F implies conver- 
gence in the mean on “‘bounded” measurable subsets of the domain (in our 
case, ‘‘bounded”’ has the usual meaning); (b) if f ¢ F and g is measurable and 
such that g(t) < |f(¢)| almost everywhere, then g¢F and |glp< |/lp. Both 
assumption are made in this paper. The theory of spaces satisfying them is 
briefly reviewed in Section 3, Section 2 providing introductory material on 
classes of normed spaces in general. Much stress is laid on the relations between 
different spaces and the lattice structure of the classes to which they belong. 
Although there is some connection with the above-mentioned works, which 
will be discussed at the appropriate points, our account is mostly self-con- 
tained; the main reason for this is the need to consider spaces more general 
than those discussed in these works, all of the latter being what we term 
“quasi locally closed spaces’ (condition P2b) of [9]), a restriction which is 
excessive in view of the intended applications (see below). Also the restriction 
of the domain to J allows us to avoid the numerous measure-theoretical case- 
distinctions necessary in the more general context. The most conspicuous 
exceptions to this self-containedness are Theorem 3.9 (quoted only for the 
sake of completeness), Theorem 4.18 and the theory of Orlicz spaces (Section 5). 

Our main purpose is to study those spaces which are invariant under 
translation to the right on J; more precisely, spaces F such that, if / ¢ F and 
t=]>0, then the function T;f defined by T7/(t)= f(t — 1) fort2r, and 0 
otherwise, also belongs to F, and |7'; fly = I/lp; sometimes a limited kind of 
translations to the left is also admitted. The theory of these spaces and of 
the classes to which they belong occupies Section 4, which constitutes the 
bulk of the paper. Orlicz spaces are a special type of such spaces and are 
considered from this point of view in Section 5. Section 6 gives a characteri- 
zation of the complete spaces of continuous functions with similar translation 
invariance. 
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This paper was motivated, and its scope determined in the main, by 
research on linear differential equations by J. L. Massena and the author: 
in [11], equations of the form #+ A(t) z= f(t) (¢€J; z,f().in a Banach 
space X, A(t) an operator on X) are examined for / in certain function spaces ; 
these spaces are particular instances of our present translation-invariant 
spaces, and many results may be generalized to this larger class, which con- 
stitutes a more natural context. This application will be the subject of a 
forthcoming paper. 

It is natural to think of generalizing the theory developed here: the re- 
placing of the domain J by (— co, co) should give almost parallel results. 
Further generalizations might involve any o-totally finite measure space as 
domain, with a one-parameter semigroup of measure preserving transfor- 
mations of this domain into itself to replace the translations. We shail not 
attempt such a generalization in this paper. 

The author wishes to acknowledge the valuable help of J. L. Masszra, 
who has materially contributed to, and critically discussed, the contents, 
motivation, and final form of this paper. 


2. Abstract normed spaces 
2.1. The lattice W (L) 


In this section we shall collect some definitions and results concerning 
normed spaces which will be useful in the sequel, though the treatment is 
somewhat broader than is strictly necessary for that purpose, in order to 
provide a suitable background and information which may be relevant in 
other connections. 

The terminology concerning vector spaces shall be the usual one. The 
field of scalars may be either the real or the complex field. A convex set is 
balanced if it is symmetric (about the origin) or circled, according as the 
sealar field is real or complex. If K is a balanced convex set in a vector space, 
its intersection with any ray {A x: A= 0} is either the whole ray, or a half- 
open segment, or a closed segment. If we consider the. set consisting of K 
together with all end-points of the half-open segments obtained in this manner, 
we again obtain a balanced convex set, to be termed the radial closure of K 
and denoted by rad K. If rad K = K, K is radially closed. For any balanced 
convex K, rad K is radially closed (trivial) and clearly rad K = linK, where 
“lin” is defined as, e.g., in [7]. 

If L is a topological vector space and Wc L any set, its closure shall be 
denoted by cl, W or, if no confusion is likely to result, by cl W. A subspace 
of a topological vector space shall always mean a closed linear manifold. If K 
is a balanced convex set in a topological vector space L, it is evident that 
rad K cel K. In particular, if K is L-bounded, so is rad K. 

We next give a definition. Let L be a locally convex Hausdorff topological 
vector space (which may be a normed space or not) and let Y be a normed 
space (with a norm | |) contained algebraically as a linear manifold in L; 
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Y shall be said to be stronger than L if the normed-space topology of Y deter- 
mined by | |ly is stronger than the topology induced by L. This last condition 
may be rephrased in any of the following three equivalent ways: 

1) for every seminorm z of L there exists «,> 0 such that x(y) < «, yy 
for all y €Y; 

2) the unit sphere 2(Y) of Y (with respect to || |) is L-bounded; 

3) the identity mapping of Y into L is continuous. 

If, in particular, L is itself a normed space (with norm | |,), 1) and 2) may be 
formulated as follows: 

1’) there exists « = «(Y, LZ) > 0 such that |y|,< « |ylly for all y ¢ Y; 

2’) 2(Y)ca-L(L), with «= a(Y, L). 

The relation “stronger than” is clearly transitive. If Y is stronger than L, 
we shall say that L is weaker than Y. 

Remark. Of course the relation “stronger than’’ could have been framed 
for all locally convex Y, but this generality is hardly useful for our purposes. 

We observe that the concept “‘stronger than”’ refers to the (algebraical 
and) topological structure of Y, not to the particular norm defining this topo- 
logy. If Y, Z are normed spaces, Y stronger than Z and Z stronger than Y 
hold simultaneously if and only if Y and Z coincide (algebraically) as vector 
spaces and have equivalent norms, hence also coincide topologically, though 
not necessarily as normed spaces; we shall say that Y, Z are norm-equivalent 
in this case. This relation is of course an equivalence. 

We require, however, a more precise type of ordering for normed spaces, 
which shall take into account the norm itself. Accordingly, if Y, Z are normed 
spaces, we shall write Y < Z (thus recalling the algebraic inclusion of Y in Z) 
if and only if Y is stronger than Z and a(Y,Z) <1; i.e., Y < Z if and only 
if Y is algebraically contained as a linear manifold in Z and 2(Y)c 2(Z) 
(or equivalently |ly|z< |lyl;- for every y € Y). If Y< Z, we shall write Z2>Y. 
Clearly, the relation < is transitive, and Y< Z and Z < Y together imply 
Y=Z. 

From now on, LZ shall be assumed to be a fixed locally convex Hausdorff 
topological vector space. We define (LZ) as the class of all normed spaces 
stronger than LZ. We further define the class J°(L) of all radially closed, L- 
bounded, balanced convex sets in L. There is a one-to-one correspondence 
between #M(L) and J'(L), in which to each Y ¢ (LL) corresponds its unit 
sphere 2(Y): indeed, 2(Y), being a unit sphere, is convex, balanced and 
radially closed; it is L-bounded since Y is stronger than L (condition 2)). 
Conversely, let K ¢ I’(L) be given and let Y be the linear manifold spanned 
by K; we define a norm | ly in Y by |yjy= inf{A: A> 0, A-'y € K}. This 
definition is meaningful since K is convex and balanced and spans Y, hence 
“absorbs” every point of Y; it defines a seminorm because K is convex and 
balanced, and this seminorm is a norm because K is L-bounded and L is a 
Hausdorff space, so that K does not contain any complete ray. The unit 
sphere for this norm is clearly rad K = K. Since two distinct elements of  (L) 
cannot have the same unit sphere, our correspondence is indeed one-to-one. 
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From the above definitions, (LZ) is partially ordered by the relation <, 
and if Y < Z then 2(Y)c 2(Z); conversely, if 2(¥)c 2(Z), the linear mani- 
fold Y (spanned by 2(Y)) is contained in Z (spanned by 2(Z)), and the above 
definition shows that Y < Z; thus the correspondence between W (L) and I"(L) 
above defined associates the relation < in W (L) with set-theoretical inclusion 
in J"(L); this allows us to analyze the order structure of W (L) by means of that 
of I(L). (We introduce, in passing, the following notation, to be used later. 
If Y<¢W(L) and «a > 0, then aY ¢ W(L) is defined by 2(a Y)= a+ L(Y), 
i.e., Y, « Y have the same elements and |y|, y= «~'\yy. With this notation, 
if ¥,Z¢MN(L), Y is stronger than Z if and only if YS aZ for a suitable 
a> 0.) 

Now J'(Z) is evidently a lattice under set-theoretical inclusion, with 
K, \ K,= K, K,, and with K, vy K, defined as the radial closure of the 
convex hull of K,\ K,, the crucial fact being that, in a locally convex L, 
the convex hull of an Z-bounded set (and hence the radial closure of this 
convex hull) is L-bounded. Actually, the lattice has the least element {0} 
and is conditionally complete: if 5 is a non-void index set, and K,¢ I’(L), 
& ¢ &, we find AK,= 1 K,; and if K,c K, for some fixed K,¢ I'(L) and all 
& ¢ &, then V K, is the radial closure of the convex hull of U K,. If, in par- 
ticular, = is a totally ordered set and K,c Ky whenever &’ follows &, we simply 
have V K,= rad U K;,. There obviously is no largest element of J'(L), unless 
L= {0}. 

It remains to interpret these facts in terms of (LZ), which thus becomes, 
under <, a conditionally complete lattice with least element {0}; this is to 
be done in such a way that, if Y, Z ¢ W(L), wehave 2(¥ \ Z)= Z(Y) A 2(Z), 
etc. A little reflection shows that this interpretation is as follows: Y A Z is, 
algebraically, Y ~\Z, and is normed with the norm uly , z= max {\eully, |jellz}; 
Y vy Z is, algebraically, the sum Y + Z, and is normed with the norm |ully,,z 
= inf {Iyy+ lelz:u=y+z, y€Y, 2¢€Z}. If ¥,¢W(L) for all &¢ =, then 
AY, is that (possibly proper) submanifold of MY, on which |u|, y.= 
= sup {lully,: € € 5} is finite, with this supremum as norm; and if Y,< Y, for 
some fixed Y,¢ #(L) and all §¢ 5, then VY; is, algebraically, the sum 
2 Y; (set of finite sums 5’ y;, y;¢ Y,), with the norm |u\,y,= inf {)) |yely,: u 
= Dye; yee Ys, & € 5; y= 0 for all except finitely many & ¢ 5}. If, in par- 
ticular, = is a totally ordered set and Y,< Y, whenever €’ follows &, the 
above remark shows that V Y, is algebraically U Y,, with the norm |u|, Yr 
= inf {july,: € such that uw € Y;}. 

All the linear manifolds of Z form a complete lattice (under set-theoretical 
inclusion) with meet M and join +(3°); the above definitions show that 
the identity mapping of /(L) into this lattice is a lattice homomorphism, 
but does not necessarily preserve the meet of an infinite subclass. 

It is of interest to note that norm-equivalence is invariant under the taking 
of finite meets and joins in W (L); if, e. g., (Y,, 2), (Z,, Z_) are pairs of norm- 
equivalent spaces, then Y, A Z,, Y, A Z, are norm-equivalent, ete. This in- 
variance is not necessarily maintained for infinite meets. 








Function spaces with translations 


2.2. Complete spaces in N (L) 

We next turn to the consideration of those elements of (ZL) which are 
complete, i. e., Banach spaces. We first require an auxiliary result, stated in 
the following lemma. 

Lemma 2.1. Let Y be a normed space stronger than a complete locally convex 
Hausdorff topological vector space Lo. If the L,-limit of every Y-Cauchy sequence 
in 2(Y) lies in X(Y), then Y is complete. 

Proof. The statement is meaningful, since every Y-Cauchy sequence is an 
L,-Cauchy sequence and hence has an L,-limit. Since every Y-Cauchy se- 
quence is Y-bounded, the assumption implies that the L,-limit of any Y- 
Cauchy sequence whatever lies in Y. Obviously, Y-Cauchy sequences differing 
by a sequence which Y-converges (hence L,-converges) to 0 have the same 
L,-limit. Let Y be the abstract completion of Y and ® the canonical iso- 
metrical isomorphism of Y into Y. Every element g ¢ ¥ is thus mapped into 
a unique element 7'g ¢Y namely the common L,-limit of the Y-Cauchy se- 
quences in the equivalence class 7. The mapping 7 is obviously linear and 
T ® is the identity in Y. For every g ¢ ¥ with gp < 1 there exists a Y-Cauchy 
sequence {y,} belonging to g with |y,||< 1 for all n; from the assumption, 
it follows that |7'gjy< 1; hence 7 is bounded, hence continuous. Since 
\T Dyly= lyly= |@ yp for all y¢¥ and ®(¥) is dense in Y, we have, T 
being continuous, |7'g|y=-|g|p for every @ ¢ Y. Thus the mapping T is iso- 
metrical and onto; since Y is complete, so is Y. 

We now return to our (not necessarily complete) space L and the class V (LZ). 

Theorem 2.1. Zf Y, Z ¢ WM (L) are complete, i. e., Banach spaces, then Y \ Z 
and Y y Z are complete; if, for some non-void index set =, Y.€ WM (L) is com- 
plete for every & ¢ 5, then A Y, is complete. 

Proof. We begin by proving that Y y Z is complete. Let {u,} be a Y y Z- 
Cauchy sequence. We extract, in the standard manner, a subsequence {u,,}, 
j=0,1,... such that |u,,.,— talyy2s 2-0*», j= 0,1,.... Now there 
exist, by the definition of Y vy Z, elements yy, 4 y, - Y, %, 4 2;€ Z(j = 0,1,...) 
such that u,,= Yo+ 2) Un,,,— Un, = Ay;+ 4 z, and |yoly + olz S 2 lta lyrvz, 
yy + |A 2,lzS 2 |fet,, "Use Uniyyzs2-’, 7=0,1,.... We set yy= yot+ 

S M 
+ J Ay, 2%=%+ J Az, so that u,,=— y,+2z, j=0,1,... . Now 


0 0 
\A ys|yS 2-4, so that {y,} is a ¥-Cauchy sequence, which Y-converges to an 
element y € Y; similarly, {z;} Z-converges to some element z¢Z. We set 
«= y+2€Y vZ and have lim ju — u,,y,7S lim(ly — wy + fe — zz) = 90. 


Thus {u,,} has the Y vy Z-limit u and therefore {u,,} has the same Y / Z-limit, 
and Y y Z is complete. 

We next consider Y A Z. If {u,} isa Y ( Z-Cauchy sequence it is a Cauchy 
sequence in both Y and Z, a fortiori in the weaker space Y y Z. Since all 
three of these spaces are complete, the Y-limit and the Z-limit of {u,} must 
each coincide with the Y vy Z-limit; hence this common limit lies in Y AZ 
and is also the Y A Z-limit of the sequence; so Y /, Z is complete 
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Let now & be a non-void index set and assume Y,¢ .#(L) complete for 
each § ¢ &. Let &,¢ & be arbitrary but fixed. We set Z;= Y;A Y;, for each 
& € £; we have just proved that Z, is complete; further, Z,< Z,, = Y;, and 
Y= AY;,= AZ,. We are to prove that Y is complete. Let {y,} be a Y-Cauchy 
sequence of elements in 2(Y). Since Y < Z,, and the latter space is complete, 
{y,} is a Z,,-Cauchy sequence and has a Z,-limit y. We claim that y ¢ 2(Y). 
In fact, let €¢ = be arbitrary; since Y< Z;< Z,, and since Z, is complete, 
{yn} is a Z,-Cauchy sequence and its Z,-limit is precisely y; but y,¢ 2(Y)c 
c 2(Z,) for all n; hence y € 2(Z,). Since this holds for all & ¢ Z we conclude 
y €M 2(Z,) = Z(Y) as claimed. The proof that Y is complete now follows 
by Lemma 2.1 with L,= Z,.. 

Remark. Although the space LZ does not appear explicitly in the proof, 
the fact that Y, Z are stronger than L, a Hausdorff space, ensures that Y v Z 
is a normed space, and this is essential for the validity of the theorem. 

Theorem 2.1 shows that those spaces in (ZL) which are complete form 
a sublattice, which we shall denote by @(L), and that this sublattice contains 
the meet of arbitrary subclasses; of course @(L) has the least element {0}. 
On the other hand, #(Z) need not contain the join of an infinite subclass, 
even if this subclass is bounded above by an element of @(L) and even if 
the subset is denumerable, as the following example shows: 

Example 2.1. Let L be the (real or complex) separable Banach space [' 
of absolutely summable sequences of (real or complex) numbers zx = {z,} with 


the norm |jz|,;= >> |z,|; let Y,,, m= 1,2,... be the one-dimensional sub- 
1 


spaces of those elements which have all components zero except the m-th. 
Then V Y,,, is the set of elements of Z with finitely many non-zero components 
only and its norm is the norm of L; this space is obviously not complete. 

An interesting consequence of Theorem 2.1 is the following: 

Corollary 2.1. Zf Y,Z ¢ @(L) and Y is contained as a linear manifold in Z, 
then Y is stronger than Z. In particular, ali spaces in B(L) which are supported 
by one and the same linear manifold of L are norm-equivalent. 

Proof. On account of the algebraical inclusion of Y in Z, the spaces Z 
and Y y Z coincide as linear manifolds in L; both Z and Y vy Z are Banach 
spaces (Theorem 2.1) and Z < Y vy Z. Hence, by the standard category ar- 
gument, Z and Y y Z are norm-equivalent. Since Y< Y y Z, Y is stronger 
than Z, as was to be proved. 


2.3. Local closure 


The L-closure of a balanced convex set in L is convex, balanced and ra- 
dially closed; the Z-closure of an L-bounded set is L-bounded; therefore, 
K ¢ I'(L) implies cl, K ¢ (LZ). The operation in (ZL) which corresponds to 
L-closure in J°(Z) shall be termed local closure in L, i.e., if Y ¢ W (LZ) then 
le; Y, the local closure of Y in L, is the element of /(L) defined by 2 (Ic, Y) 
= cl,2(Y). The subscript Z and the phrase “in L” will be omitted unless 
confusion might result. If 2(Y) is L-closed (i. e., le Y = Y) Y shall be said 
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to be locally closed (in L). Obviously, Y < le Y, and le ¥ is locally closed for 
every Y ¢ W(L). The concept of local closure was defined in [11, Section 3] 
as a set of elements, and no attempt was made there to provide it with a norm. 

Lemma 2.2. Assume Y ¢ W(L). If W is a Y-bownded set in Y and z € cl, W, 
then z € le Yond eer = ' - luly > #f {yn} 1s a sequence in Y with lim inf |y,|y < co 


n-> co 


(in particular, a Y-bounded sequence) and if z=limyzy,, then z€lcY and 
Fhe v < lim inf fynhy- 
Proof. Tf A= suplyly, then WCAZ(Y); hence z¢€cl,WcelzA E(Y) 


=AZ (Ic Y), so thet 2 z €leY, |\z|;-y< A. As for the statement concerning the 
sequence, we select a subsequence {y,,} such that — Ynly= _ ~ lynlly, 


and apply the first part of the lemma to the Y- bounded cetél W,;={ Yar Yu agoees} 
for j= 1, 2,. 

A space Y P NL) is termed quasi locally closed (in L) if it is norm-equi- 
valent to a locally closed space. It follows at on from the definitions that Y 
is quasi locally closed if and only if Y and lc Y are norm-equivalent. We shall 
give later (Example 4.2) an example of a space which is quasi locally closed 
but not locally closed. 

If Y,¢ W (L) is locally closed for every & in a non-void index set, so is 
A Y,, as is obvious if we consider the corresponding unit. spheres. Since norm- 
equivalence is invariant under finite lattice-operations (see above), it follows 
that if Y, Z are quasi locally closed, so is Y A Z. 

It is not true in general, on the other hand, that Y y Z is locally closed, 
or even only quasi locally closed, whenever Y, Z are locally closed, even if 
L is a Banach space (although it is easily seen to be true if L is reflexive). 
The following example is a modification of one communicated by V. L. KiEx. 


Example 2.2. Let L be the separable Banach space /' of absolutely sum- 


mable sequences of real (or complex) numbers x = {z,},n = 0,1,... with the 
norm |z|;= > |z,|. We set e,,= {Onn}, m= 0,1, .... Define the sets Y= {z: x, 
0 


= D* Zen-13 Ten™= Ten-1/%, 2 = 1,2,-.4,2= {z: %,= 0, n=0,1,...}; Y,Z 
1 


are intersections of hyperplanes, hence they are subspaces of L. Provided 
with the norm.of L they are of course locally closed in Zand 2(Y)= ZT(L) OY, 
2(Z) = X(L) AZ. To show that Y y Z is not even quasi locally closed in L 
it is sufficient to show that the element = é, is not in the algebraic sum Y + Z 
(hence not in Y y Z), yet is in the L-closure of the convex hull of 2(Y)U 2(Z), 
i.e., in X(le(¥ vy Z)). If we had = = y+ 2, y €Y,z€Z, we should have in 


particular y,,= Yo,-;/n= 0, n= 1,2,..., whence + =Yo= * Yen-1 = 0, @ con- 


tradiction. On the other hand, set y(™= (mey+ még m~1+ €am)/(2m + 1), 
Math. Ann. 137 16 
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2™)— — mes /(2m +1), m= 1,2,...; then y™e Y, |y™] = 1; 2 €Z, 
ze || < 1; hence y™€ 2(Y), 2 € 2(Z). We have 


Leo gly + 20) = Neo — 2 eaml z/(4 (2 m + 1)) = 3/(4(2m + 1)) +0 


as m -> co, so that < é, is in the L-closure of the convex hull of 2(Y)W Z(Z), 
as claimed. 

Theorem 2.2. Assume that L is complete. If Y €M(L) is quasi locally 
closed, Y is complete. Conversely, if Y is complete (i.e.,¥ ¢ B(L)) and \cY 
has the same elements as Y, then Y is quasi locally closed. 

Proof. To begin with, we prove the first statement for a locally closed 
Y: 2(¥) is closed in L; hence every Y-Cauchy sequence (indeed, every 
L-Cauchy sequence) in 2(Y) has its L-limit in 2(Y); Y is complete by 
Lemma 2.1 with L,= L. If Y is quasi locally closed, it is norm-equivalent to 
the complete space Ic Y, hence is itself complete. To prove the converse, we 
observe that le Y, being locally closed, is complete; since Y, le Y are elements 
of @(L) with the same linear fianifold, they are norm-equivalent (Corollary 2.1), 
and Y is quasi locally closed. 

The assumption that Y is complete cannot be dispensed with in general 
in the second part of Theorem 2.2, as the following example shows; it may, 
however, be redundant for some special types of spaces (see Corollary 3.4). 

Example 2.3. Let L be an infinite-dimensional Banach space. There exists, 
on the same vector space, a non-complete normed space Y such that Y < L 
(it is sufficient to take | y|| »= max {|/y|/,,||y||'}, where | y||’ is the sum of the ab- 
solute values of the co-ordinates of y in a fixed linear basis). Then lc Y is 
complete by Theorem 2.2, and obviously has the same elements as Y, since 
Y <leY < L. But ¥ is not complete, hence not quasi locally closed. 

Theorem 2.2 shows that, if Z is complete, the class of spaces quasi locally 
closed in Z is a subclass of @(L). It is usually a proper subclass, i.e., there 
may exist Banach spaces stronger than a complete ZL which are not quasi 
locally closed, let alone locally closed, in L (see Example 4.1 and remarks 
after Corollary 4.9 and cf. [11, Lemma 3.4]). That the completeness of L 
is essential for the validity of Theorem 2.2 is apparent in the case of a normed L 
which is not complete, since L itself is of course locally closed in LD. 

We shall now give two results concerning the reflexive spaces in W (L) 
(hence in #(L)), obtaining at the same time a sufficient condition for a space 
Y ¢ NW (L) to be locally closed. Z need not be assumed complete. 

Theorem 2.3. If Y € @(L) is reflexive, it is locally closed. If Y,Z « B(L) 
are reflexive, then Y vy Zand Y A Z are reflexive. 

Proof. (Cf. (11, Lemma 3.3].) 2(Y) is compact in the weak topology of Y 
(Tyciuonorr-ALAoGLv). Since Y is stronger than J, the weak Y-topology is 
stronger than the topology induced on Y by the weak L-topology. Therefore, 
= (Y) is also compact in the weak L-topology. Since L is a Hausdorff space, 
it is a Hausdorff space in the weak topology also (HaHN-BANAcH), so that 
2(Y) is weakly [-closed; hence D-closed. 
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The proof of the second part follows from a suggestion of L. Scuwarrz, 
which may be used to provide an alternative proof of Theorem 2.1. Consider 
the product space Y x Z with the admissible norm |(y, z)||y . z= ||yly + zlz, 
and consider the linear manifolds V= {(u,u):u¢¥ AZ}, W= {(u,— u): uc 
€Y A Z}. For any sequence {u,,} in Y A Zsuch that there exists limy , z(u,, + U,) 


= (y,z) €Y x Z, we have limy u,= y, limzu,= + z, so that lim, u, = y= + z. 

n-—> oc n-> co n-—> 0 
Therefore (y, z) = (y, + y) €V [W], so that V, W are subspaces. Since Y, Z 
are reflexive, so is Y x Z, and hence so is the quotient space (Y x Z)/W 
{1, p. 116]; but clearly Y vy Z is isomorphic and isometrical to (Y x Z)/W, 
hence is itself reflexive. On the other hand, V, a subspace of a reflexive space, 
is also reflexive [1, p. 116]; the mapping u— (u, u) of Y AZ onto V is iso- 
morphic, and 


1 j l Hl fa, Has! | I 
alu, wy x2= o(luly + lulz) Slelyraz Siuly +lulz=|@,wWlyxz, 


so that Y A Z is also reflexive. 


2.4. Completion in WN (L) 

Assume that L is complete. Theorem 2.2 implies that for every Y € 1 (L) 
the class of elements of #@(L) which are = Y is not void, since it contains le Y ; 
by Theorem 2.1, this class has a least element, which we denote by b Y. Clearly 
any space in @(L) which is weaker than Y is also weaker than b Y. In general, 
although b Y is thus a kind of completion of Y, the identity mapping of Y 
into b Y need not be isometrical (but see Theorem 2.4 below): for instance, 
in Example 2.3, the non-complete space Y and the complete space b Y coin- 
cide as vector spaces, and the identity cannot be isometrical ; see also Example 
2.4 below. 

It is important to observe that b Y may be obtained by a “constructive” 
(though in general transfinite) procedure. Indeed, we define the transfinite 
sequence { Y} (« running over the ordinals) of elements of /(L) with the 
following properties : 

1) YO= Y; 2) Y@<bY for alla; 3) Ys Y® forall asf, 
using the following construction: Y(® being defined as being equal to Y, 
assume that Y has been defined and satisfies 2), 3) for all ordinals « < y. 
Two cases have to be distinguished : 

Case I. y is not a limit ordinal, i. e., y = 8 + 1, and Y®) has already been 
defined; by 2), 2(¥®)c X (bY); therefore, since L is complete, every Y“)- 
Cauchy sequence in 2(Y)) has an L-limit, and this is also the b Y-limit 
and lies in 2 (b Y), since b Y is complete. Let Q be the set of all these L-limits 
(Z-limits are used instead of b Y-limits to make the procedure constructive). 
Thus 2(Y¥®)c Qc2L(bY); hence Q is b Y-bounded, a fortiori L-bounded. 
Q is obviously convex and balanced. We set 2(Y@+) = radQ, which is 
indeed an element of (ZL), and 2(Y¥Y))c L(Y) c L(b Y); whence 2), 3) 
are satisfied form all ordinals < 8 + 1= y. 

16* 
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Case II. y is a limit ordinal; we set Y=V,—, ¥@; on account of 2) 
this is meaningful, and 2), 3) clearly hold for all ordinals < y. 

The cardinal number of distinct elements in the sequence — or in the 
similar sequence {2(Y‘))} — is bounded by the cardinal number of the 
class of all subsets of L; since {2 Y(@))} is a non-decreasing sequence of sets, 
there exists an ordinal x such that 2(¥@+»)= L(Y). By construction, 
2(Y*») contains all L-limits of Y“-Cauchy sequences in 2(Y); Lemma 2.1 
with L,= L then implies that Y@ is complete. By 1), 3) we have Y*> Y 
and therefore Y“ > b Y; the reverse inequality holds by 2), so that Y= bY. 

In what follows we require in particular a better knowledge of the space Y® 
constructed from Y = Y) in the way described. It is cléar from the con- 
struction that Y@) may be defined as the set of all L-limits of all“ Y-Cauchy 
sequences in Y, with the norm 
(2.1) fullyw = vad br lynly : {y,} @ Y-Cauchy sequence, lim, y, = “| ‘ 

n-—> co n—> @ 

Theorem 2.4. Assume that L is complete and Y ¢ W(L). The following state- 

ments are equivalent : 


(1): of {y,} is a Y-Cauchy sequence such that lim; y,= y € Y, then |yllyS 


S lim IYnlly , 
(2): tf {y,} ts a Y-Cauchy sequence such that lim, y,= 0, then lim |ly,||y= 0; 


n-> oo n-—> co 

(3): the canonical isometrical isomorphism © of Y into its abstract com- 
pletion Y may be extended to an isometrical isomorphism of Y) onto Y ; 

(4): ® may be extended to an isometrical isomorphism of b Y onto Y ; 

(5): the identity mapping of Y into b Y is isometrical ; 

(6): there exists Z « B(L), Z = Y, such that the identity mapping of Y into 
Z is isometrical ; 

(7): the identity mapping of Y into Y®) is isometrical. 

Proof. (1) implies (2): Let {y,} be a Y-Cauchy sequence such that lim, y, 

n—> co 


= 0, and assume lim |y,||y= 2 > 0. Let m be a positive integer so large that 
n—>@ 


Yule = | and that |y,— Y¥mly< 5 for all n =m. Then {y,— ym} is a 
Y-Cauchy sequence such that lim,;(y,— ¥m)= — ¥m€ Y. Applying (1) we 
na x 
obtain = <|—ymly < lim |y,—Ymly < + Aacontradiction. Hence lim y,ly = 0. 
n—> co n-—> co 
(2) implies (3): If {y,}, {y),} are Y-Cauchy sequences belonging to the 
same equivalence class g € Y, thenlim|y,,— y;||y= 0, hence lim; y,= lim, y’, € 


n-> co n-> co n-—> CO 
€ Y®, so that to each g ¢ ¥ corresponds in this manner a unique element 
W 9 « Y®. This mapping is obviously linear, bounded and onto, with || = 1, 
by virtue of the above reformulation of the definition of Y@) and of (2.1). 
Further, ¥ @ is clearly the identity mapping of Y into Y®. We have not 
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yet used (2); now (2) may be restated, with our new notation, as Y~'(0) 
= {0}, i.e. (since ¥ is linear) Y is one-to-one. Therefore, for any u= Y 9 ¢ Y®, 
all the Y-Cauchy sequences {y,} which L-converge to u have lim|y,||y= ||, 


so that, by (2.1), (¥ Gym = julyw = fp. Thus Y is an isometrical iso- 
morphism of ¥ onto Y®, and Y-! is the required extension of ®. 

(3) implies (4): By (3), Y® is complete, hence (by the same argument 
as for 2 above) Y®)= b Y. The conclusion follows from (3). 

(4) implies (5): Trivial; 

(5) implies (6): Set Z= bY; 

(6) implies (7): Y Ss YOs bY <Z imply, by (6), for every y € Y, |yly= 
= lyly~ = lylz= lylly, 80 that |ylyo = lylly; 

(7) implies (1): Let {y,} be a Y-Cauchy sequence such that lim; y,= y € Y. 


n-> 


Applying (7) and (2.1), |yly= yyw S lim |y,||y, as was to be proved. 
a @ 


In view of Theorem 2.4, a space Y ¢W(L) which satisfies conditions 
(1)—{7) (or any one of them) is termed L-completable, and Y“) = b Y is termed 
its L-completion. The condition (1) for L-completability corresponds to “de- 
numerable convexity” of the norm of Y in the sense of [12]. 

Corollary 2.2. Jf Y,Z¢M(L) are norm-equivalent and Y is L-completable, 
then Z is L-completable. 

Proof. Evident from Theorem 2.4, (2). 


We see from Theorem 2.4 that the L-completability of a space Y ¢ W(L) 
implies that Y® is complete and, equivalently, that Y“)= b Y. The following 
example shows that this property is not sufficient to ensure L-completability. 

Example 2.4. Let U be an infinite-dimensional Banach space and V a 
linear manifold dense in U but + U. Let u,¢ U be such that u,¢’ V (hence 
Uy+ 0). Define L as the quotient space U/{A u,} (hence L is a Banach space) 
and let 22 be the canonical homomorphism of U onto L (we note that |Q| = 1). 
We define Y as 2(V) with the norm |Q v||y= |p for all v € V; since {Au} AV 
= {0}, distinct elements of V have distinct images under 2, and the norm 
in Y is well defined. Further, |Q vj, < w= |Q vy for all v € VV, so that Y < L, 
Y¢M(L). We claim that Y= L. Let z ¢ L(Y), which means that there 
exists, for every «, 0<e<1, a Y-Cauchy sequence {Qv,} in 2(Y) such 
that lim |Q v, — (1 — e) 2, = 0. Then {v,} is a U-Cauchy sequence in 2(U) 1-4 V, 


n-— @ 
and hence has a U-limit u ¢ 2(U). Clearly lim |Q(v,,— u)|,< lim}, — ulp= 0, 
n— @ an © 
so that Qu = (1 — e) z and (1 — e) |e, = |Q ull, S lull < 1, so that (1 — e) 2 
¢€ X(L), and since ¢ was arbitrarily small, z ¢ 2(L), whence 2(¥®)c 2(L). 
Let, conversely, z ¢ 2(L), e > 0 be given. Then there exists u ¢ U, Qu= z, 
ull S (1 + €) ell; S 14+ e. Since V is dense in U, hence in (1 + e) 2(U), 
there exists a sequence {v,}, v,€V, |_| < 1+ e, such that lim|y, — ujy= 0; 


n-—> @ 


hence {v,} is a U-Cauchy sequence. Then {Q,} is a Y-Cauchy sequence, 
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\2 v,|yS 1+ e, and mie, — Hes lima , — ujy= 0, so that z= Que 


€(1 + e) Z2(Y). Glace € was orbitrary, 1 z % 2(Y), whence 2(L)c L(Y), 
so that indeed Y®)= L and Y® is complete. However, since V is dense in U 
there exists, for every positive integer m, an element v,,¢€ V such that 
Wm — Yolo S Ieolly/(m + 1); hence 


22 vnlly= allo = oll 3 lm ng Uglo= m lm te Ugly =m }2(v, pa Up), = m 2 nll, 


so that the identity mapping of Y into Y® is not isometrical (indeed it has 
no bounded inverse on its range) and hence Y is not L-completable. 


3. F-spaces 
3.1. Preliminaries on function spaces. The space L(X) 


In this section we shall be concerned with certain function spaces. The 
domain of the functions involved shall be, unless otherwise noted, J = [0, «). 
For sets in J, ~ shall denote relative complements, + and — being used for 
the algebraic operations; u~ shall denote Lebesgue measure on J, and all 
measure-theoretical terms shall refer to u unless otherwise noted. X shall 
denote a real or complex Banach space + {0}; the norm in X shall be denoted 
simply by || |, and for every x ¢ X we set sgn x = |z|-'z if x + 0, sgn0= 0. 
In particular, R shall denote the one-dimensional rea] space identified with 
the real numbers (the norm in R is accordingly denoted by | |). 


Our function spaces will consist of strongly measurable functions on J 
with values in X, or rather, of equivalence classes of such functions modulo 
null sets in J ; we shall usually, however, stick to the more inaccurate termino- 
logy and identify such equivalent functions. (See [5, ch. III] for the essential 
facts concerning measurability, etc., for Banach-space-valued functions). 
Addition and multiplication with scalars (real or complex, according as X 
is real or complex) and with scalar-valued measurable functions shall always 
mean the pointwise operations. 


The characteristic function of any (measurable) set ZC J shall be denoted 
by zz. The set of (equivalence classes of) measurable real-valued functions 
is a (conditional o-)lattice under the ordering <, where g,S gy, means q(t) S 
S @2(t) a.e. (almost everywhere) on J. The terms “positive function q’’, 
“increasing sequence {g,}” shall mean p20, @,i;=> Gp, (n= 1, 2,...) Te- 
spectively, and to prevent ambiguity we shall avoid using terms such as 
“strictly positive”, “strictly increasing”. The lattice operations shall be de- 
noted by sup and inf; if g,< g,, we define the interval [g,, g,]= {y: y 
measurable, ~,< y S gy}. The same notation is used in cases where the do- 
main is other than J. 


To any strongly measurable function { from J into X correspond the 
measurable real-valued function |f| and the strongly measurable function 


sgn /, defined by |jf\\(¢) = |if(é)|), (sgn f) () = sgn f(t), and satisfying f = |i/|| sgn /. 
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Let X be given. The set of strongly measurable functions from J into X 
which are (Bochner) integrable on every bounded interval J’c J becomes, 
with the topology of convergence in the mean on every bounded J’ (i. e., con- 
vergence in L’(J’, X) of the functions restricted to J’) a locally convex topo- 
logical vector space L(X). A set of seminorms defining its topology is given by 
{\f{@® dt for all bounded intervals J’CJ; actually, a denumerable set 
Pr 


suffices, as e.g., J’= [n,n + 1], n= 0,1,..., or J’= [0,n], n= 1,2,.... 
We obtain in particular a “natural” product representation, namely L(X) 


= X Li({n,n +1], X), the projection /7,,on the n-th direct factor space 
0 


simply meaning restriction of the functions to [n,n + 1]. Thus, since each 
Li({n, n + 1], X) is a Banach space, L(X) is a Fréchet space, i.e., complete 
and metrizable, hence in particular Hausdorff. It is worth while pointing out 
that / € L(X) if and only if / is strongly measurable and || ¢ L, (where here 
and henceforth L= L(R)), and that the mapping f — |/| from L(X) into L 
is continuous. 

Well-known results on integrability imply that L is a lattice under the above- 
defined ordering <, and that it is “order-convex”’ with respect to this ordering, 
i.e., if gy, GEL, gS Pq, then [q,, y,.]C L. We require a property of L 
(Lemma 3.2 below) which is of a classical nature, but does not seem to be 
stated explicitly in the literature. 

Lemma 3.1. Let J’ c J be any bounded interval. We write L’(J’) = L’(J’, R). 
For any 9, 92€U'(J'), Gis Pa, the interval [—,, y,] ts weakly sequentially 
compact in L}(J"). 

Proof. If p= @— 9, then p20 and [q,, g.]= 9, + [0,~]; we may 
therefore restrict our attention to the interval [0, g]. Let a sequence {y,} 
be given in [0, g]. For every measurable subset Zc J’ we have 


(3.1) O</fy,(t)dt s f p(t) dt owed... 
E E 


By means of a diagonal process we may obtain a subsequence {¥y,,}, such 


that lim / y,,(t) dt exists for every pair of rational numbers r, s ¢ J’. Since 
ji- or 
every measurable set EC J’ may be approximated in measure by finite 
collections of intervals with rational end-points, (3.1) implies that Y(Z) 
= lim f y,,(t) dt exists for every measurable Zc .J’. 'P(Z) is clearly additive, 
j+ ok 


hence countably additive on account of (3.1). Since, again by (3.1),0 < ¥(Z)s 
< f{ p(t) dt, (2) is absolutely continuous. There exists, therefore, y € L(J’) 
BK 


such that Y(Z)= / p(t) dt, i.e., lim f{ (y(t) — yp,(t))dt= 0, for all mea- 
E j-~eok 


surable sets ZC J’. Setting in particular E = {t: p(t) < 0} and using (3.1) we 
obtain the contradiction 0 < [f y(t) dt < 0 unless Z is null; hence y 20; 
BE 


similarly, y S ¢, i. e., y € [0, ¢]. 
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The dual space of L}(J’) is canonically identified with L®(J’, R) = L™(J’). 
‘Let w € L®(J’) (w* being the corresponding functional) and ¢ > 0 be arbi- 
trary but fixed. Since L~(J’) is spanned (as a Banach space) by the set of 
characteristic functions of the measurable subsets of J’, there exists a finite 


= | 
combination thereof (a “simple function”) >” «7, such that ess sup Jott) - 
I teJ’ 


=< e. Then 





m 
— 2) Me Xe, 


_ sup |(w*, y — Yp,)| = lim sup 4 w (t) (p(t) — wn, (t)) at < 
> 2 I ax 


S 2 |a4 lim fv — Pas (t)) del + € f ptt) — Yo, (| dt 50+ 2ef pit) dt . 
I> eB; | 


Since ¢ was arbitrarily small, lim(w*, y — y,,) = 0. Since this holds for every 


jvm aw 
w €L*(J"), y,, converges weakly to y in L}(J’). 
Lemma 3.2. For any 4, 92€L, 9S 2, the interval [q,, y2] is weakly 
sequentially compact in L. 
Proof. We recall that L= X L({n,n + 1]}) and observe that the weak 
0 
topology of L is the product topology of the weak topologies of the factor 
spaces [l, p. 75]. It is obvious that [g,, y,] = X [/7, 9,17, 2] (where, as 
0 


already mentioned, J7,, is the restriction to [n,n + 1]). Since each of the 
factor sets is sequentially compact in the weak topology of the corresponding 
factor space (Lemma 3.1), [%,, 92] is weakly sequentially compact in L; in 
fact, a denumerable product of sequentially compact spaces is sequentially 
compact in the product topology (diagonal process, cf. [6, p. 238]). 

Remark 1. Lemma 3.1 may be considered a highly special application of a 
result of LuxEmBure [8, p. 32]. 

Remark 2. In a complete locally convex Hausdorff topological vector space, 
a set is weakly sequentially compact if and only if it is weakly compact [3, 
p. 177]; hence “sequentially” may be deleted from the statements of Lemmas 
3.1, 3.2. For our purposes, the statements as they stand are sufficient. 

Remark 3. Lemma 3.2 could have been proved directly after the manner 
of Lemma 3.1, with a previous characterization of the dual space of L. 


3.2. The classes F (X) 


We now proceed to define the function spaces we shall deal with in this 
section; we begin with real-valued functions. The class F shall consist of all 
normed spaces F (with norm | |p) whose elements are (equivalence classes of) 
real-valued measurable functions defined on J, and which satisfy the following 
conditions : 

(a): F is stronger than L (i.e., F ¢ W (L)); 











wa — 





(b): if m € F and y is a real-valued measurable function such that | y| < | ¢], 
then y€F and |ylp<Iqly (in other words, if g¢F, then [— ||, |g/]c 
Clgle* 2(F)). 

It is useful to restate (a) in terms of the seminorms of L (formulation 1) 
of the definition of ‘‘stronger than’’): for every bounded interval J’c J there 
exists a non-negative constant «(J’) such that { |p(t)| dt < «(J’) |q|p for all 

Fi 


gy € F; we shall always take a(J’) to denote the least number with this pro- 
perty. 

Let now X be a given Banach space. For every F ¢ F# we denote by F(X) 
the normed space of the (equivalence classes of) strongly measurable functions / 
from J into X such that |/| ¢ F, with the norm jfip.x) = | Iflp (with this 
definition, and using (b), it follows that F(R) = F). In the subscript of the 
norm we shall drop the argument X whenever practicable. The class of all 
the spaces F(X), F ¢ # for one and the same X shall be denoted by F(X). 
This definition and notation is given fuller meaning by the following result: 

Theorem 3.1. Jf G is a normed space (with norm | |g) whose elements are 
(equivalence classes of) strongly measurable functions from J into X, then 
G ¢ F(X) if and only if G satisfies the following conditions: 

(ay): G is stronger than L(X) (i.e., @ € W(L(X))); 

(by): if f € G and g is a strongly measurable function from J into X such 
that \\g| < \f, then g € G and Iglg Ifla- 

Proof. 1. We begin by assuming that @ satisfies (ay), (by). We give the 
proof for real X : if X is complex, the argument has to be applied to the under- 
lying real spaces. Let x € X, |x| = 1 be arbitrary but fixed. The set G,c @ of 
those functions whose values are a.e. collinear with x is a linear manifold in G; 
we show that it is actually a subspace (this is not required now, but will be 
useful later): let 2*¢ X* be any bounded linear functional on X such that 
(z*, z)= 1. For every /¢€G, set Vf =f—(x*,f)-2. Vf is strongly mea- 
surable (since (z*, f) is measurable) and |¥ f| < (1 + |z*|) if, so that, by (by), 
YY? ¢G and, since ¥ is obviously linear, Y is an operator on @ with || < 
< 1 + |x*|. Since evidently G,= {f: f ¢ @, Y f = 0}, G, is indeed closed in @. 

Let F be the normed vector space of real-valued measurable functions g 
such that mz € G, i.e., p x € G,, with the norm |g|p = |¢ z|g. The mapping 
y+ x is one-to-one and is an isometrical isomorphism of F onto G, (its 
inverse is { > (z*, /)). 

By (ay) there exists for every bounded interval J’ CJ a constant 6 (J’) = 0 
such that /f |f(t)|dt< B(J’)Iflg for all fe G@. If peF then { |p(t)| dt 

J J 


= f \p(t) zjdt < BU’) Ip zlg= Bi’) gly, so that F satisfies (a) (and 
jf 


a(J’) < B(J’)). From (by) it follows at once that F satisfies (b), so that F ¢« F. 


If f€G, then, by (by), fj) z¢@,, and hence || ¢ F; conversely, if f/ is 
strongly measurable and || ¢ F, then |/|2¢G@, and |/|= | |/\zj; hence, by 
(by), f € G and Iftg= | If zla = Ifllp. We conclude that G = F(X). 
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2. Assume, conversely, that G = F(X), F ¢ #. Property (ay) of G follows 
from property (a) by reversing the above argument; and (by) follows at 
once from (b). 

On account of property (ay), A(X) is a subclass of M(L(X)); we shall 
show that it is a sublattice. We remark, to begin with, that the correspon- 
dence F «+ F(X) preserves the partial ordering induced on F, F(X) by that 
of W(L), W(L(X)), respectively, as well as the relation “stronger than” 
(obvious from the definitions). 

Theorem 3.2. For any fixed X and any non-void index set £, if F,(X) € 
€ F(X) for all E¢ 5, then AF,(X) ¢€ F(X) and, if V F,(X) exists (e. g., 
if & is finite or if F,(X) SY for some Y¢ W(L(X)) and all &¢ =) then also 
Y F(X) € F(X). Further, A F,(X) = (A F,) (X) and V F,(X) = (V F,) (X). 

Proof. For the first statement, it is sufficient to prove, in view of Theo- 
rem 3.1; that A F,(X), V F;(X) satisfy (by). For the meet this is an imme- 
diate consequence of its definition and the fact that each F,(X) satisfies (by). 
Let then. G@ = VF,(X). For any {¢@ we have f= 3'f., f-¢ F,(X), with 
only a finite number of nonzero terms. If g is strongly measurable and |g! < 
S Ifl, we have g = S'gg, where y= “phir 9 (ge(t) — 0 where ¥’ ife(t)|= 0) is 
strongly measurable for every §¢€ 5. Then |g, < HW, Wf = aa Wel S 
S Wel. By (by), ge€ F,(X) and |gp.S |/elp, for every €. Using the definition 
of the join, we conclude that g ¢€ G and Iglg< ) Igy, < D I/dp,; taking the 
infimum of the last member for all finite-sum representations f= )’/, we 
finaliy obtain lglg < I/lg, as was to be proved. 

The lattice isomorphism between FA and F(X) is an immediate conse- 
quence of the preceding and the fact that the correspondence F + F(X) is 
order-preserving. 

The set of complete spaces in F(X), i.e., F(X) \4(L(X)), is a sublattice 
of F(X), on account of Theorems 2.1 and 3.2 (in this sublattice we may take 
meets of arbitrary subclasses). We shall now show that the lattice isomorphism 
F «+ F(X) preserves completeness. 

Theorem 3.3. Jf F ¢ #, F(X) is a Banach space if and only if F is a Banach 


Proof. If F(X) is complete, the subspace (F(X)), defined in the proof of 
Theorem 3.1 is complete; but this subspace is mapped isomorphically and 
isometrically onto F; hence F is complete. 

If F is complete, let {/,} be any F(X)-Cauchy sequence in 2(F(X)) and 
let f be its L(X)-limit. Then {\f,|} is an F-Cauchy sequence in 2(F) and has 
an F-limit (which is also the L-limit) m ¢ 2(F). Since the mapping f — |i 
from L(X) into L is continuous, we conclude that = |if|. Hence f ¢ F(X) and 
lily = Wile S 1. By Lemma 2.1, F is complete. 

Since L(X) is complete, we may consider, for every F(X) € F(X), the 
corresponding b(F(X)) (Subsection 2.4). We have the following rather natural 
result : 
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Theorem 3.4. If F(X) € F(X), then b(F(X)) ¢ F(X). 

Proof. We use the trausfinite construction of b(F(X)) given in Sub- 
section 2.4, and prove that (F(X))@¢ #(X) for every ordinal « (this will 
prove the theorem, since b(F(X)) is itself a member of this sequence). For 
a= 0 this is the case by assumption. Assume that it is the case for all a < y; 
we refer to the two cases discussed in the construction. In Case II, y is a limit 
ordinal and (F(X))® = V,— ,(F(X))@¢€ #(X) by Theorem 3.2. In Case I we 
have y= 6 + 1 and (F(X))¢ F(X) by the induction assumption. Since 
(F(X))¢*= ((F(X)))® in the sense of the construction, and since this 
space is in /(L(X)), the proof of the theorem will be complete if we show 
that F(X) ¢ F(X) implies that (F(X))® satisfies (by) (Theorem 3.1). 

Let then f ¢ (F(X))™ be arbitrary. f is the L(X)-limit of certain F(X)- 
Cauchy sequences and, by (2.1), |flq@cyyo= inf | lim |f,|p: {f,} an F(X)- 


n—> 2 


Cauchy sequence, lim, (y)/,= N . Let g be strongly measurable, |g! < |i/|. For 


every F(X)-Cauchy sequence {/,} which L(X)-converges to f we set g,= 
= (inf {\/,\, gi}) sgn g. Since |g, S Wnll, 9n€ F(X), WaleS Ifnle- Since clearly 
19 m— In| s Wf m— fall ya Inle Ss \tm— fale and {Gn} is an F(X)-Cauchy sequence. 
Finally, since |g — g,| = sup {lg — t/n), 0} S sup {if| — Wal, 0} S If — fall 
limpcy) Jn= g- We conclude that g¢(F(X))™ and, by (2.1), Iglecey»m S 


ue @ 


S lim |g,|pS lim |/,lp. Taking the infimum of the last member we obtain 


le (x) S la ays as was to be proved. 

Corollary 3.1. Jf F ¢ A, then b(F(X)) = (b F) (X). F(X) is L(X)-comple- 
table if and only if F is L-completable. 

Proof. Since b(F(X))¢ F(X), there exists G@¢ FA such that b(F(X)) 
= G(X). Since G(X) = F(X), we have G2F; by Theorem 3.3, @ is com- 
plete, hence G = bF. On the other hand, bF = F implies (bF) (X) = F(X) and, 
by Theorem 3.3, (bF)(X) is complete. Hence (bF) (X) = b(F(X)) = G(X), 
and bF = G; this proves bF = G, whence (bF) (X) = G(X), as claimed. The 
last statement follows at once from Theorem 2.4, (5). 

We may henceforth omit the parentheses and write bF (X). 

Remark. It is easy to show, by the argument of the proof of Theorem 3.4, 
that if F ¢ A, then F@)(X) = (F(X))@. Combining this with the last part of 
Theorem 3.2, we conclude that F(*)(X) = (F(X))@ for every ordinal «, and 
obtain another proof of Corollary 3.1. 


3.3. Local closure 


Our next purpose is to consider the concepts of local closure and (quasi) 
local closedness in connection with F-spaces. The local closures shall always 
be taken, unless otherwise specified, in L or L(X), as the case may be. Since 
these spaces are complete, Theorem 2.2 applies and every quasi locally closed 
space is complete in this case. 
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We begin with certain results concerning spaces of real-valued functions. 
Theorem 3.5. Let Fe F be given. If peleF there exists an F-bounded 
increasing sequence {pq} of positive terms in F, 9, = |p|, such that lim, y,= | >| 
and | Plicy = lim | Palp- Conversely, if {g,} is an F-bounded inorenting sequence 


of positive terms in F, it converges in L to a function — € lcF and |g), p< lim |g, |p. 
an- @ 

Proof. 1. Assume g €lcF and set A= Iql,p. This implies g ¢ A 2(icF) 

= el, A 2(F). Since L is metrizable, there exists {y,}, y,¢€ 2 2(F), such that 

limy, y,= gy. We set y;,= inf {|y,|, ||} for every n; thus 0< y),<|y,|, 


hence, by (b), wy, ¢A2(F); clearly y,<|q|, and |g| — y,= sup {|g| — 
— |p|, 0} S |p — y,|, so that limy y}, = |g|. Taking a subsequence, if neces- 


n-—> CO 
sary, we may assume that y),—|qg| pointwise a.e. on J. We now set 9, 
= inf {y;}, and claim that the sequence {g,} satisfies the conditions in the 
jan 
statement of the theorem. Indeed, the sequence is obviously of positive terms 
and increasing, and g,< y;, <|g|. From ¢,< y; and (b) we conclude that 
g@,€ A 2Z(F), so that |~,|p< A. By the construction, y, — |p| pointwise a. e. 
on J; since 0< y, <|q|, Lebesgue’s Theorem implies that lim, y,,= |g}. Using 


n-> © 


Lemma 2.2, A < lim I@,lp SA (the limit exists since {|y,|p} is increasing), so 


n— ce 


that indeed lim |y,|p= A. 


2. Let {p,} be an F-bounded increasing sequence: of positive terms in F. 
By (b), {lglg} is non-decreasing and, being bounded, has a limit, say A = 0. 
For every bounded interval J’CJ, f{ |g, (t)| dt < «(J’) loalps «(J’)A. By 

y 


Beppo Levi’s Theorem, there exists the limit g = lim, y, (of course p 2 9, 


n—> co 


for all n and gy, @ pointwise a. e. on J). By Lemma 2.2, |g]. p< A. 
Corollary 3.2. If F ¢ F then leF ¢ F. 


Proof. It only remains to prove that IcF satisfies (b). Assume 9 € IcF, 
y measurable, | y| < |g. Let {g,} be the increasing sequence of Theorem 3.5 
(first part). Then, setting y,= (inf{g,, |y|})sgny, we have 0< |p — y,]| 
= sup{|y| — @,, 0} < sup{|q| — g,, 0} = |y| — gp. Since the last member 
tends to 0 in L as n + 0, so does the first. Hence lim, y,= y. ButO < |y,| < @,, 
hence, by (b), y,€ F and |y,lpS loaleS Iohcr- Hence y €leF and |y|. ps 
S iim inf |y, |p = |yhee (Lemma 2.2). 


n-—> © 


Corollary 3.3. A space F ¢ F is locally closed if and only if, for every F- 
bounded increasing sequence {,} of positive terms in F, its L-limit lies in F 
and | Plp = lim | Pale- 


Remark. Since g = ¢,, for all n, (b) implies that in the statement of the 
corollary the equality sign may be replaced by <. 
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Proof. If F is locally closed, Theorem 3.5 (second part) implies g ¢ F and 
\oly= I@hcrS lim Ipalp, and the above Remark completes the proof. If the 


converse assumption holds, Theorem 3.5 (first part) implies at once that F 
is locally closed. 

Theorem 3.6. A space F ¢ F is quasi locally closed if and only if, for every 
F-bounded increasing sequence { p,} of positive terms in F, its L-limit op lies in F. 

Proof. If F is quasi locally closed, F and lcF consist of the same elements ; 
since @ € leF by Theorem 3.5, we have g ¢ F. The proof of the converse is 
based on an argument of G. G. Lorentz, as quoted in [9]. Assume that for 
any sequence {qg,} as specified we indeed have gm ¢ F. We claim that there 
exists a constant y > 0, depending only on F, such that |glps y- lim |@,lp 

n> © 


for every such sequence {g,}. Suppose such a y did not exist. For each po- 

sitive integer m there would exist an increasing sequence of positive terms 

{Pn} in F, with L-limit ¢,,, such that |, ”lp< m~* for all n and |g,lp = m. 
n n 


We set y,= © Omn€ F, whence |y,lps 5 m-*< 2/6 for all n. Furthermore, 
m=1 1 


{y,} is increasing; by assumption, limyy,= y € F. Let p be an arbitrary 


positive integer. For any n= p we have p= y,= DY Pmn= Ppn- Taking the 
m=1 


L-limit of the last member, we find y = g,, whence, by (b), lwlp > lpgle= Pp, 
which is absurd. The existence of y has thus been established. Under the 
assumption, Theorem 3.5 implies that F and leF have the same elements; 
and if m ¢ F is arbitrary and {¢,} is the sequence of Theorem 3.5 (first part) 
which L-converges to |g| we have |glcr<|olpS y* lim |¢nle = 7 IPhcr, 80 


that F and IcF are norm-equivalent, as was to be proved. 

Corollary 3.4. A space F ¢ F is quasi locally closed if and only if F and 
leF consist of the same elements. 

Proof. The “only if” part is trivial. The “if” part is an immediate conse- 
quence of Theorem 3.5 (first part) and Theorem 3.6. 

Theorem 3.7. Ij F, @ ¢ F are locally closed then F vy G is locally closed. 

Proof. By Theorem 3.2, F vy G@ ¢ #; we therefore apply the local closedness 
criterion of Corollary 3.3. Let {w,} be an F y G-bounded increasing sequence 
of positive terms in F y @ and let w be its L-limit. Set A = lim |@,lp  g. Let 


n> @ 
¢ > O arbitrary but fixed for the time being. By definition there exist sequences 
{Pn}; {pn} in F, G, respectively, such that Pant Yrn= Wn and I Pale + I¥ala “ 
S (1+ €) J@glpy gS (1+ €)A for all n. We set —;,=inf{|¢,|, @,} and y,= @,— 
— Py Then, since w,20, OS gy, S|), hence g,€F and |gplrS |Pale; 
Ya= On— Pa= sup{W,— 1Pn|, 9}; so that OS y,S |@_— ni ~ | Pal and 
therefore y;,€ G, |yalaS lvale- Thus lpilp + [vale S (1 + €) A. By construction, 
9), € [0, w,] C [0, w] for all n. By Lemma 3.2 there exists a subsequence, 
say {@,,}, Which converges weakly in L to, say, p € [0, w]; since w,,= Pn, + 
+ Wh, L-converges to w, {y;,} converges weakly in L to y= w — 9 € [0, @). 
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By an appropriate choice of the subsequence we may further assume that 
as: tim 0 [Pale Ags tim n I¥nla both exist; then A,+ A,< (1+ e) A. For arbi- 


wary: @: > Oand sufficiently large j, |@jle S (1 + 9) A,; since F is locally closed, 
(1+ )A,2(F) is closed in L, hence, being a convex set, is weakly closed in L. 
Thus pé(1+ 4) A,2(F) and, since 7 is arbitrary, m ¢A,2(F). Similarly, 
y €A,2(G). Hence w= p+ pe Fv G and |olp, gS lole+ lyleS 4+ Ss 
S (1+ e) A. Since this holds for arbitrary e > 0, we conclude that |w|p\, g< A, 
as was to be proved. 

Corollary 3.5. Jf F, G@¢F are quasi locally closed then F vy G@ is quasi lo- 
cally closed. 

Proof. Norm-equivalence is invariant under the lattice operations. 

We now show that the study of A(X) with respect to local closure, etc., 
reduces essentially to that of F. 


Theorem 3.8. For any F ¢ F, le(F(X)) = (leF) (X). 

Proof. The statement is meaningful by Corollary 3.2. 2 (F(X )) is the in- 
verse image of 2(F) under the continuous mapping / — ||/| from L(X) into L. 
Therefore 2((lcF) (X)), the inverse image of the L-closed set 2(IcF), is closed 
in L(X) [and contains 2(F(X))]; hence 2((IeF) (X)) D ely yx, 2(F(X)) 
= Z(le(F(X))),i. e., le(F(X)) < (leF) (X). Conversely, let f € X((leF) (X)) be 
arbitrary ; it follows that || ¢ 2(lcF). By Theorem 3.5 there exists a sequence 
{@,} of positive terms in 2(F) such that lim, ¢,= |f|. We set /,= ¢,° sgn /; 


n-— @ 


then /,, is strongly measurable and |/,||= ,¢ 2(F), whence /, ¢ 2(F(X)). But 
fall = |W — @,| > 0in Las n— oo, Hence f = limy,,y)/,, and f € ely, (x) 2(F(X)) 


X(le(F (X))). Hence Z((leF) (X)) c X(le(F(X))), i-e., (leF) (X) < le(F(X)) 
and the proof of equality is complete. 

in view of this theorem we may omit the parentheses and write simply 
IcF (X). 

Corollary 3.6. If F « F#, F(X) is [quasi] locally closed if and only if F is 
[quasi] locally closed. F(X) is quasi locally closed if and only if F(X) and \cF (X) 
have the same elements. Finite joins and meets of (quasi| locally closed spaces 
in F (X) are {quasi} locally closed. 

Proof. Theorem 3.8 with Corollary 3.4, Theorem 3.7, Corollary 3.5, Theo- 
rem 3.2 and the remarks concerning meets in Subsection 2.3, together with 
the fact that the correspondence F + F(X) preserves norm-equivalence. 

At this point we note the close connection which exists between the spaces 
of class F and the spaces studied in [2, 8,9], when the underlying measure 
space is J (with Lebesgue measure); we refer more especially to the termino- 
logy of [9]. Let F ¢ F be given; for any measurable real-valued function m = 0 
we set 0(~) = Iglp if y ¢ F, and = co otherwise. If F + {0}, o() then satisfies 
P1) and P2a), and F is the corresponding space (called X in [9]) — and any 
space defined by such a o(¢) belongs to F if and only if it is stronger than L. 
Theorem 3.6 and Corollary 3.3 show that o(q) satisfies P2b) [P2str)] if and 
only if F is quasi locally closed [locally closed]. In order to use the results of [9] 
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it would have been necessary to remove “unfriendly sets”’ (i. e., non-null sub- 
sets of J such that every function in F vanishes a.e. on them). Since this 
step would not be convenient for our purposes (the set J will not be used merely 
as a measure space) we do not pursue the connection at this point, but shall 
take it up later in a still more restricted context (Subsection 4.5). 

We do, however, quote one result connected with the papers mentioned 
above, namely one concerning reflexivity of spaces in F(X), for the sake of 
completeness. If F ¢ F is locally closed and + {0}, the function o(q) defined 
above satisfies P1), P2a), P2str) of [9] and is therefore a “length function” 
in the sense of [2], and F is the corresponding L¢ in the terminology of the 
latter paper. We then have: 

Theorem 3.9. If F ¢ F, F(X) is reflexive if and only if F and X are reflexive. 

Proof. If F [F(X)] is reflexive, it is locally closed (Theorem 2.3 and con- 
dition (a) [(ay)]); using Corollary 3.6, we may assume that F is locally closed 
in any case. Then the theorem is identical with Theorem 1 of [4]. (Theorem 2 
of [4] provides a criterion for the reflexivity of F in terms of the length 
function o@(g) and its “‘conjugate”’.) 


4. 7 -spaces 
4.1. Translation operators and the classes J (X), 7 *(X) 


We define two translation operators for functions defined on J. For any 
t 2 0 and any (strongly measurable) function f from J into X we define 7} /, 
T;f as 

rijy—=\ SEK pepase+n) #20, 
f(t—t) t2r, 

so that T;/, T';/ are also (strongly measurable) functions from J into X, and 
functions equivalent modulo a null set are again transformed into equivalent 
functions, so that it is permissible to go on identifying such functions. Further, 
T;, T; are both linear. It is sometimes convenient to consider the operator, 7’,, 
defined for all realtas7,= 7; ifr >Oand 7,= T-,if t= 0. We also define 
a truncation operator O, for t= 0, as O,= T;T;, so that O,f= 4, «)/. 
We note the following trivial relations among the many which these operators 
satisfy : 


(4.la) T; T; = Tj = T5 = identity for all r>0 
(4.1 b) Ti. 42,= THT, Ti42,= 77,77, forall t,t, 20 
(4.1¢) IT; A= Trl, IT-M= TW, A= 9, NSW 


for all tr > 0 and every strongly measurable /. 
Hence, for every strongly measurable f and all real 1,, T2, 
(4.2) IT,,7,,fl= 7, Tall ST x, +1 W- 


Obviously, each T;, T;, O, is a continuous linear mapping of L(X) into L(X) 
for every t > 0 and every X. 
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We define 7 as the subclass of F consisting of those spaces F which, in 
addition to (a), (b), satisfy: 

(c): F + {0}; 

(d): if p € F and r= 0, then 7; p € F and |7; olp= lol. 

The subclass 7 * < 7 consists of all those spaces F satisfying the additional 
condition 

(d*): ifm ¢F and r2>0 then T7 gp cF. 

It is often useful to notice that, if F satisfies (b), conditions (d), (d*) taken 
together are equivalent to the following condition: 

(dd*): if » ¢ F and r is real, then T,@¢F and |7, lps |olp- 

Indeed, (dd*) follows from (d) if r>0; if r<0, (d*) implies 7’, p €F, and (b), (d), 
(4.1c) give |7', ply= |O_, oly S Iplp, 80 that (dd*) holds. Conversely, if (dd*) 
holds and t= 0, then T; p ¢ F, so that (d*) holds; and T; m¢F, and by 
(4.la), lole= IT7 Ti oles IT? GIF <\oly, whence equality follows and (d) 
holds. 

For every Banach space we define the classes 7 (X) = {F(X):F¢ 7}, 
TF *(X) = {F(X): F ¢ 7 *}, so that 7 *(X)c 7 (X)cC F(X). 

Theorem 4.1. Jf G is a normed space whose elements are (equivalence classes 
of) strongly measurable function from J into X, then G@¢EF7(X) if and only 
if @ satisfies (ax), (by) and, in addition, 

(cx): @ + (0}; 

(dy): if f€ G@ and tr=0, then Tif ¢ G@ and |Tt fle = Ifle- 

G ¢ 7 *(X) if and only if the following additional condition holds: 

(d=): if f € G and t = 0, then T>f € G. 

Proof. By Theorem 3.1 we may set G= F(X), F ¢ #. It is then trivial 
that properties (c), (d) [and (d*)] of F imply properties (cy), (dy) [and (d})] 
of F(X) and conversely. 

From this point on, every property of spaces of functions with values in X 
which we shall require may be inferred, by means of the theorems already 
proved, from the corresponding property for the particular case X = R; we 
shall always prove the theorems for this particular case and show how the 
general case reduces to it, even in the instances where a direct proof on the 
same lines is feasible for the general case. 

We introduce the following notation for later use: for any F ¢ 7 and any 
t20, the sets {T} p: ~ € F}, {O,~: ~ € F} are linear manifolds in F (the 
former contained in the latter, since T$= 7; 7;T;= O,T; by (4.1a)); the 
latter manifold is actually a subspace on account of (b) and (4.1c). Provided 
with the norm induced by F, they obviously satisfy (a), (b), (d); (c) is obvious 
for the former of the manifolds and therefore holds for the latter, which con- 
tains it. These spaces thus belong to 7, and shall be denoted by 7T;F, 0, F 
respectively. If F ¢ 7 * it is obvious that 7; F = O, F. If we define T; (F(X)), 
etc., similarly, we obviously find 7;(F(X)) = (7; F) (X), ete., so that we 
may write 7’; F(X), etc., unambiguously. 

Many important function spaces belong to the classes 7 *(X); e. g., the 
Lebesgue (Bochner) spaces L?(X) = L?(J, X), 1 < p < cc, and more generally, 
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the Orlicz spaces. We shall consider these and other examples in detail later 
but give at once some results concerning three of these spaces. 
L'(X) is the set of all strongly measurable functions / from J into X, 


integrable in J, with the norm |/|,;= /{ |\f(t)| dt. L® (X) is the space of all strongly 
0 


measurable essentially bounded functions f from J into X, with the norm 
flo = ess sup |If(t)|. The space M(X) is the set of all functions f € ai such 
ted 


r+1 


that f \f (t)| dt is bounded for all t ¢ J, with the norm |/|y = a pe If(t)\dt. 


(Cf. (11, Section 3]; if we take the length of the interval of aielien to be 
a positive constant +1 we obtain a norm-equivalent space in 7 *(X); for 
others, see [11, Lemma 3.1].) 

Lemma 4.1. M(X), L’(X), L™(X) ¢7*(X), and these spaces are locally 
closed. 

Proof. The notation is consistent (i. e., for instance, f ¢ M(X) if and only 
if f is strongly measurable and || ¢ M= M(R)). By the fact that the corre- 
spondence F «+ F(X) preserves order and by Corollary 3.6 we may restrict 
the proof to the case X = R. The first part of the statement will be proved 
if we show that M is stronger than L and that L', L*< M, the remaining 
properties being evidently satisfied. For every bounded interval J’c J and 
every p ¢ M we have fie dt < (u(J’) + 1) |gly; for every p € L'[m ¢ L*] 


and every t€J we have 


r4 


oo t+1 
2 Ip (t)| dts f |p| dt = leh | Sf \p@\dts ess sap |p (t)| & a. 
so that m €M and |qly< Iq, [l¢lys lel.) as was to be proved. 

For the proof of the last part of the statement we apply the criterion of 
Corollary 3.3. Let {@,} be an M- [L’-] bounded increasing sequence of 
positive elements of M[L'] and let @ be its L-limit. For every t ¢ J we have, 
by Lebesgue’s Theorem, 


r+1 t+1 
f p(t)dt= lim f ¢,(t)dts lim lg, ly i g(t)dts lim We 


tT u-> wT n~-> @ n-> & 
hence @ € M [L'] and |gly< lim |e, ly []¢],< lim I¢,|,] as was to be proved. 
a-> X n-—> 


Let {g,} be an L*-bounded increasing sequence of positive elements of L™ 
and let @ be its L-limit. Then 9, < |M,|.° xy S | lim |@,1 x ~) yi; therefore 9S 


n—> co 


n-> & 


$(/ lim IP pl ~) yj, Whence » € L® and ||... S lim |¢,|.., as was to be proved. 
Exampie 4.1. There exists a space in .7 * which is a Banach space but is not 
quasi locally closed. Consider in fact the subspace M, of M consisting of all those 


r+l1 
gy €M such that lim / |¢(t)| dt = 0. This is indeed a linear manifold; if py 
17 
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t+1 
is in M but not in M, we have, for every p € My:|y — ylm 2 limsup / | p(t) — 


t+1 
— p(t)| dt=limsup f{ |yp(t)|dt,astrictly positivenumber independent of ¢, so 


that M, is closed, i. e., a subspace. Obviously M, ¢ 7 * ; since M is a Banach space 
(Lemma 4.1, Theorem 2.2) so is the subspace M,. Consider the increasing se- 
quence { 7j, »)} of positive elements of My; it is My-bounded, and its L-limit 
is y,; but y7,¢’ Mo, hence M, is not quasi locally closed (Theorem 3.6). 
Example 4.2. There exists a space in 7 * which is quasi locally closed but not 


locally closed. This space F consists of the same elements as M, but with 
t+ 


1 
lglp = lly + lim sup f |o(t)| dt for all p¢F. This is obviously a norm, 


2 
all » € F, so that F is norm-equivalent to M, hence quasi locally closed, by 
Lemma 4.1. Consider the increasing sequence { 7;9, »)} of positive terms in F; 
it is F-bounded, and its L-limit is 7,¢ F; however, |y;|p= 2 > 1 = lim | 7jo, nj; 


and F¢* (actually, F = (5M) v My). We have Igha< Iles 2 gba for 


so that F is not locally closed (Corollary 3.3). 

If F¢ 7 there may be non-null measurable sets in J such that every 
element of F vanishes a. e. on such a set (these are the unfriendly sets of [9}). 
We claim that the only unfriendly sets are those contained, except for a null 
set, in a certain fixed interval. Define, in fact, 6 6(F) = sup{r:1<¢J, 


ess sup |g(t)| = 0 for all g ¢ F}. This number is well defined, for 0 belongs 
Ostsr 


to the set over which the supremum is taken, and condition (c) implies that 6 
is finite. Then [0, 6] is the above-mentioned interval, as the following stronger 
result shows. (Notice, in passing, that if we define 9(F(X)) in a similar way, 
we simply get 6(F(X)) = 0(F)). 

Lemma 4.2. If F «7 and t > 0(F) is given, there exists a measurable non- 
null set E < J such that t is a point of density 1 of E and such that y2¢ F. 

Proof. By the definition of 6, there exists a function g ¢ F which is not 
a.e. 0 on [0, rT], hence on [6, tT], so that there exists o > 0 such that the mea- 
surable set Ey»= {t: 0 <t < t, |p(t)| So} is not a null set. Since yp,< a" |q|, 
(b) implies yp, ¢ F. Since E,c [6,7] and u(£,) > 0, Z, has a point of density 1, 
say T), with 6< t,< t. We set EH =(t — t,) + E,; then uw(£) = w(E,) > 0,1 
is a point of density 1 of Z, and yg= T?_,,72,¢ F by (d). 

Theorem 4.2. Let © be a non-void index set. Then: 

(1): If F,(X) € F(X) (7 *(X)] for every — ¢ Z, then either A F,(X) = {0} 
or AF,(X) € J (X) (7 *(X)] and O(AF,) = sup 8 (F;); if in particular £ 

g 
is finite, A F,(X) + {0} and the relation between the 0’s holds with the equality sign. 

(2): If = is a totally ordered set, if F.(X)¢€.7(X) for every & € & and if 
F,(X) < Fy(X) whenever €' follows &, then if VF ,(X) exists — in particular 
if 5 is finite — V F,(X) F(X). 

(3): If F,(X) € 7 *(X) for every & ¢ E and if V F,(X) exists — in parti- 
cular if = is finite — then V F,(X) «7 *(X). 
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Proof. On account of Theorem 3.2 (last part) we may restrict the proof 
to the case X = R. 

Proof of (1): Under the assumption, AF, satisfies (a), (b) (Theorem 3.2) 
and obviously also (d) [and (d*)]; thus, if A F, + {0}, we have indeed A F,¢ 7 
[7 *] and the inequality for the 6’s is obvious. To prove the statement con- 
cerning finite 5, it is sufficient to consider two spaces, F,, F,¢ 7 [7 *] and 
prove that F, A F,+ {0}, 6(F, A F,) S max 6(F,). Let t > max 6(F,) be ar- 

i=1,2 i= 1,2 
bitrary. By Lemma 4.2 there exist measurable non-null sets Z,, 2,¢ J such 
that zp,¢ F,;, i= 1,2 and such that 1 is a point of density 1 of both sets. 
Then ft is a point of density 1 of E = £, \ E, (whence yu (Z) > 0) and ye xz, 
i= 1, 2. By (b), xg¢ F, A F,. This function does not vanish a. e. in any neigh- 
bourhood of t, so that t > 6(F, A F,), and the inequality between the 6’s is 
established. 

Proof of (2): Under the assumption V F, satisfies (a), (b) (Theorem 3.2) 
and, obviously, (c). Let g ¢ V F, and t = 0 be given. By the special form of 
the join under the assumption, @ € F,, for some &, and hence @ € F, for all & 
following &,; using (d) we have 7}  € F; for at least all & following &,, hence 
Ti: pev F,; since the join is not altered in this case if all spaces with indices 
preceding &, are deleted, we have |7'; glyy,= inf {|7; glp,: € follows &,} 
= inf {lplp,: € follows &,} = |ylvp,, and consequently V F, satisfies (d). 

Proof of (3): V F, satisfies (a), (b) (Theorem 3.2) and obviously (c). Let 
gy € VF, and a real number t be given. For every finite-sum representation 
= J Pe, CF; we have T,9 = ST, p, and, by (dd*), 7, p,¢ F;, so that 
Ty «VF; and |7, glvp,S SIT, Pde: S D lede,; taking the infimum of the 
last member over all finite-sum representations of g we find |7’, glvp, S |¢lvr:: 
so that V F, satisfies (dd*). 

Corollary 4.1. 7 *(X) is a sublattice of F(X), and the set of locally closed 
in 7 *(X) is a sublattice of FT *(X). 

Proof. On account of Theorem 3.2 (last part) and Corollary 3.6 we may 
restrict the proof to the case X = R. The first part follows from Theorem 4.2, (1), 
(3). As for the second, it follows from the same result and Corollary 3.6. 

Example 4.3. The join of two spaces in 7 (but not both in 7 *, nor one 
< the other) need not belong to 7. Set F,= } M, F,= O,M. Then 7, 1) ¢ 
EF, SF, VF. If xou= Git Po» GE Fi t= 1,2, yg must vanish a.e. on 
(0, 1]. Therefore ¢,2 7{o, 1) and | 710, le, vr. = IZto ule, = 2 (actually, equality 
obviously holds). But 7; 7{0,11= Z1,96€F, and hence |7} yio,le,vr,S 
S |x, ale, = 1 (again, equality holds). Therefore (d) is not satisfied. Here 
6(F,) + 6(F,), but an example may be constructed with equal 6’s (Example 4.4). 

Theorem 4.3. Jf F(X) ¢ 7 (X) (7 *(X)], then bF(X) ¢ F(X) (7 *(X)). 

Proof. On account of Corollary 3.1 we may restrict the proof to the case 
X = R. Following the proof of Theorem 3.4, it is sufficient to show by induction 
that F)¢ 7 [7 *] for every ordinal a; since, by that proof, F@¢ F%, and 
F > F implies F@) + {0}, we merely need to show that F‘ satisfies (d) 
{and (d*)]. Proceeding as in that proof, and using Theorem 4.2, (2) [(3)] to 

17* 
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settle the limit-ordinal case, we are finally left with the task of proving that 
F ¢ JZ [7 *] implies that F satisfies (d) [and (d*)]. 

Let gp € F® and t 2 0 be given. For every F-Cauchy sequence {g,} with 
L-limit g we have T'} p,¢ F [and 77 »,¢ F] for all n, and further: |7'* ¢,, — 
~ 3 Pale= 1Pm— PrlF [and |T; Pm — T; Pale S 1Pm— Pir); and hao. T; Pn 
= Ty; » {and lim, T; yp, = Tz; y); hence {7} ¢,} is an F-Cauchy apenanee with 


the L-limit 7} y, so that 7; pm ¢ F® [similarly, T; m ¢ F®, so that F@ satis- 
fies (d*)], and, by (2.1), |7F glpo < lim A Pale= lim n I Pale taking the 


infimum of the last member for all F- Cauchy sequences & as 5 epecttied, (2.1) im- 
plies |7'F glpwS lPlpw. Let now {p,} be a fixed F-Cauchy sequence with 
L-limit g, and let {y,} be any F-Cauchy sequence with L-limit 7’; m. Consider 
the sequence defined by w,= (inf {|q,|, |7'F y,|}) sgn . First of all, |w,| < 
<= |¢@,!|, hence w, ¢ F for all n; further, |7'; w,| = inf {|7'* ¢,|, |O, yal} < |y,l, 
whence loalp = |T: Onle Ss lYale |Tz (@m ~~ ®,)| Ss sup {|TF(Pm— Pn)|; 
19.(Ym— Yn)l} S|TE(Pm— Pn)| + |Ym— Pnly Whence |O,_— Olp= |T? (On — 
— Only = NPm~ Pale + lYm— Yale; finally, |g — o,| S sup {\y — gl, 
lp — Tr yal} = sup {lp — y,|, |Tr(TF p — yp)|} > 0 in L as n+ co. Hence 
{@,} is an F-Cauchy sequence with the L-limit g, and, by (2.1), lglpw S 
S lim lo, |p S lim |y,p- Taking the infimum of the last member, we conclude 


that Iglpw < IT ¢lpw and this, together with the above-proved reverse 
inequality, implies equality, so that F@ satisfies (d). This completes the proof. 

Example 4.4. Theorem 4.3 allows us to construct another interesting Ba- 
nach space in 7 * which is not quasi locally closed. Consider in L® the linear 
manifold D, of all g ¢ L® which vanish a. e. except on a (topologically) non- 
dense measurable set, and let D be the closure of D, in L®, a subspace of L™. 
Obviously, D,< 7 * and D = bD,, since L® is a Banach space. By Theorem 4.3, 
D « 7 *, and D is of course ccmplete. It is, however, not quasi locally closed: 
indeed, we shall show that 7,¢’ D and that lecD = L®. For any g€ Dy, @ 
vanishes a. e. on some interval; hence |y;— gl. 21; by continuity this ine- 
quality remains valid for all g ¢ D. There exists, for every 1>0, ¢ >0, a 
nondense measurable set ZC J such that yu ((0, 1] ~ £) < «; then, if pe 2(L*), 

l 


we have xg@ € 2(D,) and { |p(t)— ze(t) y(t)! dt s w([0, 1) ~ £) Se, so that 
0 


¢ € Z(leD,) = L(leD); hence L® < leD; but D < L™ and L® is locally closed 
(Lemma 4.1); hence lcD = L”. 

The space D vy @,L” is also a subspace of L™ (being the join of two sub- 
spaces), hence a Banach space, and obviously belongs to 7. If we now set 
F,= + L*, F,= Dy @,L* we have 6(F,) = 0, i= 1,2, but F, VF, is not 
in 7 (same argument as for Example 4.3). 

Theorem 4.4. If F(X) ¢ F(X) (7 *(X)], then leF (X) ¢ 7 (X) (7 *(X)). 

Proof. On’ account of Theorem 3.8 we may restrict the proof to the case 
X = R. By Corollary 3.2, leF ¢ F#, and leF = F implies IcF + {0}. It thus 
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remains to prove that leF satisfies (d) [and (d*)]. The proof makes use of the 
sequences defined in Theorem 3.5 (first part) and is otherwise so similar to 
the argument used in proving Theorem 4.3 that we shall omit it. 


4.2. An approximation theorem 


Our next aim is to prove an approximation theorem which states in effect 
the following for every F ¢. 7: whereas »¢F does not necessarily imply 
T; ~€F for t>0, a suitably truncated form of this latter function does 
belong to F. (A similar statement clearly holds for F (X).) 

Theorem 4.5. Assume that F ¢ 7. For every p € F and every t = 0,1 > 6(F), 


e > 0 there exists a function pF such that |ylps |olp and i |p(t+ t)— 
— p(t) | dt-se. 
l+r 
Proof. By condition (a), f{ |@(t)| dt < co. We may therefore choose a po- 
0 


+t 
sitive number N > e/(4(l — @)) so large that, if y’= (inf {|g|, N 7,}) sgn y, we 
obtain 
I +t l+rt , 
43) [| |p@-g'wldt= | max {ip|-N,Qdts ye 
O+T O+f 

Set t)= 6+ e/4N <l. By Lemma 4.2 there exists a measurable set 
Ec J, having t, as a point of density 1 (hence u(Z) > 0) and such that yp ¢ F. 
In particular, there exists a positive integer m so large that if J,,= [t), T)+ 
+(l — t,)/n) and £,= Er J,, then 


(4.4) (Eq) & (1 gy ey) Hn) = = to eA Nn 
We set 6 =(l — 1,)/n. The intervals i 6 + ae =], ,n—1, cover [Tp, ) 
exactly once and therefore the sets i 6 + £,, mb i — 1, are disjoint 


subsets of [t , 1). Consider the measurable set F = "ag (¢6+ £,)C [t, 1). By 
i=1 


(4.4), u(F) = n p(E,) => 1 — t.— 2/4.N, whence, using the definition of T,, 
(4.5) u((0,1)~ F) =l-60-pw(F)se/2N. 


n—1 


Since E,,c E, x, € F (property (b)), and yp= 4 Tx, Xx, € F (property (d)). 


We now set y= yp‘Ty¢’ and claim that y satisfies the requirements 
of the theorem. Indeed, y is evidently measurable and |p| = y-¢|T7 ¢'| SN zr; 
hence y € F (property (b)). Further, |T; y|= T? zp. |0,¢'| S|9'| S |g, 80 
that, by (b), (d), lvle= I7t vle< |ole- Finally, using (4.3), (4.4), 

I 


1 ! 
J ige+ t)- vinidts | \et+n)—9's njiats+ | -zele)i¢' t)\dts 
0 


l+r 


1 1 
< / lp(t)—y' ®|dt+N-u((0,~F)s5e+ ye=e. 


O+f 
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Corollary 4.2. Let F(X) ¢7(X). For every {¢ F(X) and every r2=0, 
0,77 f € le F(X) and 1067 > thers Ifle- 
Proof. On account of Theorem 3.8 and of (4.1c) we may restrict the proof 
to the case X = R. Every function @ ¢ F vanishes a. e. on [0, 6]; since 0,77 
does likewise, it is sufficient to prove that for vay given 1 >6 and e>0 


these exists y¢€F such that |ylp<|qlp and i \O,T= p(t) — pit)| dt= 
= |p(t + t) — pit)| dt <e, and this is precisely niet is proved in Theo- 


rem 4.5. The inequality between the norms follows from Lemma 2.2. 
Corollary 4.3. Assume F¢ 7. If J'C J is any bounded interval and y(J') 

=I, then «(J’) S «((0,0+1)), where 6=0(F), and equality holds if J’ c [0, ). 
Proof. Let I be fixed and write a= «([6,6+1)}). Let J’= [to, t)+ J). 


If t,< 6, then t,+ 156+ 1; for every 9 €F, p(t)=0 a.e. for sts, 
O+1 


so that f |p(t)|\dt< f |g(t)dt| < «lolp; thus «(J’) < & in this case. Assume 
aa i 


then that t= 0+ 1, t>0. Let pc F, p +0 be given and 6 > 0 be arbi- 
trary. We construct y ¢ F as in Theorem 4.5, but replace / by 6 + 1, e by 
45 |glp; we find |ylp< |lp and 


O+1 O+1 +1 
Slp@|de= f lpt+ridts f | p(t)| dt + f |p(t+t)— plt)\dts alylp + 


+ 5 lolp < (a + 6) Iglp, 
and since 6 was arbitrarily small, f |g(t)| dt < «|qlp for all p € F, so that 
FA 


indeed «(J’) < «. For any 6 > 0 there exists g ¢ F, g + 0, such that 
6+1 


{ p(t) dt = (« — d) Iole; 


then, if7,= 6+ 1, r>0, 
6+1 


fit e@ldt= | f \p(t)| dt = («— 6) ITF ole. 


(by (d)), and since 6 > 0 was arbitrary, «(J’) > «, so that equality holds. 

By virtue of this corollary we shall write «(/)= «([6, 6+ 1)) for short, 
or, if it is necessary to specify the space, «(F; 1). This function will be studied 
in greater detail in Subsection 4.6. 

Corollary 4.4. If F(X) € 7 (X), then F(X) is stronger than M(X). 

Proof. We may restrict the proof to the case X = R, since the corre- 


spondence F «++ F(X) preserves the relation “stronger than’’. By Corollary 4.2 
t+1 

we have, for every m € F and every 1 ¢ J, J |p(t)| dt < «(1)-lqlp. Hence 

gy © M and |gly = « (1) - Iglr - 

Since M(X) ¢. 7 *(X)c 7 (X) (Lemma 4.1), the preceding result shows 
that, up to norm-equivalences, M(X) is the weakest element of the class 7+X) 
and a fortiori of the class 7 *(X). We shall later investigate the very strong 
elements of these classes (Subsection 4.4). 
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4.3. The operation + 


We now associate with every space in 7 a space in J * as follows. Assume 
that F € 7 ; we define + F as the set {77 : p € F, t = 0} (which is obviously 
a vector space), with the norm |7'F gly = 10, gly; this definition is meaningful 
on account of (4.1c) and (b) and unambiguous, for if T= g,= 77g, with, 
say, T,27,, then, using (4.1b), 0, y= Tr_ 7275 = Ti-+9:,% and 
hence, by (d), 10,, Gilp= 19:, Pale; it also clearly defines a norm. We claim 
that + F ¢ 7 *; the only property which is not trivial is (a); this follows from 
Corollary 4.3, since, for any g ¢ F, t > 0, and any bounded interval J’c J, 
u(J’) = l we have f |Trp(t)|dt= f/f |O,p(t)| dt < a(F; l) - 0, ole 

J’ t+J’ 


= a(F;1)-|T>glyy. It follows at once that «(+ F;1)= a(F;1) for all 1. 
For any g¢€F we have p=Tj g¢#+F and |glu p= |glp, so that F is em- 
bedded isometrically as a linear manifold in + F (if F is a Banach space this 
linear manifold is of course a subspace). If F,< F, then obviously + F,< + F,, 
and +(a F)= «(#F) for every «>0 (hence + preserves norm-equivalence 
and the relation “stronger than”); also, if F< 7*, then +F= F. If now 
FeZ7, G@¢7*, and F< G, then + F < + G@= G; we may therefore write 


+#F=A{@:G¢7*, G2>F} 


(the set in the right-hand member is not void, since it contains + F). 

We might of course define + (F(X)) similarly, but it is obvious that this 
space is precisely (++ F) (X); we may therefore write + F(X) unambiguously. 

Theorem 4.6. If F(X) € 7 (X) is L(X)-completable (in particular, a Banach 
space), then + F(X) is L(X)-completable. 

Proof. On account of Corollary 3.1 we may restrict the proof to the case 
X = R. Let {g,} be a +F-Cauchy sequence such that lim, g, = ~ « +F; 


by definition, p= T; y for some yw ¢ F, t 20, whence T; p= O, yp. We set 
y,n= (inf {|Tr o,|, |TF ~|) sgn Tt —@ for every n. To begin with, | y,| < |7; g| Ss 
< |y|, whence y, € F (by (b)); further, | y,| < |7F p,| whence |y,lp= lYaler = 
S ITT Palar= lPnler (by (b) and (d)); similarly, |y,— yal S||TF Pm| — 
— |TE Pall STFPm— Puls Whence |ym— YalpSlPm— Pnly es finally, |O, y — 
— Pal = [TF y — yal = sup {|TF p| — |TF pn|,0} STF |p — Yn|. We conclude 
that {y,} is an F-Cauchy sequence and lim, y,= 9,y. Since F is L-comple- 


n> @ 
table, Theorem 2.4, (1) implies |g] ¢= |9, ylp < lim |y,le S lim lola Fs 


n— © n> @ 

applying Theorem 2.4, (1) again, we conclude that + F is also L-completable. 

The question whether + F is a Banach space whenever F is cne remains 
open in general; a stronger result holds if F is quasi locally closed, as the 
following theorem shows. 

Theorem 4.7. If I'(X) ¢ F(X), then +(icF(X)) = le(4¢F(X)). If F(X) és 
[quasi] locally closed, +: F(X) is also [quasi] locally closed, and F(X) = 0,(+F (X)) 
= T5(#F(X)) and +F(X) = {T7f: f € F(X)}, where 0=6(F). 
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Proof. On account of Theorem 3.8 and Corollary 3.6 we may restrict 
the proof to the case X = R. We begin by proving the formulae for a quasi 
locally closed space F ¢. 7. Obviously, y ¢ Fc + F implies O,g = ¢, hence 
Fc O,(+# F) (set-theoretically). Let, conversely, @€++F be given; thus 
y=T;y for some y¢F, t20. By Corollary 4.2, O,9= O,T 7 yp €leF, 
hence O,@ ¢F, since F, le F have the same elements; thus F > 0,(+ F). 
Since F is isometrically embedded in +F we conclude that F = 0,(+ F). 
Since + F ¢ 7 *, O4(+ F) = Tj (+#+ F). The last formula of the statement is 
an immediate consequence, by (4.1 a). 


Let #€Z be given and not necessarily quasi locally closed. Let  « 
€ #¢(le F) be arbitrary. By the preceding, 75 pg < le F, since obviously 6 (lc F) 
= 6(F). Thus there exists a sequence {¢,}, 9,¢ F, |QalpS 175 Ghey such that 
limy, @,= T§ py. Then T5 ,€ # F,|T 6 Pale FS IPnle SITE Phe r= |Pl ce F) for 


n-—> co 


all n, and lim, 7; 9,= Ts Ti g= y. Hence  €le(#F) and |ghecx r= 


n—> co 


S lim inf |TF Palau v= IPlu ac pr) (Lemma 2.2), whence we conclude that + (le F) 


a> 


< le(+ F). 


Conversely, if m ¢ le(+ F), there exists a sequence of pairs {(q@,, T,)}, ¢»€ F, 
T, = 0, such that |7'F, ala v1 G¢he (4 p)and lim, Ty, p,= p. We set p,= Th T%, 


n-—> co 


and find lim, y,= 75 y; further, T;0,, y,¢€ F, hence, using (4.1 a), (4.1 b) and 


Corollary 4.2, y,= T¢ T5737 5, n= T7675, +0 THO, Pn= oT 7(Ti Ox, Pn) € 
€le F, and |yyhe eS 1769, Palp= 10+, Pnle= ITF Pale S IPhe «4 Fy) Since le F 
is locally closed we conclude that Tj m ¢ le F and |7'j yl. »S lim inf |y,). eS 
s Ihe ce F)> hence g = T75 Ti p € + (le F) and lolx (lc F)= IT5 Phe r= Ihre c+ F)- 
Thus le(+ F) S + (le F), and together with the reverse inequality proved 
above this implies equality. If follows at once that if F is [quasi] locally closed 
so is + F since the operation + preserves norm-equivalence. 


Example 4.5. The space F = D vy 0,L” defined in Example 4.4 is a Banach 
space in 7 (but not quasi locally closed) with 6(F) = 0; it does not belong 
to 7 *, hence F + + F= 0,(+F). It is not possible, therefore, to weaken 
the assumption for the last part of Theorem 4.7 from F(X) quasi locally closed 
to F(X) complete. 


4.4. Very strong spaces in 7, 7 * 


We now intend to identify a class of “‘very strong” 7 *-spaces, namely, 
the strongest spaces in 7 * containing one specified non-zero function. (For 
the usua! reasons, the study of a general class 7 *(X) may be reduced to the 
case X -- K, aud we shall discuss only the latter, the results carrying over 
mutatis mutandis.) On account of Corollary 4.4, any such specified function 
must belong to M. ‘I'he space in question must then contain, together with 
the function, ite absolute value (by (b)), all the translates of this absolute 
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value (by (dd*)) and finite linear combinations thereof, as well as all mea- 
surable functions smaller in absolute value than some such linear combination 
(by (b)); we shall see presently that these functions are indeed all that is 
necessary. 

Let then g ¢ M, g +0 be given. We consider the set of all measurable 
real-valued functions y defined on J such that 


n 
(4.6) lvl = ~ a,T | | 


for some non-negative integer and a set of n pairs of real numbers {(a,, t,)} 
with a;= 0. This set of functions is obviously a vector space; every element 
satisfying (4.6) belongs to M and 


(4.7) lywlas lola: Ya; - 
1 


" 
This vector space becomes a normed space §, with the norm |yls, = inf )’ a,, 
I 


where the infimum is taken over all choices of n and {(a,;, t;)} satisfying (4.6) ; 
this expression is indeed obviously a seminorm, and (4.7) implies 


(4.8) lyls, = lyla/lole » 
which shows that it is a norm. We note in particular that g ¢ 8,(n = 1, a,= 1, 
T,= 0 in (4.6)) with [glx,< 1; but (4.8) gives the reverse inequality, whence 
lps, = 1. 

Lemma 4.3. 8, ¢ 7 * for every y ¢ M, o + 0. 

Proof. From (4.8), 8, is stronger than M, hence stronger than L (Lemma 4.1), 
and therefore satisfies (a). It is clear from the definitions and from @ € 8, 
that 8, satisfies (b), (c). Let y ¢ 8, and a real number rt be given. For every 


inequality (4.6) for py we have, using (4.2), |T,y|< ¥ a, T, T,,\9| - 
1 


— 


I 
on the right-hand side, we obtain |7’, yls, < lyls,. so that §, satisfies (dd*). 

The fact, claimed above, that S, is, in a sense, the strongest space in 7 * 
which contains @ is more precisely stated in the following theorem: 

Theorem 4.8. If F<. 7* and pcF, ~ +0, then |qlp'-8,<F, hence 8, is 
stronger than F. 

Proof. §, is well-defined, for g ¢ M (Corollary 4.4). By the same argument 
as above, with M replaced by F, we conclude that every element of 8, is con- 
tained in F and that (instead of (4.8)) Iglplyls,2lylr for every p< 8,, 
which is precisely the statement to be proved. 

Corollary 4.5. If F ¢ 7 *, then F =V {\qlp'- 8, : @ € F}. 

Proof. The class is not void, by (c); the join, which we call @ for short, 
exists by Theorem 4.8, and G@ < F; but for every p €F,  <|lp?- 8,, and 
Igla= lplelels,= Ielp, so that F < G; and equality follows. 


< }a,T,.,,\9|, so that T,y¢8, and |7,yly, SD a,; taking the infimum 
I 
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It is obvious that, if y, p’€ M are + 0, then |g| < |q’| implies 8,< 8,. 
This remark allows us to single out among the spaces §, a particularly inter- 
esting class, which is still ‘‘strongest”’, as containing spaces stronger than any 
given space in 7 *, and actually, with an obvious truncation (to be made 
precise in Theorem 4.9) than any given space in 7. 

For every bounded measurable set ECJ, u(£) > 0, we write, for short, 
S-= 8,,. (The definition and some of the results are meaningful for unbounded 
sets as well, but the restriction is preferable.) In particular, we write 8 = Sjo, ,). 
For the relative strength of the various 8, for different Z, see Lemma 4.4 
below. 

Theorem 4.9. Jf F ¢ 7 *, there exists a bounded measurable non-null set 
EcJ such that S, is stronger than F. If F¢ FZ and t,> 6(F) is given, there 
exists a bounded measurable non-null set E< J such that O, S» is stronger than F. 

Proof. Assume F ¢ 7 *. By Lemma 4.2 there exists a measurable non-null 
set Ec J, which we may assume bounded without loss of generality, such 
that 7,¢ F. Theorem 4.8 completes the proof in this case. Let now F ¢ 7 and 
T) > 6(F) be given. Again by Lemma 4.2 there exists a measurable non-null 
set Z, which we may assume to be contained in [6, t,], such that yp ¢ F. 
Now obviously 0,,T7>7%2= 0 for any t2>0; hence, if y ¢ O,,S,, every in- 


equality | y| = >’ a;7., yg may be assumed to have all t,=> 0; therefore p € F 
1 


n 
and |ylp< lvelp: > a;. Taking the infimum on the right hand side we obtain 
I 


\zele |yls, = lylp, which implies the conclusion. 

Our next concern is to identify the strongest among all complete spaces 
in 7 *; it is obvious that the spaces bS, will serve (cf. Theorem 4.11 below); 
we wish to give a direct description of these spaces which parallels the de- 
finition of §,. 

Let p « M, y + 0 be given. We consider the normed space T, of all mea- 
surable real-valued functions py defined on J such that 


for some choice of a sequence of pairs of real numbers {(a,, t,)} with a,=> 0 
and x a,< co, with the norm |yly,= int 5 a,, where the infimum is taken 


over all possible choices of the sequence satisfying (4.9). It follows as above 
that this expression is a norm, if we use the fact that M is complete, and 
hence y € M and |yly, = | yly/I gly. It follows as above that  ¢ T, and |g, = 1. 
As above, we write T,=T,, for any bounded measurable non- ‘null set EB cJ, 
and T= Tyo,1)- 

Theorem 4.10. For every p€M, p +0, T,¢.7* and T,=bS,, hence T,, 
ts a Banach space. 

Proof. The fact that T,¢.7* follows as in Lemma 4.3, or also from the 
rest of the statement ofthe theorem and from Theorem 4.3. The main proof 
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falls into the following parts: (1): T,= 8,; (2): T,< 89; (3): T, is complete. 
Indeed, once these statements are proved, 8, <7, < 80< bs, and since T, 
is complete, bS,< T,, whence equality follows (actually the slightly stronger 
statement T,= S{)= bS, is proved). 

(1) is a trivial consequence of the definitions. To show (2), let y ¢ 2(T,) 
and ¢ > 0 be arbitrary. There exists a sequence (ay T,)}, a;2 0, such that 


(4.9) holds and Sas 1+. Define y, = (inf {|y], Sa, T.,\¢|})sgn yp for 


every n. Then y, satisfies (4.6), so that y,¢8, with |y,|¢, < J a,5 1+ e; 
¥ Yn Se Pals, - 


thus y, ¢€ (1 + e) 2(8,). Further, if m2=n, |y,,— y,| < Y a,7',,|¢|, so that 
a+1 


l¥m— Yuls,S 2» @;; hence {y,} is an 8,-Cauchy sequence. Finally |y — y,| <= 
n+1 


oo 


= sup {0,| y| ~ 22s, lpi} Ss sy a, T',, |p|, whence |y — Yalu = lol ry a,> 0 
as N > co, in a fortiori as 9 ‘a y. We conclude that yp € (1 + e) S (ei). 


Since ¢ was arbitrary, y € 2(S?)), so that indeed T,< 8%. 

It remains to prove (3). Let {y,} be a T,-Cauchy sequence, hence a fortiori 
an M-Cauchy sequence; let y be the M-limit (also the L-limit). It will be 
sufficient to show that some subsequence has the T,-limit y. We begin by 
taking a subsequence (which we relabel {y,}) which converges pointwise a. e. 
to y. We then select {y,,} in such a way that |y,,,,— Ynjit,S 275-1 for 


every j. This implies |y,,.,— Wn,| S 2% UT a \9l with Pie 2-i for 


every j. Because of the pointwise convergence a.e.,|y — Yp,| S 5 | War. — Pm! = 


< E ay T,, | and 5 E ays Ft 2 shed 


k=ji= =ji=1 
so that os Yn, € T, edadans y €T,) au le - Yair, = 2-/*? > 0 as j -.00, 
as was to be proved. 

The analogues of Theorems 4.8 and 4.9 are now: 

Theorem 4.11. Jf F ¢ 7 * is a Banach space and pcF, p +0, then|qlp'T, 
S FP, hence T,, is stronger than F. 

Proof. By Theorem 4.8, |gjp'- S,< F; using Theorem 4.10 and the fact 
that F is complete, F 2 b(|g|r*- 8,) = Iple*-T, 

Theorem 4.12. Jf F¢7* is a Banach space, there exists a bounded mea- 
surable non-null set EC J such that Ty is stronger than F. If F ¢ 7 is a Banach 
space and t,> 0(F) is given, there exists a bounded measurable non-null set 
EC J such that O,,T, is stronger than F. 

Proof. Same as for Theorem 4.11, using Theorem 4.9. 

For the spaces Sg, Ty sharper result than Theorem 4.10 can be proved: 

Theorem 4.13. For any bounded measurable non-null set EC J, Sp is L- 
completable and Tz is its L-completion. 
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Proof. On account of Theorems 2.4, (5) and 4.10, it is sufficient to prove 


that the embedding of Sz, in Ty is isometrical. Let py ¢ Sg be given; since 
SesTr, lyls,= lvl: a remains to prove the reverse inequality. Since 


y € Sp, we have |y| < by a;T,,%2 for certain n, {(a,, t;)}. Therefore y vanishes 
I 
a.e. outside the set F = U(rt,+ £) J. Let e > 0 be arbitrary. By the de- 
1 


finition of T, there exists a sequence {(5;, o;)}, 6; > 0, such that | y| < 


=bae 


; by iT ote 


| ¢. We choose N so large that y b,;S e/2n and set 


oc 
and >» 5s lvl, + 2 
1 N+1 


N 
y= inf {|y|, 2’ 6,7, 72}. We have 0<|y|— y’ < |p|, so that |y| — y’ va- 
I 
nishes a. e. outside F'; on the other hand, | y| — vs z bT..4R5 :( bs b,) ra 
N-+ 


< (e/2 n) xs; we conclude that |y| — y’S (e/2 n) xp (e/2 n) > oT, Le. Now 
v 

v's vl — y’€ Se and lyls,S ly'ls,+ I ly] — v'lspS Lb, + ne/2” = Iyly, + 
i 


1 1 , , 
+ +e +5 €=I|yly,+ €. Since ¢ was arbitrary, |yls,<lyly,, as was to be 


proved. 

The question whether §, is L-completable in general remains open. 

The relations between different 8, and Ty are discussed in the following 
propositions. 

Lemma 4.4. Let E, E’ be bounded measurable non-null sets in J. Then 
S» [T,] ts stronger than S¢[T,-] if and only if there is a finite collection of sets 


Ej,..., Ej}, in (--, 2, ©), each congruent to E', such that EC U E' except for a 
1 


null set. 
Prooj. If a collection exists as described, we may set E} = t,+ E’,i=1,..., 
n 
and yes» T,,z~. Thus yg¢ Sg, and by Theorem 4.8 8, is stronger than 
i 
S», whence Ty= DS, is stronger than Ty-= bS8,-. Conversely, if S, is stronger 
than T,, (equivalently, if T, is stronger than 7',’; a fortiori, if 8S, is 3 stronger 
than S,-), then 7¢¢ Ty, so that there exists a sequence {(a;, T ad}, 1; = 0, such 


1 
that 3” a,< co and yp by a,7',, xz. Let N be so large that s a; 5 ; then 
i No1 . 


"“ 


IA 


N 
> 4,7 ., Ze’; a8 is easily verified. This implies Ec U(r, + E’) except 
1 1 

for a null set. 


Corollary 4.6. For any bounded measurable non-null set EC J, Sp[Tp] és 
stronger than S[T]. 


9 XE 
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Proof. Since E is bounded, there exists a positive integer mn such that 
n 
Ec [0, n] = U(i + [0, 1]). Lemma 4.4 completes the proof. 
1 


Example 4.6. There exists a bounded measurable non-null set EC J such 
that S, [T,] is not norm-equivalent to §[T]. Indeed, it is sufficient to require 
E to be, in addition, non-dense (topologically) in J; it is well known that 
such a set exists. Then every union of a finite number of translates of Z is 
still non-dense, and therefore its complement in [0,1] contains an interval 
and cannot be null. Hence §[T] is not stronger than 8,[T,], by Lemma 4.4 — 
in fact, 7;9,,; does not belong to 8» [Tz]. It is easy to see that Sz [Tp] is ,,strictly“ 
stronger than §[T], i.e. is not even norm-equivalent to the linear manifold 
it determines in §[T}. 

§ [T] is thus the weakest space of the type 8, [T,] up to norm-equivalences, 
but certainly not the strongest. The question whether there is such a strongest 
space (which would at the same time be the strongest [complete] space in 7 * 
up to norm-equivalences, because of Theorem 4.9 [4.12]) remains open. A ne- 
gative answer to this question is equivalent, by Lemma 4.4, to the following 
measure-theoretical conjecture: Given any bounded measurable non-null linear 
set E, there exists a measurable non-null linear set E’ such that for any finite 


collection of sets E’,..., E',, each congruent to BE’, we have u(E ~ UE) > 0. 
1 


We now intend to prove that the space T is locally closed. We require 
some ad-hoc definitions and preliminary results. Define 


6(g) = sup lt: ess sup | p(t)| = 0} 
| Ostsr | 


for every measurable g; if g +0, this number is finite. Define also N(q), 
the least positive integer such that g(t) = 0 a.e. for ¢ not in [0(@), 0(g) + 


+ N(9)). If yp €8,|o| SD a,7., x01), then N(¢~) S max t,— min t,+ 2 <c. 
I j i 
Lemma 4.5. If o € 8, then 


N (¢) 
lgls= ess sup | D> |plt,)|: +29, t).,;—t, = 1 for all j} . 
j=1 

Remark. The essential supremum is taken with respect to N ()-dimensional 
Lebesgue measure. The measure-theoretical manipulations in the proof are 
simple consequences of the standard results on product measures. In taking 
the essential supremum, it is sufficient to choose those sets {t;} which make 
p(t,) + 0; similarly, we may choose t,2 6(¢). For any set {t,}, t;2 0, t;.1— 
—t;=1 (such a set shall be termed admissible), at most N(q) elements fall 
into the interval [6(g),6(~) + N(q)];.since @ vanishes a.e. outside this 
interval, the essential supremum is not altered if the sum is taken over ad- 
missible sets of more than N (q@) elements. 

Proof. We may assume ¢20, 9 +0. Since ~¢8, we have gs 

n 


Phe T.,%;0,1) for certain {(a,, t;)}, a;2 0. For any admissible set {t,} the sets 
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A;= {i:t;-1s1,<t,},j7=1,..., N(¢) are disjoint (they need not exhaust 
the set {1, ...,}). Then 

N(¢) Nig) 2 

ess sup 2 wit) :(t)adm.} < ess sup | 2. x a; T., x0 4 (t,) : {t;} adim| 
y= j=li=1 
N (9) 
=esssup) 2) 2’ a;: {tj} adm.) s <3, 
=1 i€Ay; =1 


(¢) 
and, taking the infimum of the last member, | yg > ess sup (> > (t;): {t,} adm. \. 


The proof of the reverse inequality is more difficult. We proceed by in- 
duction on N(g). For any g¢8 with N(qg)=1 it is obvious that |gigs 
S ess sup { p(t,) :t,= 0}, as required. Assume, then, that for all y¢ 8, p20 
with N(w) < N, we do have 


N,-1 
(4.10) lvls < ess sup} » w(t,) : {t,} adm,| 
j= 


(where we have possibly increased the number of t,’s to N,— 1, as permitted 
by virtue of the above Remark) and consider a function g ¢ 8, g 2 0, with 
N(g)=N 

Set 6(q) = t, and define the functions A, py by 


ess sup ¢(t’) for tJ<tSt)+1 
Test’ st 
A(t)=) A(to+ 1)—A(t-—1) for + 1S5t< 1+ 2 
0 for tS t, and t>1)+ 2, 


y = sup{0, p — 4}. 

It is clear that A => 0 and AJ is left-continuous, non-decreasing in [t,, tT, + 1], 
non-increasing in [t,+ 1, tT9+ 2], and vanishes outside [T», t,+ 2]; it follows 
in particular that 2¢S (more precisely, the class of measurable functions 
equivalent to 4). Then y¢S8 and, since 0< y< — and y(t)= 0 a.e. on 
[T>, T+ 1), we conclude that 6(y) =] 1+ 1; this implies N(y) < N(¢) — 1 
= N,— 1, so that y satisfies (4.10). From the definition of y we have A+ yp 
= sup {A, gy} >} y, whence 


(4.11) Igls= lls + lyls - 
We next intend to prove that 
(4.12) llgS A(t» + 1) 


(the reverse inequality is obvious, but does not concern us). Let n be an arbi- 
trary positive integer, and set 6 = n-'A(t,.+ 1). Define t;= sup{t:¢ <1)+ 1, 
A(t) < + 6}, i= 0,...,n. Since A is left-continuous and non-decreasing from 
A(t}))= 0 to A(t, + 1)= n 4, the tr, are well defined (note that t,= 6(@) = 0(A) is 
consistently named) and form an increasing sequence with t, < t,+ 1. Ift,<ts 
S tj, then i 6 < A(t) < (¢ + 1) 4, and if r,<¢ < t,+ 1, then A(t) = A(t,+ 1) 


n—1 
= n 0. Therefore, A(t) = 6 J) T,,x%;0,1)(t) for tS t S t+ 1. 
0 
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Now if 7%.4+1<tSt,,,+1 we have A(t)=6—A(t—1) < (n—i)d 
n—1 
= (n — (i + 1)) 6+ 4, so that A(t) s (5 T ., X10, (t) + 7 for #+1<ts 
0 
St +2. Since A(t)=0 outside [t),7,+ 2], we conclude that As 
n—1 
Ss (5 Ts, %0,1)+ T+1 Zox!),s0that ily (n + 1) 6 = (1 + n-*) 7 A(t )+ 1). 
0 


Since n was arbitrary, (4.12) is proved. 
Combining (4.10), (4.11), (4.12) we have 


N,-1 
~ p(t, : {t,} adm. . 


To evaluate the right-hand member, we consider it as the larger of the two 
quantities (at most one may be missing) obtained by taking the essential 
supremum either over those admissible {t;}.which satisfy t,= t,+ 2 or over 
those which satisfy t,< t,+ 2, but always with yp(t,) > 0 and t,2= 0(y) (see 
Remark above). 

If t,=>t)+ 2, A(t,)= 0 and therefore g(t;)= yp(t,), j=1,...,No—1; 
further, if t2< tS t)+ 1, then t,—¢,21, so that {t;}, j= 0,...,N,— 1 is 
an admissible set of Ny elements. Thus 


(4.13) lglg S A(t) + 1) + ess sup | 


i 


N,-1 
A(t) + 1) + ess sup Pa p(t,): {t,} adm., > t)+ 2, 42 0(y), p(t) > of 
j= 


N,-1 
= esssup p(t,) + esssup; > p(t,): {t,} adm., 4, > t)+ 2, eto 
ToShoStet+l j=1 
(4.14) ¥,-1 
=esssup} » p(t,): {t} adm.,r,< tS t+ 1, t:=> t)+ 2, ete s 
j=0 
N.-1 


<esssup | 5 p(t;): {t,} adm}. 
j= 


If t,< t,+ 2, then t, => 0(w) > t)+ 1. Hence t,=> t,+ 2 and since p(t,) > 0 
we have wp(t,)= p(t) — A(4) = p(t) + A(L-— 1) -— A(t +1) and yit,) 

p(t;), j= 2,...,N9— 1. Further, if 15 4,<¢t,— 1, then {t,}, j= 0,..., 
N,— 1 is an admissible set of Ny elements. Thus 


N,-1 
A(to+ 1) + esssup} D p(t,): {tj} adm., 0(y) S4< t+ 2, pit) > of 
j=1 
N,-1 
= ess sup {a 1)+ DY p(t): {t,} adm., 6(y) St, < t+ 2. ete 
4.15) Ag 


N,-1 
=esssup} esssup p(t.) + >» p(t,): {t,} adm., 0(y) st, t)+ 2, ete} 
%eS484,-1 j=1 
N,-1 
= ess up| } lt, :{t,jadm., tStSt,—1, O(y) Sts t,+ 2, ete} Ss 
j=0 


N,-1 


~, p(t,): {t,} adm.> . 


S ess sup 
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Combining (4.13), (4.14), (4.15), with a minor change of notation, we 
have indeed 


N. 
lvls < ess sup | >» it;): {t;} admissible 
j=1 


as was to be proved. 

Lemma 4.6. T is quasi locally closed. 

Proof. The proof consists in exhibiting a locally closed space F which is: 
norm-equivalent to T. It is possible to do this with F ¢ 7 *, but it will be more 
expedient to require merely F ¢ F. The space F shall consist of all measurable 


real-valued functions m such that 3” ess sup |@(t)| < oo, with this sum as a 
n=OnsStsn+1 
norm |g|p; obviously F ¢.%. To prove that T and F are norm-equivalent, 


consider g ¢€ F and set a,= ess sup | p(t)|; then |g] < 3’ a;7; x01), so that 
nstsn+l 0 


ao 


y €T and |g|yS 3 a,= |¢|r- Conversely, if p ¢ T, we have |g| < J’ a,T,, 710,11; 
0 I 


where we may assume t,= — | for all i. If t € J is given, say n<¢ <n +1, 
we have |g(t)| <> {a,:t-lstst}s D{a:n-lst<n+]} ae. 
Setting c,= J {a,;:n-1l<1,<n}, n=0,1,..., this shows that |¢g(t)| < 


S Cy + Cy 4. e., Whence ess sup |g(t)| Sc, + ¢,4, and [gps 2 3’ c, = 2d a,j. 
nstsn+l 0 1 
Taking the infimum of the last member, |q|p < 2 | gly. 
It remains to prove that F is locally closed; we apply the criterion of Co- 
rollary 3.3. Let {@,,} be an F-bounded increasing sequence of positive elements 


of F, with, say, lim |¢,,|p= 4. Let p be the L-limit of the sequence, which 


m-—> co 
is also the pointwise limit a. e. Set a,,,= ess sup y,,(t). The sequence {a,,,.}, 
nstsn+l 
for every fixed n, is non-decreasing and bounded by A; let a,, be its limit. 


Since ¢ is the pointwise limit a. e. of the increasing sequence {Pmb> we have 
N N 
a,= ess sup p(t). For any N, on = lim » a,,,< A; hence Yas i ig 


nstsn+l m—> co 7 


gy € F and |9|p< A, which was to be proved. 

Theorem 4.14. T is locally closed. 

Proof. Let {@,} be a T-bounded increasing sequence of positive elements 
of T, and ¢ its L-limit. By Lemma 4.6 and Theorem 3.6, g €T. For every 
¢ > 0 there exists, by Theorems 4.13, 2.4, a g’¢ 8 such that lp — g'lySe. 
Set p= inf {¢, |g’|}; since 0< py <|q'|, py € 8; since |m — y| = sup {0, p — 
-|l¢Bslp—¢'l loe—e¢ Slo—-lp— oS lol — le — YS lyr 
= lyly. Set y,= inf {y, y,}; then 0 < y,< y, whence y,¢€ 8; and 0< y,< 
Ss Pn whence lyals= lyabr S I Pale; finally, Y— Ya= Sup {0, _ Pn} Ss 
<= ~— ,- Thus {y,} is an 8-bounded increasing sequence of positive terms 
in § with lim, y,= y. We claim that 


n-> co 


(4.16) Iyls < lim | pals; 
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once this claim is proved, we shall have |gly— ¢ < lylg< lim |y,lg< lim |,ly; 
n-—> oo ano 


since ¢ was arbitrary, Corollary 3.3 will imply that T is locally closed. 

It remains to prove (4.16). We may assume y + 0; set N = N(y); then, 
since 0 < y,< y, we have N(y,) < N. In the Euclidean space R* of N-tuples 
{t,}, consider the closed convex (unbounded) set V of all admissible sets {t,} 
of 4 elements. The ae Y,¥, are defined a. e. on V by YP ({t,;}) 


= Z v(t,), P({t,}) = 5 yalt;). These functions are measurable and, by 
j= 


Seats 4.5 (and the Rene: following its statement) they are essentially 

bounded on V, the essential suprema being exactly |ylg, |y,ls, respectively. 

Since {y,} is increasing and lim, y,= y, y,> y pointwise a.e.; hence {¥,} 
n-—co 


is increasing and ¥,,> Y pointwise a. e. on V. Hence |ylg= ess sup ¥’({t,}) < 
eV 
< lim ess Y,,({t,}) = in 1 IYals: as was to be proved. ’ 


noo {u}E 


4.5. Associate spaces in J * 


Let F ¢ 7 * be given. We consider the set F’ of all measurable real-valued 
functions y on J such that 


(4.17) 





f ow vinae| =i forall gm &€ 2(F) 
0 


and for some k = 0 depending on y alone. The set F’ is obviously a vector 
space. Since g € 2(F) implies || sgn y € 2(F) (property (b)), (4.17) implies, 
and hence is equivalent to, the (apparently stronger) condition 


(4.18) Slew p(t)| dt <k for all p ¢ Z(F) 
0 


and we may define 


ay ‘ 
(4.19) lyle = sup J g(t) pit) as} : pe Z| 


= up| f ip violate: pe Z@)| <>. 


Now |ylp is obviously a seminorm in F’ ; to prove that it is a norm, let p € F’ 
be + 0; by the argument of Lemma’4.2 there exists a measurable non-null set 
EcJ and o > 0 such that o yg |p|. Let t be a point of density 1 of Z. 
By Lemma 4.2 there exists a measurable set Fc J such that r is a point of 
density 1 of F (hence u(Z \F) > 0) and yp¢ F. Then 


Ivle Ixele = J z(t) | p(t)| dt =f zr(t) x(t) dt=o-p(ENF)>0. 


Thus F’ is a normed space with the norm | |p; it is termed the associate 
space of F. This definition of the associate space coincides with that given 
in [8, 9] in a more general context (note that spaces in 7 * have no unfriendly 
Math. Ann. 137 18 
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sets), but is not restricted to spaces with norms that satisfy P2b) or P2str) 
of [9]; i. e., quasi locally closed or locally closed spaces, respectively (cf. end 
of Section 3). We shall presently see that this greater generality is, in a sense, 
only apparent (Theorem 4.15). 

By the above definition, F’ is isometrically isomorphic to a linear mani- 
fold of the dual space F* of F (it will follow from Theorems 4.16, 4.17, 2.2 that 
this manifold is a subspace) under the correspondence y > y*, where p* ¢ F* 


is given by (y*, y) = f p(t) pit) dt. 
0 
Before proceeding, we wish to point out an important case in which (4.17) 


may be weakened. 
Lemma 4.7. Jf F « 7 * is a Banach space and wp is a measurable function 


such that [ p(t) p(t) dt exists and is finite for all p €¥', then pe F’. 
0 


Proof. The proof is essentially due to G. G. Loxentz and D. G. Werr- 
HEIM [8, p. 8], but is not restricted to quasi locally closed F. As above, the 


assumption is equivalent to { | p(t) p(t)| dt < co for all m ¢ F. If (4.18) did 
0 
not hold, we could find a sequence {q@,} of positive elements in F such that 


co n 
nlp = n~? and n(t) |p(t)| dt > 1 for all n. Then 4) is an increasing 
? F P ¥ - V4 


F-Cauchy sequence; let @ ¢ F be its F-limit; we have m = 3’ 9, for every n. 
I 


Thus 
n @ co n oo 

med { vlt)|y@iat= f ( (0) v0 dt S { o(t) |y(t)| dt <0 
for all n, which is absurd. 

Lemma 4.8. Assume F ¢ 7 *. For every bounded interval J'cJ we have 
gar © F and | x7|p- = a (F; 1) where l = pw (J’). 

Proof. Definition of «(F; 1) (Corollary 4.3) and (4.19). 

Lemma 4.9. If F, @¢7* and F< G, then G'=F’. If F, G@ are norm- 
equivalent, so are F’, G’. 

Proof. The first part is obvious from the definitions; the second follows 
from the first and the identity (« F)’= «-! F’ for every « > 0. 

Theorem 4.15. For every F ¢ 7 *, F’= (IcF)’. 

Proof. Since F < le F ¢ 7 * (Theorem 4.4), Lemma 4.9 implies F’ = (le F)’; 
it remains to prove the reverse inequality. Let y ¢ F’ be given. For any » € le F 
there exists by Theorem 3.5 an increasing sequence {¢p,} of positive elements 
in F such that lim |9,lp= |Plcr and limy = |g|. Now f p,(t) |p(t)| dts 

n—> oo 0 


n— co 


S |vle lealeS lvle lehcr- Now the L-convergent increasing sequence {¢,} 
converges pointwise a.e. to |g|, hence ¢, |y|—> |g y| pointwise a. e.; since 
9. |y| ¢L and the integrals are uniformly bounded, Beppo Levi’s Theorem 
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implies |g y|€L and { \e) p(t)| dt < \wlp Ighcy. Thus yp €(leF)’ and, 


taking the supremum for p¢ Z(leF), we find |y|acry Slylp, as was to 
be proved. 


Theorem 4.16. For any F « 7*, F’« Z*. 


Proof. The most difficult part of the proof consists in showing that F’ 
satisfies (a). By Lemma 4.2 there exists a measurable set Zc [0, 1] such that 
u(Z) > 0 and yg¢ F. We shall prove that for every bounded interval J’ c J 
there exists a constant «’(J’) > 0, such that, for every y ¢ F’, yp is integrable 
in J’ and satisfies { |yp(t)| dt < «'(J’)-|ylp . We may assume without loss 

J 


of generality that J’= [0,1] with 1 > 1. We consider / fixed in what follows. 
For every t,0 S tS 1+ 1, we have T; Tj yz¢ F, whence, for any y ¢ F’, 


1 co 
J (Tr Ty zelt)) | p(t) dt sf (Ty Ty ze(t)) |\p(t)| dt <1T> 7} zele |yvle S 


<= lyele lyle . 
By Fubini’s Theorem, 


14+1 1 
(1+ 1) |yle lzele = J dt { (T; T; xx (t)) |y(t)| at 


41 21 
~% dxf (Ti xe (t + 7) | p(t)| dt 


I 1+1 I t+i+1 
=f lv@| af (Ti zelt+ t))de= f |p(t)|at f Tj xx(t)dt = 
=f lv arf 7 elt) de= f |p) at f te(t) dt 
= w(B) f \y(o) a 
so that «’ ([0, 2]) < (1+ 1) lzele/u (2). 


From (4.18), (4.19) it is obvious that F’ satisfies (b). By Lemma 4.8, F’ 
satisfies (c). For any py ¢ F’ and t 2 0 we have, for every p € F (by (dd*)), 


flee T: p(t)| at=f |p y(t — t)| dt S\ptt+ t) p(t)| dt 
- fits p(t): plt)| dt S|ylr ITF ole S byl Igle 
and, interchanging g and y, 
J 1) Pe yo] at FRE wl) wl] at < yb Lobe 
Thus 7; y, T; y ¢ F’, and taking suprema over g ¢ 2(F) we find |7} ylp, 


17> wle < |ylp so that F’ satisfies (dd*). 
Theorem 4.17. For any F ¢ 7 *, F’ is locally closed. 
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Proof. (Cf. [9, p. 113]). On account of Theorem 4.16 we may apply the 
criterion of Corollary 3.3. The proof uses Beppo Levi’s Theorem and is so 
similar to that of Theorem 4.15 that we shall omit it. 

The crucial result concerning associate spaces in J * follows from a theorem 
of LuxemsBure [8] and Luxempure and ZaaneEn [9, p. 113]: 

Theorem 4.18. If F ¢ 7 * is locally closed, F’’= F. 

Proof. As was already noted at the end of Section 3, F satisfies P1), P2a), 
P 2str); since F ¢ 7 *, there are no unfriendly sets. The conclusion then follows 
from [9, Theorem 1]. 

Remark. In the proof of [9, Theorem 1] certain “bounded”’ sets are re- 
quired, the existence of which is proved in [9, pp. 111—112] but wich are not 
a priori the ordinary bounded sets in J, in order that P3) be satisfied. It turns 
out a posteriori, however, on account of Theorem 4.19 below, that the ordi- 
nary bounded sets do satisfy P3) and even P 4). 

Corollary 4.7. If F « 7 *, then F’’= leF. 

Proof. Theorems 4.15 and 4.18. 

Remark. This result, for a quasi locally closed space, follows from [9, Theo- 
rem 2]. 

Theorem 4.19. A quasi locally closed space F « J * contains the characteristic 
function of every bounded measurable set EC J, in particular, of every bounded 
interval J’ c J. 

Proof. It is sufficient to assume F locally closed and, by (b), to consider 
intervals only. But by Theorems 4.16, 4.18 and Lemma 4.8, y,¢ F’= F, 
as was to be proved. 

Corollary 4.8. If F « 7 is quasi locally closed, it contains the characteristic 
function of an interval. 

Proof. Theorems 4.7 and 4.19. 

Corollary 4.9. If F ¢ 7 * is quasi iocally closed, then F is weaker than T. 

Proof. Theorems 4.19 and 4.11. 


Combining Theorem 4.14 and Corollary 4.9 we conclude that T is, wp to 
norm-equivalences, the strongest (quasi) locally closed space in 7 *. In parti- 
cular, by Corollary 4.6, Ty is quasi locally closed if and only if it is norm- 
equivalent to T, and in any case leTy is norm-equivalent to T. In particular, 
the space Ty of Example 4.6 is another Banach space in 7 * which is not 
quasi locally closed, and it is “‘strictly’’ stronger (in the sense described in 
Example 4.6) than its local closure, which was not the case in Examples 4.1, 4.4. 

The set of locally closed spaces in 7 * is a sublattice of 7 * (Corollary 4.1); 
every element of the lattice is stronger than M and weaker than T, both of 
which are elements of the lattice (Lemma 4.1, Theorem 4.14, Corollaries 4.4, 
4.9). The correspondence F «+ F’ is an involutory lattice anti-automorphism 
in this lattice (Lemma 4.9, Theorems 4.17, 4.18). It follows in particular that 
(M’, T), (M, T’) are pairs of norm-equivalent spaces; we can.prove more: 

Lemma 4.10. T’= M and M’= T. 
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Proof. Let y €M be given. For every »¢T we have |g| < Ja, 7,, x10.11 
1 


with ¥ a, < co and therefore, using (dd*) for M, 
I 


eo co ) fs) 1 
{ |e) y(t)| dt sLias T., Xo, (t) * |p(t)| dt = 2 a f |T_,, p)| dts 


s Sa IT_., vl <(£ a, , 


and taking the infimum of the last member, [ |(t) y(t)| dt < lol lyly, 80 
0 


that p €T’ and |yly < |yly, whence M <T’. 
Conversely, let y €T’ be given. For every t € J we have 


t+1 7) 
J lp (t)| dt = { TF mou) ly) dt SIT? xio,ule lyle = lyr , 


whence y € M, and, taking the supremum of the first member, lyly< |yly , 
which implies T’< M. The two inequalities imply T’= M. By Theorems 4.14 
and 4.18, M’=T”’=T. 

As a last result of this subsection we require the following wellknown fact: 

Lemma 4.11. (L*)’= L® and (L™)’= L’. 

Proof. The proof that (L®)’= L is entirely similar to that of Lemma 4.10 
and is omitted. By Lemma 4.1 and Theorem 4.18, (L*)'=(L”)”= L®™ (this 
may also be proved directly). 


4.6. Some special results 


We return to the consideration of the function «(F; 1) defined as a conse- 
quence of Corollary 4.3. For a fixed F¢ 7, a(F;1) is obviously a positive 


non-decreasing function of J. Therefore lim «(F; 1) exists and is finite and 
: l—+0 


non-negative. We shall denote this limit by ap= «(F). 

Lemma 4.12. If Fé Z and a= a,(F)>0, and if Ec [O(F), 0) is any 
measurable non-null set there exists, for every «, 0<e<1, a p€F such that 
{irl dt = (1 —e) aloe. 


Proof. We select 6>0 so small that (1 + 6)-*(1 — 6)®21-—e. Since 
(EZ) > 0, E has a point of density 1, say t,, and we must have t,> 0. There 
exists, then, / > 0 so small that (1. + 6)1 < t,— 6 and u(F) = (1 — 4) 1, where 
F = [t9, T+ [J EZ. By the assumptions and by Corollary 4.3 there exists 
y €F, yw + 0, such that 


Ff lve) dt = (1 — 6)- (PF; 61) - lylp= (1 — 8) a lye - 


We notice that, if t¢F and 0<1r<(1+6)l, the assumptions and 
18a 
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construction imply t»S¢< 1t,+ 1, and hencet > 6+ 1 2trandt—(1+d)ls 
< t)— 61 < t)<t. By Fubini’s Theorem, 


(1+4)l 
(l+6)l- sup f/f |Tyy(t)|\dt= f drf\|p(t—r)\dt 
Ost5(1+6)l F 0 PF 
(1+4)l t Te 
=fdt f |p(t—t)|dr=fdt f |y(r)i\dt2fdt f |y(r)\dr 
F 0 F t—(1+ 4)l F i 


tT —6 


= p(F) f \v(n) dr=(1— dP laglylp. 


Since F c EZ there exists t,, 0 < t,< (1 + 6) 1, such that 
S\Ti ypO|dt =f |TZ yO|dt>(l-6)- sup f |T; pwH\dt= 
= P OS'S(1+6)l P 

= (1 + 6)-*(1 — 6% ag lylp=(1 — €) a ITS, ye, 


so that p= T}, py + 0 is the required function. 
Lemma 4.13. I/ F ¢ 7 * is locally closed, then By(F) = lim | 7,0, nlp= %(F’) 
+0 


is + 0 if and only if F is stronger than L™. 

Proof. The formula £,(F) = «(F’) follows from Lemma 4.8 and Theo- 
rem 4.18. Set 8y= §,(F). If F is stronger than L”, say F < 6 L”, 6 > 0, then 
Ixto, tle = B-" Ixt0, uleo= B-?, hence By= B-'> 0. Assume conversely that 
B,> 0. Applying Lemma 4.12 to F’ and using (4.19) and Theorem 4.19 we 
conclude that | yelp = Izelr- ]} %o(F’) = 8 for all bounded measurable non- 
null sets EC J. For any given py ¢€F, y +0, choose ¢ > £o" lylp arbitrarily. 
If there exists a measurable non-null set Zc J (which we may assume bounded) 
such that |p(t)| >o a.e. on EZ, then oyg<|y| and hence ofyso|yelrS 
<|ylp, a contradiction. Hence y is essentially bounded, i.e., y¢L®, and 
lyloS Bo" lylr, so that F < Bo" L”. 

Theorem 4.20. 7f F¢ 7 is quasi locally closed, then inf {|y;lp:J'CJ a 
bounded interval, 7, € F} is + 0 if and only if F is stronger than L™. 

Proof. The statement is meaningful on account of Corollary 4.8. We may 
obviously suppose that F is locally closed. By Theorem 4.7, + F ¢ 7 * is 
locally closed, the value of the infimum is the same for F as for + F, and F 
is stronger than L® if and only if #+F is, since L®¢ 7 *. The conclusion 
follows from Lemma 4.13. 

Example 4.7. The conclusion of Theorem 4.20 does not necessarily hold if 
we drop the assumption that F is quasi locally closed and assume only that 
xx ¢ F for every bounded interval J’c J. Let D, be the linear manifold in L* 
of all g € L’ such that @ vanishes a.e. except on a non-dense measurable 
set (D, is L!-dense in L'). Obviously D,¢ 7 *. Consider F= D, y L® ¢ 7 * 
(Theorem 4.2). Since D, contains essentially unbounded functions, so does F, 
so that F cannot be stronger than L®. But if J’C J is any bounded interval 
and if 77 = 9 + y, 9 € D,, pe L”, g(t) vanishes a. e. on some subinterval 
of J’, hence p(t)= 1 a.e. there, whence |y|.21, so that |yylp2=1. We 
notice, however, that F is not a Banach space, since D, is not; whether it is 
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sufficient to assume in Theorem 4.20 that F is a Banach space and contains 7, 
for every J’ is an open question. 

Lemma 4.14. Jf F¢. 7 is a Banach space, F is weaker than 0,1 (where 
6 = 6(F)) if and only if \cF is weaker than 0,1 

Proof. The “only if” part is trivial, since lc F => F. Assume, conversely, 

; that le F is weaker than 0, L’, say a(lc F) > O, L’. Consider any ¢ ¢ 0, L', 

gy +0. We may choose the (increasing) sequence {r,}, t,> 0, such that 
Sf |\e@| dt s 2 [gl,, n= 1,2,.... 

We now define by _pewune a sequence {y,}, with the following properties, 
valid for n = 0, 1, 

1) Yaz 0, Yné F and IvaleS 2-"* ta lph; 


2) os¥ vs lol, lel — S we @, 1 and | |p| — 3° vhs 2-*Igh. 
If we set Ne 0, 1), 2) are dutendy satisfied for n = 0. amnaies Yoo + s+» Pa-a 
already defined and satisfying 1), 2), and set gy’ = |q| — > y,;. By 2), p20, 


: y’€ O,L’, whence, by assumption, g’¢ le F. By Thednin 3.5 there exists 
1 at F,0< y,S ¢’, such that (using 2)) ly,lps lo'lherS «19'S 2-"* a Ih, 


é and such that i (@' (t) — pp(t)) dt < 2-"- |g, Then y, satisfies 1); further, 


Os iol -2 Yi= Y'— Yas YS |y|, whence g’— y,€ OL and |y’— y,| S 


< f (g(t) — pa(t)) dt + fi |p(t)| dt < 2-" |q,, so that 2) is also satisfied for n. 


| ne 


* The sequence {y,} is thus well defined. By 1), the partial sums of the 
corresponding series form an F-Cauchy sequence; since F is complete, the 
series converges in F; but by 2) the partial sums converge in L/ (hence in L) 
to |p|, which therefore must be the sum of the series. Hence » ¢ F and ||p < 


= 


S J lyaleS 2 «ll, (since yo= 0); since » ¢ O,L' was arbitrary, we con- 
I 


yy ss 2 OS 


clude that « F = 0, L’, so that F is weaker than 0, L’, as was to be proved. 

Theorem 4.21. If F ¢ 7, then a= ao(F) is + 0 if and only if bF is weaker 
than @,L* for some t = 0. 

Proof. 1. We claim that b F is weaker than some 0,1/ if and only if 
le(+t F) is weaker than L’. Indeed, if b F is weaker than 09,1’, then so is, 
a fortiori, le F, since le F = b F; it follows that le(+F) = +(le F) (Theorem 4.7) 
is weaker than + 0,L'= L’. If, conversely, lc(+ F) is weaker than L’, then, 
setting 0 = 0(F)= O(lc F) = O(bF), O,le(+ F) = Oot (le F)= le F (Theo- 
rem 4.7) is weaker than 0,1’; but le F = le (b F), so that Lemma 4.14 implies 
that b F is weaker than 9,1, and our claim is proved. It remains to prove 
that «) + 0 if and only if le(+ F) is weaker than L’. 

2. We have noted in Subsection 4.3 that «(F; 1) = «(+ F; 1) for alll > 0 
by Lemma 4.8 and Theorem 4.15, «(+ F;/) = a(le(+F);2) for all l>0 


-» oe > 


—s" Ff O 


1 
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hence a,(F) = a, (lc(# F)). In other words, we may assume that F ¢ 7 * and 
that F is locally closed and must then prove that «)(F) > 0 if and only if F 
is weaker than L’. But by Theorem 4.18, F’= F, hence Lemma 4.13 implies 
that a,(F) > 0 if and only if F’ is stronger than L®; by Lemmas 4.9, 4.1], 
this is equivalent to the desired conclusion. 

To conclude this section we prove a result of the same type but going in 
the opposite direction. The space L> is defined as the subspace of L® con- 
sisting of those g ¢ L® which sntiely - = lim |p(t)| = 0; it is obvious that L> 


is a subspace of L™ (hence a Banach pcindl and that it belongs to 7 *; it is 
not quasi locally closed (cf. Example 4.1). 

Theorem 4.22. If F ¢ 7 * is a Banach space, then F contains the charac- 
teristic function of an interval (hence of all bounded intervals) and sup{|yyly : 
J’ c J a bounded interval} < co if and only if F is weaker than L>. 

Proof. If Le < «F, say, yy € LS implies y»¢F and |y;lps «lyslo = 
for all bounded J’ c J. Assume conversely that y,¢ F and |y;lp< « for all 
bounded J’ CJ and some fixed « > 0. Consider an arbitrary element  ¢ L>; 
by definition there exists an increasing sequence {r,} in J, t,= 0, such that 
apenp lp(t)| S$ 2-*Iol., for n= 0,1,.... Set n= 710,419, N= 9,1,...; 

tt 


then \Pa+i- Pal vai | 9| as Iq lens ta4s)? hence Pn+i— Pn€& F, 
with |%,+1— PnlpS 2-"« |]... Therefore {¢,} is an F-Cauchy sequence; since 
lp — Pal = 19,,9| 2° lolo xs > 0 in L as n+ov, ¢— is also the F-limit; 


thus g¢F and |glp = 2) |,+1— Pale 2 all... We conclude that LS < 
0 


S 2aF and the theorem is proved. 

The result corresponding to Theorem 4.22 as Theorem 4.21 does to Theo- 
rem 4.20 is, in its strongest form, the trivial statement: Jf F¢ 7, then 
lim «(F; 1) < co if and only if F is stronger than O,1, where 0 = 0(F). 

I c 


5. Orlicz spaces 


We assume known the theory of Orlicz spaces of real-valued functions, 
as developed, e. g., in [8, 13], and shall only state as much of the essential 
facts as is necessary to fix the terminology and the notation. 

A Young function is an extended-real-valued function ®(u) of a real non- 
negative variable uw such that: (1): ®(0) = 0; (2): ®(u) is non-decreasing and 
convex; (3): there exist uw, u,>0 such that @D(u,) < oo, D(u,) > 0. There 
may thus be at most one discontinuity, namely, if ®(u) jumps to oo at a finite 
non-zero u, and we shall require (4): ®(u) is left-continuous. 

If ® is a Young function, the conjugate Young function Y may be defined 
as the integral of the left-continuous inverse of the left-continuous derivative 
of ®, or, using the Young inequality, by 


(5.1) Y(v) = sup (uv — D(u)). 
u2od 


It seems pointless to discriminate, as is usually done, between the pair ®, Y 











by requiring ® to be finite-valued, thus destroying the symmetry (@ being 
the conjugate of ), since all relevant theorems hold indistinctly for either 
function, though the proof may be more elaborate if the value oo is taken 
by the Young function. Conjugation thus becomes an involutory mapping 
of the set of all Young functions onto itself. 

The set of all Young functions is partially ordered: we write D,< ®, if 
®,(u) S ®,(u) for all u = 0. If Y,, ¥, are the corresponding conjugates, (5.1) 
shows that Y,< Y, i.e. conjugation is order-reversing. If ®,,®, are any 
Young functions, sup{®,, ®,} is obviously a Young function, and is clearly 
the 1. u. b. of ®,, ®, in the partial ordering. On the other hand, inf{®,, ®,} 
need not be convex; to obtain a g. |. b., let ¥,, Y, be the conjugates of D,, D,; 
then the conjugate of sup {¥,, Y,} is the required g.1. b., because conjugation 
is involutory, onto, and order-reversing. This ‘convex infimum” of ®,, ®, is 
denoted in what follows by conv inf{®,, ®,}; it is possible, though tedious, 
to show that ® = conv inf{®,, D,} is given by 


@(u) = inf {a D,(v) + (1 — «) ®,(w): OSacl, v,w20, av+(l—a)w=4}, 
(5.2) 


so that the graph of ® is the lower boundary of the convex hull of the region 
lying above the graph of inf{®,, ®,}. Under the operations sup and conv inf 
the set of Young functions is a lattice, and conjugation is a lattice anti-auto- 
morphism. 

For a given Banach space X and a given Young function ® we define the 
Orlicz space L@(X) as the set’of strongly measurable functions f from J into X 


such that, for some A > 0, we have Mg(Af) = { D(A |f(t)|)) dt < co; we define 
0 


the norm as |/|pg= inf{A-!: Mg(Af) < 1}. Since this infimum is attained (on 
account of the left-continuity and monotonicity of ©), we find 2 (L¢(X)) 
= {f: Mog(f) < 1}. We use here essentially the notation of [13]; Luxempure 
and ZAANEN [8, 10] use for this space and norm (for X = R) a subscript M @, 
a notation which has a historical reason but is less natural. We observe that 
the notation Lg(X) is consistent with the previous sections, inasmuch as 
f € Le(X) if and only if f is strongly measurable and |/|| ¢ Lo= Lo(R). 
Particular cases of Orlicz spaces are the Lebesgue (Bochner) spaces L?(X), 
1 Ss p< ~~; the corresponding Young functions are ®(u) = wu”, for 1S p <0; 
and M(u)= 0 if OS usl, D(u) = o~ if u> TI, forp=o. One more 
case deserves special attention: if ®, is the Young function defined by 
®,(u) = u for 0 Sus 1,D,(u) = co foru > 1, we find (restricting ourselves, 
on account of Theorem 3.2, to the case X = R) that g ¢ 2 (Le) if and-only 


if ess sup | p(t)| <1 and Msg (¢) = Slew dtsl,i.e, pe Z(P)N2(L”). 
teJ 6 
We conclude that Lg (X) = L’(X) A L™(X). 


Theorem 5.1. For every Young function ®, Le(X)¢7*(X) and Lg(X) is 
locally closed. 
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Proof. By the definitions and Corollary 3.6 we may restrict the proof to 
the case X = R. That Lg satisfies (a) is proved in [8, p. 44]; (b) and (dd*) are 
obvious, and so is (c), since {9 ,)€ Le. As for the proof of the local closedness, 
it is obvious in [8, p. 44] that the criterion of Corollary 3.3 is satisfied. 

Lemma 5.1. If ®,,®, are Young functions, Le (X) < Le,(X) if and only 
if O, >®,. Le (X) is stronger than Lo (X) if and only if there exist 4, u >0 
such that ®,(u) >A®,(uu) for all u=O0. In particular, every Orlicz space 
Lo(X) is weaker than Ly(X) and stronger than Ly,(X), where Y, is the con- 
jugate of Dy. 

Proof. As usual, we may restrict the proof to the case X = R. If = ®, 
then Mo (y) =] Mo,(y) for every measurable g, hence X(Lo,)c X(Le,) as 
claimed. Assume, conversely, Lg, < Le, and let u > 0 be arbitrary but fixed 
for the time being. If ®,(u) = Othen Mg (u x;) = 0 < 1, hence wu x,¢ 2 (Le) c 


C2 (Le,), hence 1> Mog (u x;)= f D,(u)dt, which implies ®,(u) = 0 
0 


= @,(u); if 0<@,(u)=t)'< oo, then Mo (u 70, 1,)) = to P,(u) = 1, hence 
12> Mo,(u x0.) = tpP,(u) = D,(u)/P,(u), so that O,(u)>,(u) in this 
case also; finally, if ®,(u) = oo there is nothing to prove. 

To prove the second sentence of the statement, we notice that, if @ is 
any Young function and A, uv > 0, the convexity implies O(u u) < A@(wu) s 
<= @(Ayu) if A=1, and the reverse inequalities if A< 1; it is therefore 
- possible to suppose that A= 1 in the statement of the theorem. Further, if 
a> 0, then « Lg= Le , where D’(u) = O(a-'u), u > 0. Now Leg, is stronger 
than Lg, if and-only if there exists « > 0 such that Lg. <aLg,, i-e., using 
the first sentence of the statement, if and only if ®,(u) > ®,(«-!u), as was to 
be proved, if we set w= a-}. 

Let ® be a given Young function and let uw», u,> 0 be the corresponding 
numbers according to condition (3) of the definition. Since ®(u,) < co we may 
chodse v, > 0, Dy (u) < vy < 00; by the convexity and the fact that ®(0) = 0, 
we have M(u)<v,u5'u for OS u< up. Therefore O(u) < vD,(u;*u), or 
®,(u) > vu 'P(u,u), for all u >= 0. By the second part of the statement, Lo, 
is stronger than Lg. 

Y, is given, by (5.1), as Y,(u) = max{0, wu — 1}. By the convexity of ® 
and since (0) = 0, ®(u,) > 0, we have B(u) => uu O(u,) => (up *u— 1) O(u,) 
= D(u,)-P,(uy'u) for w=>u,; but the inequality between the extreme 
members holds trivially for 0 < u < u,, hence holds for all u = 0. It follows 
that Lg is stronger than Ly,. (An alternative proof would make use of the 
anti-automorphic properties of conjugation and the fact that, if ®,¥ are 
conjugates, the conjugate of A ®(u u) is A (A-4z-" u).) 

Lemma 5.2. If ®,,®, are Young functions and D=sup{P,,,}, then 
Lo, (X) A Le, (X) is norm-equivalent to Lg (X). 

Proof. We need only consider X = R (Theorem 3.2). Set ®,(u) = 5 (,(u) + 
+ ®,(u)); this is also a Young function. Now ®,(u) < ®(u) < 2 @,(u), u = 0, 
i= 1,2, and hence, by Lemma 5.1, Le < Le, A Lo, and Lo, is stronger than Lo. 
The proof will be complete if we show that Lg, A Lo, < Lo,. If pe L (Le, A Le.) 
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we have Mg(y) <1, i= 1,2, hence Mo,(y)= 4 (Mo,(y) + Me,(¢)) <1, 
i.e., p € X(Le,), so that 2(Le, A Le.) c F(Le,), as was to be proved. 

Remark. Leg,= L A L® is a non-trivial example in which norm-equivalence 
in Lemma 5.2 becomes equality. It is easy to see by examples that this is not 
the rule. 

A central result in the theory of Orlicz spaces is the following : 

Lemma 5.3. If ©, are a pair of conjugate Young functions, then (Le)’ 
and Ly are norm-equivalent. 

Proof. (8, pp. 47—49], where (L¢)’, (Ly)’ are called Ly, Lo, respectively. 

Remark. We have (L”)'’= L*, where p-!+ q'=1, lS psoo but if @ 
is an arbitrary Young function there does not in general exist a Young function 
Y" such that (Lg)’= Ly:. . 

Lemma 5.4. If ®,, ®, are Young functions and ® = conv inf {®,, D,}, then 
Lo,(X) v Le,(X) is norm-equivalent to Lg(X). In particular, L’(X) vy L™(X) 
is norm-equivalent to L y,. 

Proof. We need only consider X = R (Theorem 3.2). Let ¥,, Y, be the 
conjugates of ®,, ®, respectively, and Y = sup {,, ¥,} the conjugate of ® 
(by definition). Since the lattice operations preserve norm-equivalence and 
since the correspondence between associate spaces is a lattice anti-automor- 
phism on the lattice of locally closed spaces in 7 * which preserves norm- 
equivalence (Lemma 4.9), Lemmas 5.2, 5.3 imply: 


Lo n.-eq. (Ly)’ n.-eq. (Ly, AL y,)'= (L y,)’ V (L v,) n.-eq. Le, V Le, 


as was to be proved. The last statement then follows, using Lg, = L’ \ L® and 
(L+)’= L”, (L”)’= L? (Lemmas 4.1, 4.11) but is more easily proved directly 
from the explicit expression of ¥y. 

Remark. The preceding lemma could have been proved without appeal to 
Theorem 4.18 and Lemma 5.3 by using (5.2), but the proof is excessively 
complicated. 

It will be convenient to call a space F(X) ¢ 7 *(X) a generalized Orlicz 
space if it is locally closed and norm-equivalent to an Orlicz space (cf. Theo- 
rem 5.1). Obviously, F(X) is a generalized Orlicz space if and only if F is one. 

Theorem 5.2. The set of all generalized Orlicz spaces for a given X is a sub- 
lattice of 7 *, closed under the operation of taking the associate space. Every 
generalized Orlicz space is weaker than L'(X) A L™(X) and stronger than 
L)(X) vy L®(X). 

Proof. The locally closed spaces in 7 *(X) form a sublattice (Corollary 4.1). 
The result follows from Lemmas 5.1, 5.2, 5.3, 5.4 and Theorem 4.17. 

Example 5.1. Not every locally closed space in 7 *(X) is a generalized 
Orlicz space. Consider in fact the space M. The function , periodic of period 1, 
defined by y(t) = t-!* for 0 < t < 1, belongs to M (|g|y= 2) but Mg(A ~) = 
for every Young function ® and every A > 0, so that @ belongs to no Orlicz 
space, hence to no generalized Orlicz space. It follows from Theorem 5.2 and 
Lemma 4.10 that T is not a generalized Orlicz space; this may also be proved 
directly. 
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6. Spaces of continuous functions with translations 


6.1. Envelopes 

It is often convenient to consider function spaces which do not satisfy 
all the conditions of the definition of the classes F, 7, etc., especially as 
concerns condition (b). We shall not go into the matter in its full generality, 
but shall consider a particular type of condition which is clearly connected 
with the developments in the preceding sections and is suitable to our main 
purpose in this section, the study of spaces of continuous functions. In this 
introductory subsection our remarks will be confined to spaces of real-valued 
functions. 

Let F be a normed space of (equivalence classes of) measurable real- 
valued functions defined on J, satisfying condition (a) and the following 
additional conditions, which together are weaker than (b): 

(bj): if p € F, then |¢| € F and | |¢| lr= Ile; 

(bg): if p, y € F and |p| < |¢, then |ylr< Ile . 

We consider the set e F of all measurable functions py defined on J such that 
— y €F with |y| = ||, and we put |yl.p= inf {Iplr: » ¢F, |y| < 
S |g}. 

Theorem 6.1. If F satisfies (a), (bj), (bg), then eF is a normed space with 
the norm ||,p, and eF €F. F is isometrically embedded in eF. If F is a 
Banach space, so is eF. 

Proof. If y¢€eF and « is real, it is obvious that « y¢eF and |a« yl. p 
= allyl. If yp, yceF with |y|<|y,|, 9:€F, i= 1,2, (bj) implies 
lp| €F, t= 1,2; hence [y+ ysl Slyil+lyel Sloil+ losl€F, so that 
vit y2ceF; using (bj), ly+ polerS!| gi) + |Pel eS loile+ late; taking 
the infimum of the last member, ly, + pole r< lyjle r+ lpeler. We have thus 
proved that e F is a vector space and ||, p is a seminorm. 

For any y € e F and any bounded interval J’ c J we have, by condition (a) 
for F, f |p(t)|dt< f |p(t)|\dt<a(J’)-\olp for every g¢F such that 

J a 


|y| < |p|, where «(J’) =] 0 depends on J’ alone. Taking the infimum of the 
last member, { |yp(t)| dt < «(J’)-lyl.»; in particular, if lyl, p= 0 it follows 
J’ 


that y= 0. We conclude that | |, » is a norm, and e F satisfies condition (a); 
it follows at once from the definition of e F and its.norm that e F also satisfies 
(b), so that e-F ¢ F. 

If p¢F, then |y| <|y|, hence y¢eF and lyl.p<lylp; but by (bj) we 
have |ylp< Iqlp for every y € F, |y| < ||. Taking the infimum of the right- 
hand member, lylp<lyl,y. Hence equality holds, and F is isometrically 
embedded in e F. 


Assume that F is a Banach space. Let {y,} be an e F-Cauchy sequence 
y its L-limit. Consider a subsequence {y,,} such that ly,,,,.— pn, lpS 2-’-?; 
there exists a sequence {¢,} in F (by (bj) we may — and shall — assume that 
9,29) such that |yp,,,,.— Ya,| Sy; and Ip|<2-’. For every fixed i, 








wvwewe ww" 


ce = 
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k-1 
2 a an increasing F-Cauchy sequence; call its F-limit w,; then wp 


—1 
< lim 5 lpilpS 2-***. For every k2i, |Yu- Yn S = IPusi— Pail S 


kaw i 


k-1 
SL’ 9; < %,; taking the L-limit as k + oo, |p — y,,| S @,; hence p€eF, 


and |y — Waders lodps 2-*+1+ 0 as i+co so that yp is the e F-limit of 
{pn,}, hence of {y,}. We conclude that e F is a Banach space. 

Corollary 6.1. If F satisfies (a), (bj), (bg), then eF = A{@: Ge F, GS F}. 

Proof. eF €F and eF =]>F (Theorem 6.1) so that the set over which 
the meet is taken is not void. It remains to show that @ ¢ #, G = F implies 
G2eF. Let y¢eF be given; there exists » ¢ F such that |y| < ||; now 
y € G, hence (b) for G implies y ¢ G, and lylg< Ila Iglp; taking the in 
fimum of the last member, we find |ylg< ly], r, a8 was to be shown. 

The space e F € F may appropriately be called the envelope of F. 

Remark. Condition (b3) is used only in establishing the isometry of the 
embedding of F in e F. 

Example 6.1. Condition (bj) is essential to ensure that eF is a vector 
space. Consider in fact, the space F consisting of the functions » of the form 
y(t) = a- cos(t — 6), where a, 6 are real, and set |g|p= |a|. This is obviously 
a Banach space and satisfies (a), (bj). However, if y,, y.¢ e F are defined as 
y,(t) = |cos t|, p(t) = |sint|, then y,+ y,¢’e F. 

Lemma 6.1. If F,, F, satisfy (a), (bj), (bj) and F,< F, then eF,< eF,: 
if F,, F, are norm-equivalent, then so are eF,, eF,. 

Proof. The first statement is obvious; the second follows from the first 
and from e(« F) = a(e F) for every « > 0. 

Theorem 6.2. If F satisfies (a), (bj), (bs), (c), (d) and, in addition, 

(bs): if p, ye F then inf{| 9), |p|} € F; 

(bj): tf g, we F and |y| <|Ti | for some r= 0, then T> p ck; 
then it follows that eF ¢ 7. 

Proof. By Theorem 6.1, e F satisfies (a), (b); since e F > F + {0}, e F satis- 
fies (c). Let y€eF, tr > 0 be given. For every gy ¢ F with |y| < |¢| we have 
|\T; p| S |\Tr p|; (a) for F implies T? y¢eF and |T; yl, y <I ply; taking the in- 
fimum of the right-hand member, |7; y|. eS lyl. ». To prove the converse 
inequality, let g,¢ F, |w| S |qo| be fixed. For every go ¢ F with |7; y| < |¢! 
we have, by (b3), g’= inf{|7t mo], |g|} € F, and |7} y| s g’. Since OS g's 
S |TF Pol, (bg) implies Ty y’¢ F, and |p| = |77 Tr y| s |T; y’|. Using (d) we 
have T; T> y= @,y'¢€F, and, by (d), (bs), (bj), lylerS ITF o'lps 10, ¢'lrs 
< |¢'lps |qlp. Taking the infimum of the last member, |yl, p< ITT yk r. 
Thus e F satisfies (d). 

Example 6.2. Condition (bj) cannot be entirely dispensed with. Let F be 
the subspace of L’ consisting of those functions which are constant a. e. on 
[0, 1]. F obviously satisfies (a), (bj), i= 1, 2, 3, (c), (d); however, y1o,1,2€ e F, 
lZto,1/ ale r= 1, but I7'f x60,1/2kk= 3, 80 that e F does not satisfy (d). 
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6.2. Spaces of continuous functions 


We shall now give some results concerning spaces of continuous functions. 
These results may be considered to be a part of a general theory (which we 
shall not go into), parallel in the main to the developments in Sections 3, 4, 
but they have an interest of their own and shall be obtained directly. Since 
we shall wish occasionally to treat spaces of continuous functions as special 
cases of spaces of measurable functions, we should identify with each con- 
tinuous function all functions coinciding with it a.e.; we agree, however, to 
use the term ‘‘continuous function” in its usual meaning unless the context 
requires this standard identification. . 

We define € to be the space of all continuous real-valued functions p 
bounded on J, with the norm |g|= sup |¢(t)|; € is a subspace of L® under 

ted 


the above-mentioned identification. Call C° the subspace of C consisting of all 
gy € C with ~(0) = 0. Since L” is a Banach space, so are C, C°. 

Theorem 6.3. A normed space G of continuous real-valued functions on J 
is a Banach space and satisfies (a), (c), (d) and 

(b°): if » € G@ and wis a continuous real-valued function such that |p| <| 9, 

then peG and lylg<lolg, 
if and only if G=a(F A C©°) where Fe 7, FS L~ and F is a Banach space 
containing the characteristic function of an interval, and a is a positive real 
number. 

Remark. The condition “F contains the characteristic function of an in- 
terval” is equivalent, by the proof of Theorem 4.12, to “F is weaker than 
@.T for some t > 6(F)’’. 

Proof. 1. The “if” part is almost trivial. G@ is a Banach space by Theo- 
rem 2.1. Properties (a), (b°) are evident. Property (c) holds because there 
exists a continuous non-zero function gy, g(0)= 0, such that |g] < yy, 
where J’CJ is an interval and y,¢F. Property (d) holds because F ¢ 7 
and because p(0)= 0 for all » € G, so that 7 is continuous for t > 0. 
It remains to prove the “only if” part. 

2. Since G@ satisfies (c) there exists t,¢ J and gy ¢ G@ with g(t.) +0. We 


shall show that there exists a > 0 such that sup |(t)|< «lglg for all p< G. 
Oststh 
Assume, indeed, that no such « existed; we could then find a sequence {¢,} 


in G and a sequence {t,}, 0 <t,< to, such that |p,lg< n-*, |@,(t,)| = n. Now 
n 

by (b*), = el is an increasing G-Gauchy sequence, hence, since @ is com- 
1 


plete, it has the G-limit (hence by (a) the L-limit) g. The sequence {t,} has 
a point of accumulation, say t’, 0 < t's t,. Select a positive integer m > p(t’); 
since @ is continuous there exists a neighbourhood U of t’ in [0, t,] such that 
y(t) < m for t¢€ U. There exists p > m such that t,¢ U; then m2 oi(t,) = 
= |¢y,(t,)| = p, a contradiction. 

We claim that G < « C. Let p ¢ G, p +0, andt ¢ J be arbitrary. Ift <¢, 
we have just proved that |g(t)| < «lglg. If t >t), we choose g¢ G in such 
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a way that g(t.) = |p(t)| (as we may, by the choice of t,). We define p 
= inf{|qo|, |77_.,9|}; this function is continuous, and 0 < py < |g,|; hence, 
by (b°), ye @; but O<7?_1,y < |O,-1,9| S|q|; hence, by (d) and (b*), 
lyla< lplg- Now | p(t)| = | Po(to)| = plto) < a lyla S «lglg. We conclude that 
|p(t)| < «lglg for allt ¢ J, so that mp € C and |glsalglg,ie, @GSaC, as 
claimed. 

Since G satisfies (d) we must have (0) = 0 for all @ € G, in order that 
T; y be continuous for t > 0. Hence actually G < « C°. 

3. @ satisfies (a), (c), (d); and (b°) implies (bj), i= 1, 2, 3, 4, so that the 
envelope eG is well defined; we set F = a-1(e G). By Theorems 6.1, 6.2, 
F ¢ 7 and F is a Banach space; obviously, since @ satisfies (c), F contains 
the characteristic function of an interval. Now G < « ©°, hence, by Lemma 6.1, 
F <= L®, since obviously e C°< L”. Since G@ < e G= a F we have, using the 
above-proved result, @ < «(F A ©°). Further, the embedding is isometrical, 
for if pweG@ we have Iga@pcy) = a '- max {lyl, lylp} = a? x 
xmax{lyl.., lylp} = «-! lyly = lvl. g = Iylg. But if yc FA 0°, then pce G, 
hence there exists g € G such that |y| <|g|; y being continuous, (b°) implies 
y € G. We conclude that G = a(F (A C€°). 

For any Banach space X and any normed space G@ of continuous real- 
valued functions satisfying at least (a), (b°) we write G@[X] to denote the 
normed space of all continuous functions f from J into X such that ||| ¢ G, 
with |flg = J\lf\lg (the argument X may be omitted in the subscript). The 
square brackets are used to distinguish this notation from that which concerns 
spaces of measurable functions. 

Theorem 6.4. Jf H is a normed space of continuous functions from J into X, 
H is a Banach space and satisfies (ay), (cx), (dy) and 

(bS): if f€H and g is a continuous function from J into X such that 

\g| S |f), then g ¢ H and Igly < Iflu, 
if and only if H = a(F(X) A © [X]) =a(F A ©) [X] for «, F as in Theorem 6.3. 

Proof. By a proof entirely similar to that of Theorems 3.1, 3.3, 4.1 it may 
be shown that the conditions on H are equivalent to H = G@[X], where G 
satisfies the conditions of Theorem 6.3. The rest of the proof follows from 
Theorem 6.3. 

Theorem 6.5. If G satisfies the assumption of Theorem 6.3. then le(G[X)) 
=le(eG) (X) € 7 (X). 

Proof. Since G < e G € J (Theorem 6.3) we have G[X] Ss (e G) (X) €.7 (X) 
whence le(G@[X]) S le(e G) (X) € 7 (X) (Theorem 4.4). Let g € le(e G) (X) be 
given. Then |\g| €le(e @) (Theorem 3.8). By Theorem 3.5 there exists an 
increasing sequence {p,} of positive elements of e G such that limy, y, = |g|, 


n-—> 


lim |Wnleg = Where g): For each n we may choose ¢,,¢€ G, y, S Pp, Such that 


n—> 


lWnleg S lPnlaS lnleg+ In, so that lim lpglg= ghee q)- On the other hand, 
n—> © 


e G is stronger than L® (proof of Theorem 6.3), hence g € le L®(X) = L®(X) 
(Lemma 4.1). There exists, therefore, a sequence {/,} of bounded continuous 
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functions from J to X such that limy x, /,—g. Seth, = (inf{9,, lfn|}) sen/,.- 


ao 


Then A, is continuous and |f,||<¢,, hence h, € G(X], Vela IPale- But 
by —-A,|s lg — fall + sup {|i/,| — Pn» 9} S I — fal + sup {If — Yn 9} S 
S lo—fal + |Mal — Wil + (lol — yx) S2 lo — fal + (ig — yn) > 9 in DL as 
n> co; hence lim, y)h,=g, and lim sup Viale s | a 1 \Pnla= IWheceq): Hence 
g € le(@[X]) and Where (x)= here @ so that le(e @) (X)s le(G@[X}), and 
equality holds as claimed. 
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Uber einen Satz von L. E. Dickson. III 


Von 


Hans-Joacnt™ Kano in Braunschweig 
Herrn Professor Dr. Heryrich Beanxke zum 60. Geburtstag 


In dieser Arbeit, die sich methodisch eng an zwei friihere [3] anschlieBt, 
sollen Ergebnisse von H. N. Suaprro [4] und H. A. Bernuwarp [1] ver- 
allgemeinert und auf etwas anderem Wege gewonnen werden. Alle diese 
Untersuchungen fuBen auf einer Arbeit von L. E. Dickson [2]. Wir bezeichnen 
mit k, r gegebene natiirliche Zahlen und mit A(>1) eine gegebene reelle Zahl 
V(n) bzw. o,(n) bedeute die Anzahl der verschiedenen Primteiler bzw. die 
Summe der r-ten Potenzen aller (positiven) Teiler einer natiirlichen Zahl n. 


,,Leere“ Produkte der Gestalt J7 mit 1 =m setzen wir gleich Eins. Wir wollen 
i=141 
diejenigen n betrachten, welche die beiden Bedingungen 


a) o,(n)-n*2A>a,(d)-d- fir djn,d<n 
und 
b) Vin)=k 
erfiillen. 
§1 


Wir beweisen zunachst den 

Satz 1. Dann und nur dann gibt es unendlich viele natiirliche Zahlen n, 
welche die beiden obigen Bedingungen a) und b) erfiillen, wenn k >1 ist, wenn 
es von n unabhiingige natiirliche Zahlen 1, m, k* gibt, die der Ungleichung 
21-msl<k+l—m= k* geniigen, wenn auperdem m paarweise verschiedene, 
von n unabhiingige, Primzahlen p,, . . ., Pm existieren, so daB 


A= IT pi(g,-1)- I 0, (pit) * py "% 
i=1 i=1+1 
mit von n unabhiingigen positiven Exponenten a, 1,..., %m gilt, und wenn es 
schlieBlich unendlich viele zu II p, teilerfremde natiirliche Zahlen n* gibt, 
per Pe i=1+1 
a*) a,(n*) intr IT 0, - 1) > oa, (d*) - (d*)~" fiir d*|n*, d*< n* 
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und 
b*) V (n*) = k* 
erfiillen. 


Beweis. 1. Aus der Existenz unendlich vieler n* folgt auch das Vorhanden- 
sein unendlich vieler n, denn wir brauchen nur 


(1) n=n* I] px 

i=t+1 
zu setzen und nachzupriifen, daB diese n tatsichlich a) und b) gerecht werden. 
Aus (1) ergibt sich 


V(n) = k*im—Il=k; a,(n)- n= ,(n*) - (n*) x 


m m m —— 
(2) x IT o, (pi): pp mzi>o,(a IT ri) (a IT vi) 
t=l+1 i=1+1 i=1+1 
Wir miissen noch beweisen, daB 
m m ——f 
(3) A> o, (nm IT visny?)-(- IT vp") 
i=14+1 i=341 


richtig ist fir j= 1+ 1,...,m. Wenn es unendlich viele n* gibt, die die 
Bedingungen von Satz | erfiillen, dann gibt es auch unendlich viele solche 
welche eine von p,(i= 1+ 1,...,m) verschiedene Primzahl q genau in der 
Potenz g° enthalten, und dabei noch 

1 
(4) g > (n*)* > pis? 


richtig ist. Aus (2) folgt fir d*= n*q— 


Ameer ates IT plata) (nap IT pt)” 
, i=41 i-j 
(5) i+j 


> o,(n*q~*) o,(9°) or( IT Pi‘) o, (pi) (s*a* IT Pi), 
i+j ' i+j ] 
also die Richtigkeit von (3). 


2. Wir nehmen nun an, es gabe eine Folge von unendlich vielen verschiedenen 
natiirlichen Zahlen n,(o = 1, 2,3,...), die alle die Bedingungen a) und b) 
erfillen. Sei 


k 
(6) n= Il px 


x=1 


die Primzahlpotenzzerlegung von n, und 


k a 
(7) max pe" = p,% (> n, *) ; 


x=] 











Uber einen Satz von L. E. Dickson. III 
Aus der Bedingung a) _ dann insbesondere 
k 

o,(m,) ne"= a (1 + pnt Den’ t+ °° + Bes") = BLA fen A> 
8 me) (™ r —r =9 - 
© 20(3) (B)"= etna nr-= edmanr(t-hy) 
unter Verwendung der abkiirzenden Bezeichnungen /,, und n;. 

Nach (7) und (8) ist 
(9) lim o, (nj no"= A. 
@—- oo 

Wir wihlen, wie in den fritheren Arbeiten [3], aus der Folge n, eine Teilfolge n®) 
so aus, daB 
(10) (O+h,, dh. {M=h,+ und lim ¢,,= 0 


e7- 2 


far x=1,... rg Nach (8) und (9) ist 


(11) Th, + &,) 2A= lim IE (he ey) = HT he 


er wox=l1 


Wir teilen ibdee ahnlich wie friiher, die Grenzwerte h, in drei Klassen ein: 


I. h,= pi (p.—1)-, p,.= p, (unabhangig von 9), €,,< 0, «,,->00 fiir 900; 

(12) Il. h,= o, (pe) p.°™, Pox= Py» Kon = Ky (unabhangig von @): box = 0; 
III. h,= 1,d.h. p,,>00 fiir goo und ¢,,= ppl+ pr2’+ +++ pple >. 
Dann folgt aus (11) und (12), daB Klasse III nicht leer sein kann. Wegen der 


Bedingung a) ist A > 1, also auch k > 1. Sei die Anzahl der h, in Klasse I 
gleich 1 und diejenige in Klasse II gleich m — 1, dann ist 


(13) lsm<k; 2l-msl<kil—m 
Jetzt zeigen wir, daB auch Klasse I nicht leer sein kann, also 
(14) 1>0 


sein mu8. Ware dies nicht der Fall, dann folgte nach (8) und (11) der Wider- 
spruch 





(15) IT 6, (p) pp"™ = 4 > IT 0, (p?) pz" 
i=] i=1 
wa -2 - i 
=. ( + Pou + Pox "+ Dow @ *)-(1- reac. abot 


Wir schreiben zum SchluB unseres Beweises zur Abkiirzung 


(16) k+l—-m=k; n®- J] pr*= 

i=l+1 
und sehen, daB die Zahlen n* die Bedingungen a*) und b*) erfiillen. Damit 
ist Satz 1 vollstandig. bewiesen. 


19" 
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§2 
Satz 2. p,,...,p; seien gegebene, paarweise verschiedene, Primzahlen. 
Dann existiert zu jeder hinreichend groBen Primzahl q stets eine Zahl n= p*- - -pfiq 
mit passend gewiihlten natiirlichen Zahlen a, . . ., %, welche 


a**) o,(n) n-" > Tvs, —1)-!>0,(d) d-* 
i=1 


fiir djn,d <n erfiillt, wenn wir noch Ir(p,—1)>1 voraussetzen. Wenn 
Ir(p,—1) = 1. wnd q keine Mersennesche Primzahl ist, bleibt die Aussage des 
Satzes richtig. Wenn dagegen Ir(p,—1) = 1 und q eine Mersennesche Primzahl 
ist, ersetzen wir a**) durch 
a***) a(n) n-!= 2 > a(d) d-. 
Beweis. Wir schreiben die Bedingung a**) in der folgenden Gestalt: 
i i 
(l+ q-) JT (1 + ptt +++ + v7 %) > IT pi(pj —1)* > 
(17) i=1 i=1 
1+p, "+ sooty MD 
1 +H °+°:-+9 °° 
dabei bedeute j eine der Zahlen 1,...,/. Durch eine kleine Umformung 
bekommen wir aus (17) 





? 


I 
>(L+ qT (1+ prt t-s++ prs) - 
i=1 


l 
as) 0+ ot? — ay) <1 + <1 +@,(07) — 


l U 
IT (1 + (p+ —1)-4) = (1+ (9% —1)-) TT (1 + (ft — 1)-). 


i=1 i=1,i+) 
Wir kénnen uns hierin noch j so gewahlt denken, daB auch 
i 


(19) - se 0, (pi") = o,(p7") 
i= 

gilt. Nehmen wir 0.B.d.A. 

(20) P< Pr < Dy 


an, so folgt aus (18) und (19) insbesondere, da8 


l 
L+q"< (1+ py) IT + (pi - 1) 
(21) ‘a. 
= (1 + (pj— 1)-) 71 + (ef - 1)-*) 

iat 

sein mu8. Diese Bedingung liefert eine notwendige untere Schranke fir gq, 
wenn die Forderung a**) aus Satz 2 erfiillt sein soll. Jetzt betrachten wir die 
Funktion 


1 
(22) f(xy, -- 5%) = TT (1 + (wet) — 1)-) 
i=1 


der / stetigen, reellen, nichtnegativen Verinderlichen 2,,..., x;. 











Uber einan Satz von L. E. Dickson. III 


Aus (20) und (21) ersehen wir sofort die Giiltigkeit von 
{(0,1,...,1) > f(1,0,1,...,1)>+++>f(1,1,...,1,0,1)> 
>f(l,...,10)>l+q¢q-". 


(23) 


Gesucht sind nun diejenigen positiven ganzzahligen Werte z,,..., z,, welche 
(24) flay. 2 BSD 4 gS Paty +s Syne Bp— 1, Spay es oy BD 


erfiillen, wobei j wieder, wie oben, irgendeine der Zahlen 1, ..., 1 sein kann. 
Von jetzt ab sei 

(25) q> Pp. 
Da nach (18) auch 

(26) q< p+! far i= 1,...,1 


sein muB, folgt fiir alle Primzahlen g > pj, daB der linke Teil der Ungleichung 

(24) nur fiir solche ganzzahligen Wertesysteme der Veranderlichen erfillt sein 

kann, fiir welche z,> 2(i=1,...,; 1) gilt. Nun gibt es zu jeder Primzahl g 

ein ganzzahliges Wertesystem x( derart, daB 

(27) f(z, ..., 2% <l+¢-" 

erfillt ist. Wir lassen jetzt x, fir i= 1,...,1 unabhangig voneinander die 

1 

Werte 1, ..., x durchlaufen und erhalten so insgesamt JJ x{° verschiedene 
ix1 

Wertesysteme 2,,..., 2, Wir nehmen daraus ein (bestimmt existierendes) 

Wertsystem zx‘), welches die folgende Eigenschaft besitzt: 

Aus 
f(z, ....%)<l+q,1lsasx 
folgt 


(28) fay... %) SH(AY,...,- PN <Cl+¢e. 

Nach den im AnschluB an (25) und (26) gemachten Bemerkungen muB 

(29) a> 2 fari=1,...,1 

sein. Somit gibt es zu jeder Primzahl g > pj ein System von ganzen Zahlen 
x) = w,, die (29) und 

(30) (ey, - +5 Qs) CL +g? S flay, .. «5 Gyngy &y — 1, Oy agy.- -5 Oy) 
erfiillen. Dies ist gleichbedeutend mit 


l 
_ , o,(n)-n-"> IT pi (ps —1)-420,(n’) - (n’)-". 


(31) m= pit+ + pig, n= > (m1 


Nach friiheren Resultaten [3] ist das letzte Gleichheitszeichen nur méglich 
bei héchstens endlich vielen verschiedenen n’, wenn Ir(p,—1)> 1 gilt, 
oder g keine Mersennesche Primzahl ist. Damit ist Satz 2 bewiesen. Wir 
bemerken dazu noch: Quadratfreies n, d.h. «,=-+-+= «= 1 tritt genau 
dann als ,,Lésung von a**) auf, wenn es mindestens eine Primzahl g 
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I 
gibt, die zu J7 p, teilerfremd ist, die die notwendige Bedingung (21) und 
i=1 


auBerdem noch 


(32) f(l,-...1I)<1l+q7 
erfillt. Es ware noch interessant, die durch (22) definierte Funktion f(z,, . . ., z;) 
naher zu untersuchen, sowie auch den Fall zu Sepeen, in welchem die 


in Satz 2 auftretende Primzahl g durch eine = IT fe teilerfremde Zahl ersetzt 
wird. Doch soll auf diese Fragen hier nicht aiher eleieguiigin werden. 
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Limesraume 
Von 


H. R. Fiscuer in Zirich 


In der vorliegenden Arbeit unternehmen wir den Versuch, eine Theorie 
der Konvergenz unabhangig von der mengentheoretischen Topologie auf- 
zubauen. Es ist bekannt, daB schon vor laingerer Zeit ahnliche Versuche unter- 
nommen wurden (s. z. B. die #*-Strukturen bei Kuratowsky, Topologie I), 
Es scheint aber — und wird durch Beispiele sogar aus der Topologie klar — 
daB es kaum gelingen kann, eine befriedigende Konvergenztheorie unter Ver- 
wendung der (abzahibaren) Folgen allein zu erhalten: die Beschrankung auf 
abzaéhlbare Systeme von Elementen ist bei Untersuchungen von dieser All- 
gemeinheit nicht verstandlich. Man kénnte sich jedoch der Moore-Smithschen 
Folgen bedienen, bei denen diese Beschrinkung wegfallt. Es schien uns aber 
vorteilhafter, die Filtertheorie heranzuziehen, die sich ja in der mengen- 
theoretischen Topologie als ein sehr niitzliches Hilfsmittel erwiesen hat. Die 
Theorie der Relationen und Operationen fiir Filter ist von sehr elementarem 
Charakter und bereitet keinerlei Schwierigkeiten, so daB der ,,technische“‘ 
Aufwand denkbar gering wird. Wir erkliren also in geeigneter Weise einen 
Konvergenzbegriff fiir Filter, indem wir jedem Element einer Menge £ eine 
gewisse Menge von Filtern zuordnen, die zwei Forderungen rein algebraischer 
Natur zu geniigen hat; die Filter der so dem Element x zugeordneten Menge 
heiBen dann konvergent gegen x. Durch die Angabe der in diesem Sinne 
konvergierenden Filter wird auf £ eine ,,Limitierung“ definiert und Z heiBt 
dann ein Limesraum; es stellt sich dabei heraus, daB die Topologien spezielle 
Limitierungen sind. Viele Begriffe und Satze der Topologie lassen sich ohne 
weiteres auf die Limitierungen tibertragen, insbesondere in evidenter Weise 
der Begriff der stetigen Abbildung. Diese Abbildungen ergeben wie im Falle 
topologischer Raume, wo wir den iiblichen Stetigkeitsbegriff zuriick erhalten, 
eine Klasse von Morphismen der Limesréume, so da8 man damit eine Kate- 
gorie erhalt. Diese Kategorie ist additiv, wenn man sich auf abelsche Gruppen 
und zulassige Limitierungen beschrankt (s. § 3 fiir diesen Begriff); sic ist eine 
abelsche Kategorie (mit direkten Produkten), wenn man als Morphisinen nur 
die Homomorphismen im engeren Sinne zulaBt, die wie im Falle topologischer 
Gruppen ausgezeichnet werden. 

Zur Terminologie ist zu bemerken, daB es uns unnétig schien, von ,,Pseudo- 
konvergenz‘* und ,,Pseudostetigkeit“ zu sprechen, wie dies etwa geschieht 
(s. z. B. [6]), um nicht die Ausdrucksweise unnétig zu komplizieren. 
Math. Ann. 137 20 
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Ausgangspunkt fiir die vorliegende Arbeit war ein Seminar iiber die Theorie 
der Distributionen, wo sich das Bediirfnis zeigte, die dort auftretenden Kon- 
vergenzstrukturen (“pseudo-topologies”) allgemeiner zu untersuchen. Es ist 
mir eine angenehme Pflicht, an dieser Stelle den Herren Prof. R. NEVANLINNA 
von der Universitat, A. Prtucer von der ETH in Zirich fir ihr Interesse 
und ihre niitzlichen Bemerkungen meinen aufrichtigen Dank auszusprechen. 
Ganz besonders aber gilt mein Dank Herrn Prof. B. L. van DER WAERDEN, 
dessen viele kritische Bemerkungen fiir mich von groBer Wichtigkeit waren.’ 


§ I. Limesriiume 
1. 


Wir werden im folgenden von einigen elementaren Begriffen der Verbands- 
theorie Gebrauch machen, so daB wir diese hier — um vor allem die ver- 
wendete Terminologie klar werden zu lassen — zusammenstellen. Im wesent- 
lichen halten wir uns dabei an die Bezeichnungsweise von H. Hermgs, Ein- 
fiihrung in die Verbandstheorie, Springer 1955. 

Ein Verband ist eine Algebra A mit zwei kommutativen, assoziativen und 
idempotenten Operationen A, \, die auBerdem der folgenden Bedingung 
geniigen: 

Fiir alle a, b aus A ist a \(b Va) =a=ay (bA a). 

Ein Verband heift distributiv, wenn fiir \, V die Distributivitatsgesetze 
gelten. In einem Verband laBt sich wie folgt eine Ordnungsrelation < ein- 
fihren: 

ab gilt genau dann, wenn a= 0b / a (und also b=a V bd) ist. < ist 
offensichtlich eine Ordnungsrelation. 

Eine Menge A zusammen mit einer darin definierten Ordnungsrelation 
heiBt eine Halbordnung. Gilt fiir irgendein Paar entweder a < b oder b <a, 
so heiBt A eine Kette oder eine total geordnete Menge. Ein Element m einer 
Halbordnung A heiBt maximal (minimal), wenn aus m <a (a Sm) folgt 
m = @. dy heiBt gréBtes Element, wenn fiir alle a gilt: a < a); entsprechend 
definiert man das kleinste Element. Gibt es in A ein gréBtes Element, so ist 
dieses das einzige maximale Element und also insbesondere eindeutig bestimmt. 

Sei B eine nichtleere Teilmenge von A. s ¢ A heiBt eine obere Schranke 
von B, wenn aus 6 € B folgt b < s; hat die Menge S(B) der oberen Schranken 
von B ein kleinstes Element 85, so heiBt dieses die obere Grenze von B (in A). 
Eine Halbordnung A heiBe vollstindig, wenn in ihr jede nichtleere Teilmenge 
eine obere Grenze besitzt. : 

Eine Halbordnung A, in der jede zweielementige Teilmenge {a, b} eine 
obere und eine untere Grenze besitzt, die bzw. mit a V b, a A b, bezeichnet 
seien, ist beziiglich A, V ein Verband. Die Verbénde stimmen mit solchen 
Halbordnungen iiberein, wie man leicht einsieht. Ist ein Verband A beziiglich 
der in ihm in natiirlicher Weise gegebenen Ordnungsrelation vollstindig, 
so heiBt er ein vollstandiger Verband. Ein solcher besitzt ein gréBtes und ein 
kleinstes Element (mit 1 bzw. 0 bezeichnet), die die folgenden Relationen 


erfillen: aN0=0,aV0=a;aAl=a,aVl=1. 
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Nun sollen zunachst in Verbanden, dann auch in gewissen allgemeineren Halb- 
ordnungen, Teilmengen I als /-Ideale folgendermaBen ausgezeichnet werden: 

I heift ein \-Ideal, wenn aus a, b in I folgt, daB auch a \ b € I ist und wenn 
ferner mit a jedes b = a zu I gehért. 

Man zeigt ohne Mihe, daB diese Definition mit der folgenden aquivalent ist : 

ICA ist ein \-Ideal, wenn a und b genau dann in I liegen, wenn a ( bin J ist. 

Ein /-Ideal hei®t ein \-Hauptideal, wenn es aus allen b >a zu einem 
festen a € A besteht. a wird dann das erzeugende Element des Hauptideales 
genannt und dieses selbst mit [a] bezeichnet. 

Beim Beweis der Aquivalenz der zwei Definitionen des /-Ideales benutzt 
man nur / und s. Daher ist dieser Beweis auch noch in solchen Haibordnungen 
richtig, in denen irgend zwei Elemente eine untere Grenze haben, ohne daB 
immer auch eine obere Grenze existierte. Népetine [3] nennt solche Halb- 
ordnungen ,,/\-Vereine“. Wir werden im folgenden wesentlichen Gebrauch von 
A-Idealen in solchen Halbordnungen machen, und zwar in der Halbordnung 
der Filter auf einer Menge Z. Wir fiihren diese Halbordnung F(Z) folgender- 
maBen ein: 

Es sei Z eine (nichtleere) Menge, D(H) die Potenzmenge. B(Z) ist ein 
volistandiger Verband beziiglich den mengentheoretischen Operationen ™, U 
des Durchschnittes und der Vereinigung. Zugehérige Ordnungsrelation ist die 
Inklusion c . Damit geben wir die folgende 

Definition 1. Zin von Y(H) verschiedenes (nichtleeres) 1\-Ideal in (2) 
heiBt ein Filter auf E. 

Wir bezeichnen Filter mit groBen deutschen Buchstaben F,G,... . Ein 
nichtleeres Mengensystem § aus $3(Z) ist mithin genau dann ein Filter auf Z, 
wenn es den folgenden zwei Bedingungen geniigt : 

(F,) 8 ¢ F , 

(F,) A und B sind genau dann in F, wenn A B ¢ §F ist. 

8 bezeichnet dabei die leere Menge. Aus (F,) und (F,) folgt zunichst, daB 
fir A ¢€§ und Be F immer A/- B + 9 gilt. 

Es sei also F(Z) die Menge aller Filter auf 2. F(Z) ist eine Halbordnung 
beziiglich der wie folgt eingefiihrten Ordnungsrelation < : F < G bedeute die 
mengentheoretische Inklusion § CG. Nach Definition ist § < G genau dann, 
wenn es zu jedem F ¢§ ein G¢G so gibt, daB GCF. Man sagt daher fiir 
& <G, G sei feiner als F (u. 4.) oder auch, G sei Oberfilter zu F. Die maxi- 
malen Elemente von F(Z) heiBen Ultrafilter auf EZ. 

Man gelangt zu den Filtern auf einem zweiten Weg: Wir nennen Raster 
(N6BELING) oder Filterbasis (BouRBAKI) ein nichtleeres Mengensystem %, 
das den folgenden Bedingungen geniigt : 

(B,) 8 ¢B , 

(B,) Zu B¢€S und B’¢S gibt es ein B’€S, so dab BY C BOB’. 

Betrachtet man nun das System aller Obermengen zu den Mengen aus 
einem Raster G, so sieht man sofort, daB es ein Filter auf Z ist. Wir sagen, 
dieser Filter werde von B erzeugt. Jeder Raster erzeugt mithin einen Filter. 
Fiir Raster erkléren wir wie folgt eine Quasiordnung < :G <2’ gelte genau 
20* 
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dann, wenn jedes B ¢S ein B’€S’ enthalt. Man sagt dann, 3’ sei feiner als 
@. Fir Filter erhaélt man die friihere Ordnungsrelation zuriick. Die Kon- 
junktion von 3 <%’ und B’ <3 (fiir Raster) ist eine Aquivalenzrelation (die 
nicht die Gleichheit zu sein braucht), gelesen: G und G’ sind gleichfein. Gleich- 
feine Raster erzeugen denselben Filter; umgekehrt sind irgend zwei Raster, 
die denselben Filter erzeugen, gleichfein. Man hat mithin eine umkehrbar 
eindeutige Beziehung zwischen Klassen gleichfeiner Raster und Filtern auf Z. 

Jede nichtleere Teilmenge A von £ ist ein Raster (bzw. korrekter: defi- 
niert den Raster {A}) auf Z und erzeugt daher einen Filter [A], naémlich das 
von A in $(#) erzeugte -\-Hauptideal. Ist A insbesondere einelementig: 
A = {zx}, so ist [{z}] ein Ultrafilter auf Z, wie man sofort zeigt. Wir bezeichnen 
diese Ultrafilter in der Folge immer mit # (usw.) und nennen sie die z-Ultra- 
filter (x € Z). Allgemeiner zeigt man mit Hilfe des Zornschen Lemmas, da8 
zu jedem Filter § ein Ultrafilter U(F) existiert, der feiner als F ist. SchlieBlich 
ist fiir jeden Ultrafilter U der Durchschnitt aller U € U héchstens einelementig ; 
er ist genau dann einelementig, wenn U ein z-Ultrafilter ist. Fiir all dies und 
die weiteren Eigenschaften der Filter, die wir noch verwenden werden, sei 
auf [1], ch. I, §5, [3, 4, 5] verwiesen. 

Nun seien §, G Filter auf Z. Die untere Grenze F \ G existiert immer 
und ist der von den Vereinigungen F \/G gebildete Filter, der gleich dem 
mengentheoretischen Durchschnitt FG ist. F(Z) ist also eine Halbordnung, 
in der irgend zwei Elemente immer eine untere Grenze haben. Die obere 
Grenze § V G zweier Filter existiert genau dann, wenn fiir alle F € F und alle 
G¢€G gilt: FG +9; sie besteht dann gerade aus diesen Durchschnitten. 
Ist (F,).cz eine beliebige Familie von Filtern, so existiert immer die untere 
Grenze inf, oder NG,. Sie wird von den Vereinigungen UF, F,¢ G,, er- 


‘ er 
zeugt. Die obere Grenze sup &, existiert genau dann, wenn jede endliche Teil- 
familie von (F,),<; eine obere Grenze besitzt und wird dann von den endlichen 
Pp 
Durchschnitten NM F,, erzeugt. 


i=-1 

Nun sei A eine Teilmenge von Z, § ein Filter auf Z. Sind alle Durchschnitte 
F 7\ A +9, so erzeugen sie auf A einen Filter F’, den wir den von § induzierten 
Filter nennen wollen (,,Spur von § auf A“ bei Boursakt). Anstelle von §’ 
verwenden wir die Bezeichnungen o,f und §, fiir den von § induzierten 
Filter. 0, : § > F, ist eine Abbildung auf F(A): sei nimlich F’ ein Filter auf‘. 
Dann ist §’ ein Raster in Z und erzeugt dort einen Filter F (’). Offenbar ist 
o4F (§') = §’. a4 ist eine A-treue Abbildung aus F(Z) auf F(A); sie ist auch 
V-treu in dem Sinne, daB o4(F V G) = o4F V o4G ist, sofern diese oberen 
Grenzen existieren. Insbesondere ist also-o, ein Ordnungshomomorphismus 
aus F(Z) auf F(A). Wir fiihren noch die Bezeichnung F,(Z£) fiir diejenige 
Teilmenge von F(Z) ein, die aus den Filtern besteht, fir die o,§ existiert. 
& € F,(Z) ist also gleichbedeutend damit, daB F A + fir alle F ¢ & gilt. 
Offenbar ist F,(#) A-abgeschlossen und enthalt mit G§ auch jedes G < §. 

Fiir alles weitere sei auf die schon zitierte Literatur verwiesen. 














Limesraume 


Es sei EZ eine nichtleere Menge, F(Z) die Halbordnung der Filter auf Z. 

Definition 2. Hine Abbildung t von E in Y(F(E)) heift eine Limitierung 
auf E, wenn sie die folgenden Eigenschaften hat: 

(L,) Fiir jedes x € E ist tx ein /\-Ideal in F(E). 

(L,) Fiir jedes x € E ist &€ tx. 

Ist F € tx, so sagen wir, F konvergiere gegen x (beziiglich rt) und 2 sei 
Limes von §. Wir schreiben dafiir, ‘sofern daraus keine Mehrdeutigkeiten ent- 
stehen, auch etwa § — z und nennen § einen z-Filter. 

Das Paar (Z, tr) heiBt dann ein Limesraum. 

Wir bezeichnen das System aller Limitierungen auf EZ mit 7 (2) oder ein- 
facher 7 und schreiten zunachst zur Auszeichnung zweier Teilsysteme 7 5, 7,, 
so daB 7,C7,CT gilt: 

(L,) t €.7, bedeute, daB rz fiir jedes x ¢ E ein /\-Hauptideal ist. Das 
erzeugende Element von tz wird dann mit U(2z) bezeichnet und etwa Um- 
gebungsfilter von x beziiglich t genannt. 

Fir eine solche ,, Hauptideal-Limitierung“ ist § ¢ tz mit F [>B(zx) gleich- 
bedeutend. Offensichtlich ist 7, ¢ 7. 

Erfallt nun t ¢€ 7, zusitzlich die Bedingung 

(L,) Zu jedem VEU(zx) gibt es ein WEVB(z), so daB aus y ¢W folgt 
V E Bly), 
so ist t offensichtlich eine Topologie auf EZ. Das System 7, aller Topologien 
ist also ein Teilsystem von 7, C7. Insbesondere ist daher 7 nicht leer und 
enthalt sogar, wenn E unendlich ist (was wir immer voraussetzen wollen), 
unendlich viele Elemente. Man kann nun zwei Elemente von 7 unmittelbar 
angeben: zunidchst sei 6 durch 62 = {#} fiir jedes x ¢ E definiert. Offensicht- 
lich ist 6¢€ 7. Bekanntlich ist ja sogar 6¢.7,:6 ist die diskrete Topologie 
auf Z. Ein zweites (triviales) Element von 7, das ebenfalls eine Topologie 
ist, erhalt man, indem man setzt: ax = [[£]]. « ist’dadurch charakterisiert, 
daB jeder Filter auf Z beziiglich « gegen jedes x ¢ E konvergiert, denn offenbar 
ist a2 = F(Z) fiir jedes x € £. 

Zu jedem t ¢ J 1é8t sich in wohlbestimmter Weise eine Topologie auf Z 
konstruieren, was wir in zwei Schritten durchfiihren: ; 

Sei tr ¢ Z. Dann existiert in F(Z) die untere Grenze GU (z) aller Filter von 
tx, die im allgemeinen nicht zu tx gehért. Das durch U(x) erzeugte Haupt- 
ideal in. F(Z) ist jedoch durch tz eindeutig bestimmt; die Familie dieser 
Hauptideale definiert eine Limitierung yt auf Z, fir die offenbar pt ¢ 7, 
gilt. Die so konstruierte Abbildung py: 7 — 7, ist ,,idempotent“: yo y= y, 
woraus insbesondere folgt, daB yw epijektiv ist*). 

Der zweite Schritt erfordert die 

Definition 3. Hs sei r¢ 7. Hine Teilmenge AC E heift t-offen, wenn aus 
x€A folgt, daB A € & fiir jedes F € tx gilt. 

1) Wir schlieBen uns der neueren Terminologie BovursBakis und seiner Mitarbeiter an 
und nennen eine Abbildung g injektiv, wenn sie eineindeutig, epijektiv, wenn sie -auf, 
bijektiv, wenn sie beides ist. 
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Man sieht sofort: Genau dann ist A t-offen, wenn A yrt-offen ist, was 
wiederum damit gleichbedeutend ist, daB es zu jedem 2¢€A ein V €B(z) 
= inf & so gibt, daB Vc A ist. 


‘Sei nun M,— M,, das System aller t-offenen Mengen aus HZ. M, geniigt 
den Axiomen fiir die Systeme offener Mengen in topologischen Raumen: 

Sei N ein beliebiges Teilsystem von M,, N, die Vereinigung aller N ¢N. 
Dann ist N,¢€ M,. Ist naimlich z ¢ Ny, so gibt es ein N €N derart, daB x « N 
ist. Daher ist dann N ¢% (zx) und, da N c N, und%(z) ein Filter ist, N,¢ B(x). 
Insbesondere ist also @¢ M,. Ferner sei (N,) eine beliebige endliche Teil- 
familie von M,. Wir kénnen NM N, + @ annehmen. Ist dann z ¢ 1M N,, so sind 


1 
alle N,€O(zx) nach Voraussetzung, also, daU(zx) ein Filter ist, auch M N;€ 
€G (zx), woraus folgt, dab M N,¢ M, ist. Insbesondere ergibt sich, daB EZ ¢ M, 
ist. Das System M, definiert mithin eine Topologie G t= w(ywrt) auf EZ. Die 
Abbildung w: 7, 7,4, die wir so erhalten, ist wieder epijektiv, wie sofort 
aus @ Ow = w folgt. ZusammengefaBt kénnen wir also sagen: 

Satz 1. Jeder Limitierung t¢ FT lapt sich in eindeutiger Weise eine Topo- 
logie Bt = w(ypt) auf E zuordnen und man erhiilt so gerade alle Topologien 
auf E. 

Die Limitierungen sind schwachere Strukturen («structures moins riches», 
BourBak!) als die Topologien, und zwar im allgemeinen — wie sich spiter 
herausstellen wird — echt schwacher. 


3. 


Wir erklaren in 7 eine Ordnungsrelation < durch die 

Definition 4. Es seien t, t' in 7. tv’ bedeutet, daf fiir jedes x ¢ E die 
Inklusion t'x Ctx gilt. Wir sagen dann, t’ sei feiner als t oder auch, es sei 
stirker als t. 

Die von < auf 7, indaatecti Ordnung stimmt mit der iiblichen Anordnung 
von Topologien iiberein: Dazu ist zu zeigen, daB t < t* fiir irgend zwei Topo- 
logien t, t* auf Z mit M,c M,. gleichbedeutend ist. Nun wird aber tz von 
einem Filter U(x) erzeugt. Eine Basis von U(z) (,,Umgebungsbasis‘“ von zx) 
erhalt man in allen M ¢ M,, die x enthalten. Diese M gehéren aber zu M,., 
sofern M,C M,. ist, so daB jede t-Umgebung von z eine t*-Umgebung von z 
ist. Das ergibt U(x) < U*(zx), d.h. t*2Ct 2x. Umgekehrt bestehe diese In- 
klusion fiir jedes x ¢ Z. Dann ist U(x) < U*(z). Ist dann M € M, und xz ¢ M, 
so folgt aus M¢U(zx) sofort M¢U*(z), d.h. schlieBlich M¢€M,., also 
M, CM,.. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Uber die Abbildungen y,@ von Abschnitt 2 la8t sich nun noch etwas 
mehr aussagen : 

Satz 2. Es seit ¢ 7. Dann ist r=> pt => w(yrt). 

Beweis. txC (yt) x ist klar, da U(x) < GF fiir jedes F ¢ rz ist, wenn 
wiederum G(x) das erzeugende Element von (wrt) 2 bezeichnet. Sei nun 
t¢€J,. Wir zeigen wt <T: es seien U(x), U(x) die erzeugenden Elemente 
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von tz bzw. (wt) z. U(x) wird erzeugt von den t-offenen Mengen, die z ent- 
halten, also zu U(x) gehéren. Das ergibt U(x) <B(z) und damit die Be- 
hauptung. 

Die Halbordnung 7 ist ein Verband. 

Wir setzen namlich: 

(t Vo)x=tzAcz, 

(t Ao) «= das von tx\V/ oz erzeugte /-Ideal in F(Z). 

Man sieht leicht, daB V, A tatsichlich obere und untere Grenze in 7 be- 
deuten. Man schlieBt nun leicht, daB fiir eine beliebige Familie von Limi- 
tierungen, (t,),< 7, immer die obere Grenze sup t, und die untere Grenze inf r, 


existieren, so daB 7 ein vollsténdiger Verband ist. Das gréBte Element von 
TJ ist die schon angegebene diskrete Topologie, wie unmittelbar aus ihrer 
Definition und (L,) folgt. Das kleinste Element ist ebenso offensichtlich die 
Topologie «. 

Wir kénnen nun den Satz 2 weiter verschirfen zu dem 

Satz 3. Die Topologie Gt = w(wpr) ist die feinste Topologie auf E, die 
schwiicher ist als t. 

Beweis: Zunichst zeigen wir, daB wr die feinste Hauptideal-Limitierung 
ist, die schwicher ist als t. Sei wieder (wr) x = [U(z)]. Sei ferner t*¢ 7,, 
t* x = [O*(z)], so gewahit, daB r*< rt gilt. Wegen t eC t*z ist dann U*(z) 
eine untere Schranke von tz. Nun war aber B(x) die untere Grenze von rz, 
so daB sich G* (x) <G (zx) fiir jedes x ¢ EF ergibt, d.h. [U(x)]c [W*(zx)]; daher 
ist T*< pt, wie behauptet wurde. 

Nun sei o € .7,. Wir zeigen, daB wo die feinste Topologie auf Z ist, die 
weniger fein als o ist. Es seien nimlich ox— [U(z)], (wo) z= [U(z)] und 
es sei t* eine Topologie < o, t* x = [U*(z)]. Wegen t*< az ist, jede t*-offene 
Menge auch noch o-offen,. denn z € M hat M ¢ U*(z) zur Folge, also M ¢B(z) 
wegen U*(z) <%U(z). Daraus ergibt sich unmittelbar U*(z) < U(z), weil ja 
U(x) von den o-offenen Mengen erzeugt wird, die z enthalten. Also ist t* < wo. 

Daraus folgt nun leicht die Behauptung des Satzes, wenn man beachtet, 
daB fiir jede Limitierung rt gilt: ist t’ eine Topologie < 1, so ist t’< yr. 
Dies folgt nimlich wegen 7,c 7, unmittelbar aus dem ersten Teil des Be- 
weises. Damit ist der Satz 3 bewiesen. 


4. 


Es ist in den hier behandelten Strukturen méglich, Trennungsaxiome ein- 
zufiihren. Wir erwahnen an dieser Stelle die folgenden zwei 

(T,) Ist x + y, so ist y¢rz, 

(T,) Ist r+ y, soist rr \ty=9. 

Das zweite dieser Axiome bedeutet die Eindeutigkeit der Limites. Ein 
Limesraum (EZ, Tt), in welchem (T,) erfiillt ist, heiBe separiert. Auf topologischen 
Raumen stimmen (T,) und (T,) mit den Trennungsaxiomen von FR&CHET 
bzw. Hausporrr iiberein: Sei rt ¢ 7. (T,) bedeutet dann, daB y nicht Ober- 
filter zu U(x) ist, d. h. daB U(x) q y ist. Daher gibt es ein U € U(x), so daB 
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U ¢y, d.h. y¢ U ist. Die Umkehrung ist ebenso trivial. Wir zeigen noch die 
Aquivalenz unseres Axiomes (T,) mit dem Hausdorffschen Trennungsaxiom : 
Sei Z ein Hausdorff-Raum, x + y und § = U(z). Nach Voraussetzung gibt 
es ein U € U(x) und ein V_€ U(y), so daB Ur V= @ ist. Also existiert kein 
gemeinsamer Oberfilter zu U(z) und U(y). Insbesondere ist daher ¢§ ¢ ty. 
Umgekehrt sei tz \ ty = 9 fiir x + y. Ware dann U -\ V + @ fiir alle U € U(z) 
und V € U(y), so existierte U(x) V U(y)= H und es wire H € tx Ty ent- 
gegen der Voraussetzung. 

Es gibt separierte Limitierungen, nimlich etwa die diskrete Topologie. 

Nun sei A eine nichtleere Teilmenge von Z. Wir haben in Abschnitt 1 
die Abbildung o, : F,(#)-> F(A) eingefiihrt und gesehen, daB sie \-treu und 
epijektiv ist. 

Wir wollen nun die von t ¢ 7 auf A induzierte Limitierung konstruieren: 

Wir behaupten zunachst, daB # € rz /\ F,(Z) genau dann gilt, wenn x € A 
ist. Sei némlich x ¢ A, #, der x-Ultrafilter auf A, der aus allen Teilmengen 
von A besteht, die x enthalten. Auf £Z ist #, ein Raster, der gerade # erzeugt, 
da A € # ist. Dann ist aber o4#@= #, und mithin # € tx7\ F,(#). Umgekehrt 
sei Z € tx /\F,(E). Das bedeutet, daB X-\ A + @ fiir jedes X ¢€ # gilt, woraus 
offensichtlich x¢ A folgt. Wir kénnen somit fiir jedes 2¢ A die Menge 
o4(tx\F,(2)) C F(A) -betrachten, die dann nicht leer ist. Damit geben wir die 

Definition 5. Fiir jedes x ¢ A sei t,x das von der Menge o4(tx\F,(2)) 
in F(A) erzeugte \-Ideal. Dann ist t4 eine Limitierung quf A und heift die von t 
induzierte Limitierung. 

Die Abbildung t > t,4 von 7 (EZ) in J (A) sei mit o , bezeichnet. 

Da o, ein A-Homomorphismus ist, o,(tz\F4(Z)) mit §’' =o, und 
G’'= o,G also auchF’/\ G'= o4(F AG) enthilt, besteht t,x aus allen Oberfiltern 
zu den Filtern aus o4(t2F,(2£)): 9'€ t42 gilt dann und nur dann, wenn 
ein 9 € tx \F,4(£) so existiert, daB $’= 0,4 ist. Dann ist aber der von 9’ 
auf £ erzeugte Filter F ($’) Oberfilter zu 9, also selbst in tz \ F4(2#), daerin tx 
liegt und o,F(’) = 9’, d. h. F(H’) € F,(Z£) ist. So ergibt sich der 

Satz 4. Fiir ein §'¢ F(A) gilt §'€ t42 dann und nur dann, wenn der von F' 
auf E erzeugte Filter F (') in tx liegt. Man sieht unmittelbar, daB mit t auch t , 
separiert ist. 

Fiir eine beliebige Familie von Filtern aus F,(Z), (&,),<z, ist oa( yoy 


= No«G,, denn oa( 1S.) wird von den Mengen (UF) AA, No4G, hin- 


gegen von den Mengen U (Ff, A) erzeugt, was offenbar dasselbe ergibt. 


Daraus folgt zunichst, daB o4 die Teilmenge 7,(Z) in 7,(A) abbildet. 
Sei t € 7,(£), tz = [G(zx)]. Dann ist t42 = [o,B(zx)],. Erfillt B(x) auBer- 
dem die Forderung (L,), so tut dies auch noch o, U(x). Fir ein t ¢ 7,(2) 
ist némlich ¢ 47 nichts anderes als die induzierte Topologie (Relativtopologie) 
auf A. 





Saag... 























Limesraume 


5. 


Der durch Def. 2 gegebene Konvergenzbegriff fiir Filter gestattet es nun, 
den Begriff des adhdrenten Elementes einzufihren : 

Definition 6. Sei t¢€ 7 (Z). x € E heiBt adhirent an den Filter §, wenn ein 
Filter © = F 80 existiert, daB G € rx ist. 

Die Menge aller an einen Filter § adhirenten Elemente von £ heiBt seine 
Adharenz und wird mit «(%) bezeichnet. Aus der Definition ergibt sich leicht, 
daB G <= F die Inklusion «(%)c «(G) zur Folge hat. Ist U ein Ultrafilter, so 
umfaBt «(U) genau die Limites von U, da es keine echten Oberfilter zu U 
gibt. Es gilt: 

Satz 5. Ist rt separiert und G € tz, so ist a(F) = {zx}. 

Beweis: Gesetzt, es gibe in «() ein y + x, so existierte nach Definition 
ein © }>§ in ty. Andererseits wire aber auch G@¢ tz, also G€ rr ty 
entgegen der Voraussetzung. 

Satz 6. Seien o= 1 V t*, a, a und a die bzw. Adhirenzen. Fiir jedes 
& € F(Z) gilt dann a (F) C at (F) Oa" (F). 

Satz 7. Fiir jede Limitierung gelten: 


a (F) UV a(G) Ca(F A G) 
a(F) \a(G) = a(F V G), falls F V G existiert. 


Beweis: Die erste Inklusion ist véllig trivial. In der zweiten ist «(F) 
(\a(G)>a(F VG) ebenso trivial. SchlieBlich sei x € «(F)a(G). Dann 
existiert ein § = F, G in tz. Also ist auch § =F V G, somit x ¢ a(F V G). 

Es sei noch gezeigt, daB Def. 6 auf einem topologischen Raum mit der 
iiblichen Definition der Adhirenz eines Filters zusammenfillt. Sei also Z 
ein topologischer Raum. Fir M c E bezeichne M die Adhirenz (abgeschlossene 
Hiille) von M. x € M bedeutet demnach, daB U -\ M + @ fiir jede Umgebung 
U von z ist. Ist § ein Filter auf EZ, so heiBt x adhirent an F, wenn z ¢ F fiir 
jedes F € G, also x € MF ist. Dann ist aber U ~\ F + @ fiir alle F ¢ § und alle 


$ 
U €U(zx), so daB U(x) V F existiert. Dieser Filter konvergiert gegen x. Also 
ist x € a(F). Umgekehrt sei 6 = F und G ¢ rz, d. h.G 2 U(x). Dann existiert 
U(z) V F, so daB U AF + @ ist fir alle U € U(x), F € , also x €N F, was zu 
Ci 


zeigen war. 


Definition 7. Zin Limesraum (E, t) bzw. die Limitierung t heiPe kompakt, 
wenn die folgende Forderung erfiillt ist: 

(C) Fiir jedes § € F(Z) ist a(F) + 8. 

Im Gegensatz zu BourBakI verlangen wir hier nicht gleichzeitig d.e Giiltig- 
keit von (T,). Man sieht nun: 

Genau dann ist t kompakt, wenn die folgende Forderung erfiillt ist : 

(C’) Jeder Ultrafilter auf 2 konvergiert. 

Ist némlich t kompakt, so ist «(U) + 9 fiir jeden Ultrafilter, so daB diese 
alle konvergieren. Umgekehrt sei (C’) erfiillt. Zu jedem § ¢ F(Z) gibt es einen 
Ultrafilter U(G) = F, der nach Voraussetzung konvergiert. Daher ist «(¥) + @. 
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Es folgen nun: 

Satz 8. t sei kompakt. Ist o < t, 80 ist auch o kompakt. 

Die Aussage ist evident wegen a*(F) c «*(F). 

Satz 9. Hs sei t¢€.7,, kompakt und separiert. Hin Filter G konvergiert 
genau dann beziiglich t, wenn seine Adhiérenz einelementig ist. 

Beweis: Die Bedingung ist notwendig nach Satz 5. Sie ist auch hinreichend. 
Es sei nimlich «(F) = {x}. Wir miissen F§ >BD(z) beweisen, wenn D(z) wieder 
das erzeugende Element von tz bezeichnet. Ist U € U(x), so geniigt es dazu, 
die Existenz eines F ¢ GF nachzuweisen, fiir das F -\c U = @ ist). Gesetzt 
nun, es ware immer F7\c U +9, so erzeugten diese Durchschnitte, wenn F 
ganz  durchlauft, einen Filter G, der wegen der Kompdktheit von rt einen 
adharenten Punkt y hatte. Wir zeigen y + x: y € «(G) bedeutet G\V +90 
fiir jedes G € G und V €B(y). Ware z= y, so miiBte insbesondere G-\ U +8 
fiir jedes G € G, also auch fiir F -\c U sein, was absurd ist. Daher ist y + z. 
Nun ist aber G > F wegen Frc U CF, also y € a(F) entgegen der Voraus- 
setzung «(F) = {x}. Damit ist gezeigt, daB F konvergiert. 

Aus diesem Satz ergibt sich der 

Satz 10. Hs sei t € 7 ,. Ist t kompakt, t* < t und t* separiert, so ist t*= t. 

Beweis: Zunichst ist t* kompakt und rt separiert. Ferner ist «(%) c a* (F). 
Sei dann § € t*z. Nach Satz 5 ist a*()}= {x}. Da a(F) +9 nach Voraus- 
setzung gilt, folgt «(F) = {x}, so daB nach Satz 9 der Filter F gegen x beziiglich 
t konvergiert. Daher ist t* zc ta fiir jedes + ¢ Z, d.h. t< t*, woraus die 
Behauptung folgt. 

Korollar. t sei eine kompakte Topologie auf E; t* eine separierte Limi- 
tierung, so daB t*< rt ist. Dann ist t*= t, t* also insbesondere eine Topologie. 


6. 


Ist t eine Limitierung auf 2, so gestattet t die Definition eines ,,Hiillen- 
operators‘ in der folgenden Weise: 

Fir A C E sei zunichst ¢A die Menge aller Limites in Z von Filtern auf A, 
d.h. genauer: x €¢A bedeute die Existenz eines solchen §,¢ F(A), daB der 
davon auf F erzeugte Filter F (F 4) gegen x konvergiert. 

Zweitens sei, wenn «(%) wieder die Adhirenz des Filters § bedeutet, fiir 
jedes AC E gesetzt: 1A = «([A]). Explizit bedeutet dies: x € 7A ist gleich- 
bedeutend mit der Existenz eines Filters F ¢ tz, so daB F = [A], d.h. A €F 
ist. Nun ist immer ¢A = 7A: sei einmal x¢€¢A, also F(§%,4) € tx fir ein 
geeignetes §,¢ F(A). Offenbar ist dann F(§ 4) =} [A] und also z ¢€ 7A. Um- 
gekehrt sei x € 7A. Es gibt ein § € rz, so daB A ¢§F ist. Also induziert F 
einen Filter §, auf A und es ist klar, daB F(F,4) >}>F, also F(F,) € tx ist. 
Das ergibt nun z ¢ e A. Wir setzen daher: 

A=eA= mA. 

Man folgert in einfacher Weise den 

Satz 11. ~¢ A ist gleichbedeutend damit, daB ein F € tx 80 existiert, dap 
FOA +89 fiir alle F ¢ & gilt. 

*) ¢ U bezeichnet das Komplement von U in £. 
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Daraus ergibt sich 

Satz 12. Die Abbildung A + A von J3(E) in sich hat die folgenden Eigen- 
schaften: 

(2) ACA fiir jedes ACE, 

(3) Aus ACB folgt ACB, 

(4) AN BcANB und AUBCAUCB. 

Die Verifikation dieser Beziehungen ist unmittelbar und wird hier nicht 
ausgefihrt. 

Satz 13. Sei rx ¢.7,. Dann ist x ¢ A gleichbedeutend damit, daB U\A +0 
ist fiir jedes U € D(z). 

Beweis: See wegen Binh = AG. 


Definition 8.  heipt die Adhiirenz von A beziiglich t. Ist A = A, 80 heift A 
t-abgeschlossen. 

Satz 14. Genau dann ist A t-abgeschlossen, wenn cA t-offen ist. 

Beweis: Sei x €cA, d.h. 2¢ A, A t-abgeschlissen. Istydann F ¢ rz, so 
kann nicht F A + 8 fiir jedes F ¢€ F gelten, denn.sonst ware z ¢ A. Es gibt 
also zu jedem & € tz ein F,¢ F, so daB F, \\A = 0, d.h. F,CcA ist. Also ist 
cA € & fiir jedes F € tz, was bedeutet, daB cA t-offen ist. 

Umgekehrt sei B t-offen, A= cB. Es sei dann z € A. Gesetzt, es wiire 
a ¢ A, also x € B, so wire nach Voraussetzung B ¢ § fiir jedes F € rz. Also 
gabe es in jedem Filter F € tz eine zu A fremde Menge, nimlich B. Das wider- 
spriche der Annahme z ¢ A. 

Mit anderen Worten bedeutet der Satz, daB die t-abgeschlossenen Mengen 
gerade die @ t-abgeschlossenen Mengen sind, die also ebenso wie friiher die 
t-offenen Mengen zur Definition von @ t verwendet werden kénnen. 

Satz 15. Ist t separiert, so ist fiir jedes x die Menge {x} abgeschlossen. 

Beweis: Sei y ¢ {z}. Es gibt ein § =}>@ in ry. Nun ist aber F = #, da # 
ein Ultrafilter ist und ¢ € tz. Aus der Separiertheit von rt folgt daher y = z. 

Korollar. Ist t separiert, so erfiillt & t das erste Trennungsaxiom. 

Beweis: Die abgeschlossenen Mengen sind fiir t und @ t dieselben. Ins- 
besondere ist fiir jedes x ¢ Z die Menge {x} @ t-abgeschlossen. 

Es seien t,o Limitierungen auf £, A‘, A® die zugehérigen Adhirenzen. 
Ist t Sa, so gilt A*c A‘, wie man unmittelbar einsieht. Insbesondere folgt 
daraus, daB jede t-abgeschlossene Menge auch o-abgeschlossen ist. Zwei ver- 
schiedene Limitierungen kénnen aber sehr wohl dieselben abgeschlossenen 

_Mengen haben (etwa t und @Tt!), wahrend zwei Topologien bekanntlich 
gleich sind, wenn sie dieselben abgeschlossenen Mengen haben. 

Nun sei B eine Teilmenge von E, tg die von t auf B induzierte Limi- 
tierung. Dann gilt fir AC B: 

A's=A‘OB. 
Ist namlich 2 ¢€ A‘s, so gibt es ein Fg€ tgz, so daB F’7\A +8 fir jedes 
F’ ¢ §,. Also ist'dann auch F -\ A + @ fir jedes F ¢ F (Gs). Wegen F (Fg) € tz 
bedeutet dies, daB x ¢ A* ist. Umgekehrt sei x ¢ A*/\ B. Es gibt also ein 
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§ € tz, so daB F-\ A + @ fiir jedes F ¢ GF ist. Dann ist aber auch F 4 B + 9, 
so daB einen Filter F, auf B induziert, der dort gegen x konvergiert. Also 
ist x ¢ A‘s, da ja F’ A + @ fiir jede Menge F’ (= F 7 B) € §; gilt. 

Definition 9. Sei t eine Limitierung auf E. Eine Teilmenge A von E heipt 
t-dicht in E, wenn A = E ist (d.h. wenn sie beziiglich & t in E dicht liegt). 
Allgemeiner heiBe die Teilmenge A dicht beziiglich der Teilmenge B, wenn BC A 
ist. 

Fiir Topologien stimmen diese Begriffe offenbar mit den iblichen iiberein. 

Es sei noch an zwei Beispielen gezeigt, wie topologische Eigenschaften 
auf Limitierungen iibertragen werden kénnen: 

a) Eine Limitierung t heiBt regulir, wenn mit § auch der von den Ad- 
harenzen F erzeugte Filter § gegen x konvergiert. Das ergibt fiir Topologien 
den iiblichen Begriff: Eine Topologie heiBt regulir, wenn fiir jedes z gilt, 
daB es zu jeder Umgebung U von x eine Umgebung V von z derart gibt, 
daB Vc U ist. Dann ist alsoD (x) = B(x) fiir jedes x. Da F + x gerade F [>B(zx) 
bedeutet, folgt dann F >B(zx), also GF > x. Umgekehrt sei F > x fiir jedes 
& — x und jedes x. Da insbesondere B(x) — z gilt, folgt B (x) =>B(zx). 

b) Eine Limitierung t hei8Bt normal, wenn die Tapologie & rt es ist. 

Wir gehen hier nicht naher auf andere Eigenschaften der bisher definierten 
Limesraume ein. 

7. 

Es sei in diesem Abschnitt immer t ¢ 7,. Es gilt der 

Satz 16. Genau dann konvergiert ein Filter G gegen x, wenn jeder Ultra- 
filter, der feiner als F ist, gegen x konvergiert. 

Beweis: Die Bedingung ist offensichtlich notwendig. Sie ist aber auch 
hinreichend, denn jeder Filter ist der Durchschnitt aller Ultrafilter, die feiner 
als er sind. Wenn also jeder solche Ultrafilter gegen z konvergiert, so tut dies 
wegen t € 7, auch noch §. 

Der Satz gilt natiirlich insbesondere fiir Topologien. Von da her ergibt 
sich eine andere Methode, allgemeinere Konvergenzstrukturen zu definieren: 

Man definiert die Konvergenz folgendermafen: Es sei eine Relation @ 
zwischen den Ultrafiltern auf Z und den Punkten von E gegeben, von der nur 
verlangt wird, daB fiir jedes x ¢ E 0(#, x) richtig ist. Dann sagt man, der Filter 
& konvergiere gegen x ¢ E, wenn fir jeden Ultrafilter U =F die Relation 
o(U, x) besteht. 

Die Theorie dieser Konvergenzstrukturen findet sich in der Arbeit “Con- 
vergences” von G. CHoquet (Ann. Univ. Grenoble, 1947/48), auf die ich 
freundlicherweise von Herrn L.Scuwartz aufmerksam gemacht wurde. 
Der Vergleich der Theorie von CHoqueT mit unseren Limitierungen ist nicht 
ganz einfach durchzufihren. Es laBt sich vorerst etwa folgendes dazu sagen: 

Eine Konvergenzstruktur im Sinne von CHoquet (“‘pseudo-topologie’’) ist 
im allgemeinen nicht eine Limitierung. Ist namlich gz die Menge aller Filter 
& € F(Z), so daB o(F, z) gilt, so ist ox nicht unbedingt ein /-Ideal, da die 
untere Grenze zweier Filter aus gz nicht zu oz zu gehéren braucht. 
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Umgekehrt gilt der Satz 16 im allgemeinen nicht fiir beliebige Limitie- 
rungen, sondern erst fiir die Hauptideal-Limitierungen, so daB ein t ¢ 7, das 
nicht in 7, liegt, nicht durch eine Relation 9 nach CHoguet definiert werden 
kann. Dies gilt erst in 7,; die Hauptideal-Limitierungen stimmen mit den 
bei CHOQUET so genannten “pré-topologies” iiberein (loc. cit. no. 6, p. 83). 

Wir entnehmen der erwahnten Arbeit noch den folgenden 

Satz 17. Sei E eine Menge. Es sei eine Abbildung A > A der Potenzmenge 
P (EZ) in sich gegeben, die die folgenden zwei Eigenschaften hat: 

(1) ACA fiir jedes A P(E); 6= 8, 

(2) AU BcAUB fiir alle A, B aus B(B) . 

Nun sei U ein Ultrafilter auf Z. U heiBe konvergent gegen z ¢ EZ (in Zeichen: 
o(U, z)), wenn x€ U fiir jedes U €U gilt. Dann definiert 9 eine Hauptideal-Limitie- 
rung t auf EZ, fiir die die Adhirenz A + At gerade mit A - A iibereinstimmt. 

Beweis: Wir geben zunichst fiir jedes x ¢ Z den ,, Umgebungsfilter“ D(z) 
an: U(x) bestehe aus den Komplementen derjenigen Teilmengen A von £, 
fir welche x¢A ist. Das heiBt: V ¢ G(x) ist gleichbedeutend damit, da8 
x¢cV ist. B(x) ist ein Filter, denn ist V €D(zx), so ist V +0 wegen x ¢ V, 
das aus x € c(¢ V) vermége (1) folgt. Sind U und V in&(z), so auch ihr Durch- 
schnitt, denn ist ¢cU und z¢cV, so ist e¢eV UCU ceV Uc OU = c(0N 
AV), woraus UAV € B(zx) folgt. Ist schlieBlich U €O(x) und UC V, so ist 
V €G(x) wegen cV ccU, woraus vermége (2) cV ccU folgt, also x¢cV. 
Wir haben schon gesehen, daBU (x) < @ ist. Also ist t : z + [U(x)] eine Haupt- 
ideal-Limitierung auf Z. Nun zeigen wir: Fir einen Ultrafilter U sind 9 (U, z) 
und U >G(zx) gleichbedeutend. Sei zunidchst U [>V(zx); wir miissen zeigen, 
daB x ¢ U fiir jedes U € U gilt. Ware etwa x ¢ U,, so wire cU,¢B(zx) nach 
Definition, also ¢ U, was wegen U,¢ U nicht geht. Umgekehrt sei x ¢ U fiir 
jedes U €U. Da U ein Ultrafilter ist, gehért entweder V oder cV zu Ui (fiir 
beliebiges V C E, also auch fiir V €G(zx)). Nun ist eV € U wegen x¢c¢V un- 
méglich, so daB V € U, alsoU (zx) < U folgt. 

Der Satz 16 ergibt damit, daB 9 und 1 dieselben konvergenten Filter haben. 

Nun sei z ¢ A. Dann ist cA ¢ V(x) nach Definition. Also ist x ¢ A’, da: ja 
cA A= @ ist. Das bedeutet: AtC A. 

Umgekehrt sei x ¢ A*. Wire & ¢ A, so giibe es einen Oberfilter F = [A], 
der beziiglich 9 gegen x konvergierte (vgl. CHogust, loc. cit., no. 6, th. 2, 
p. 84), also auch beziiglich t, nach dem, was wir eben zeigten. Also wire 
x € A* entgegen der Annahme. 

So folgt schlieBlich A*= A fiir jede Teilmenge A von EZ, womit der Satz 17 
bewiesen ist. 

Bemerkung: Wir haben verwendet, daB x ¢ A, damit gleichbedeutend ist, 
daB ein Oberfilter zu [A] existiert, der beziiglich 9 gegen x konvergiert, d. h. 
da8 A — A mit der durch p bestimmten Adhirenz iibereinstimmt. Dieser Satz 
folgt daraus, daB a(U)= NU fiir U gilt, wenn U ein Ultrafilter ist, was un- 


u 
mittelbar aus der Definition folgt, obschon wir gegeniiber CHogquer in (2) 
nur Inklusion, nicht Gleichheit verlangen. 
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Wesentlich mehr 148t sich hier noch nicht tiber den Zusammenhang 
zwischen Limitierungen und Konvergenzstrukturen nach CHOQUET aussagen. 


§ II. Morphismen von Limesriumen 
1. 


Es seien E, E’ zwei Mengen. Wir erinnern hier daran, da8 wir uns beziiglich 
der Abbildungen y : E + E’ im wesentlichen an die Terminologie BouRBAKIs 
halten; mithin heiBt » 

injektiv, wenn ¢ eineindeutig, 

epijektiv, wenn » eine Abbildung auf, 

bijektiv, wenn 9 eineindeutig — auf ist. 

Anstelle von ,,epijektiv’ verwendet BourBaxki die Bezeichnung «(appli- 
cation) surjective»; unsere Bezeichnung entnehmen wir dem Séminaire 
Scuwarmz, 1, 1953/54, exposé 7. 

Sei gp: H— EE’ gegeben. » induziert zunichst in evidenter Weise eine 
Abbildung D (Z) + D(H’); diese Erweiterung ist _ -treu: g(U A,) = U (A,) 


fir eine beliebige Familie (A,),-; von Teilmengen von HZ. Hingegen ist 
im allgemeinen nicht / -treu, sondern es gilt nur (NM A,) Cc N p(A,). —¢ in- 


duziert aber auch eine Abbildung g-':$(Z’)-+(£), indem man A’ c £’ 
das vollstandige Urbild unter » zuordnet, d. h. die Menge aller x ¢ EZ derart, 
daB g(x) ¢A’ ist. Dieses vollstaéndige Urbild sei mit g-1(A’) bezeichnet. 
Ist A’ c p(B), so ist p(g-'(A’)) = A’. y-* ist immer U - und /\-treu. 

AuBerdem aber induziert g eine Abbildung F(Z) - F(Z’) in der folgenden 
Weise : sei F ein Filter auf Z. Dann bezeichne  (F) den vom Raster { p (F) / F <F} 
erzeugten Filter auf Z’. Die Menge der o(F), F €G, ist em Raster wegen 
g(F AG) c p(F)O ¢(G). Wir weichen mit dieser Bezeichnung von Bour- 
BAKI ab, der mit g() den Raster {p(F) / F € §} bezeichnet. Die Erweiterung 
von g auf F(Z) ist \-treu wegen der _ -Treue von @ auf J3(Z); sie ist also 
auch ordnungstreu. Insbesondere ist g(F(Z))C F(Z’) \-abgeschlossen. Nun 
sei §’¢ F(Z’). Genau dann 1aBt sich ein Urbild von §’ unter ¢ definieren, das 
wir dann mit g~'(’) bezeichnen, wenn §’¢ F,()(Z’) ist, d.h. wenn jedes 
F’e§ die Bildmenge g(Z£) trifft. Insbesondere ist diese Bedingung offen- 
sichtlich fiir alle y (%), GF € F(Z), erfillt, und man sieht sofort, daB p-"(y(F)) < 
< F ist. 

Ist p epijektiv Z— EZ’, so ist es auch g:F(#)+F(Z’): sei namlich 
§’¢ F(Z’). Nach Voraussetzung existiert dann g-1(f’) und es ist klar, daB 
¢(9-1(&)) = & ist. 

gy: F,  (2’) > F(Z) ist immer /- und \V-treu, insbesondere also wieder 
ordnungstreu. 

2. 


Definition 1. Hs seien (EZ, t) und (E’, t’) zwei Limesriiume, p sei eine Ab- 
bildung E+E’. p heift an der Stelle x¢ E stetig, wenn fiir jedes G € tx 
P(F) € t'y(z) gilt. 
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Stetigkeit (an einer Stelle) bedeutet mithin Konvergenztreue (an dieser 
Stelle). Ist »: H + E’ fir jedes z € A stetig, so sagen wir, @ sei auf A stetig; 
ist insbesondere A = E, so he:St — einfach eine stetige Abbildung von Z in EZ’, 
bzw. genauer von (Z, r) in (Z’, tr’). 

y : (EZ, t) > (E’, t’) sei stetig. Sind dann o, o’ zwei weitere Limitierungen 
auf E bzw. Z£’, so daB tS und o’< 7’ bestehen, so ist p: (LZ, c) + (E’, 0’) 
immer noch stetig. 

Man folgert nun unmittelbar den 

Satz 1. pm: (H,1t)-+(E’,t’) sei an der Stelle x ¢ E, ¥:(E’, t')+(E", v’’) an 
der Stelle p(x) € E’ stetig. Dann ist die zusammengesetzte Abbildung x0 ¢: 
(EZ, t) + (£", t’’) an der Stelle x € E stetig. 

Insbesondere also: 

Korollar. Die zusammengesetzte Abbildung zweier stetiger Abbildungen ist 
selbst stetig. 

Die identische Selbstabbildung von £ ist in jeder Limitierung stetig. 
Daraus folgt, daB die stetigen Abbildungen eine Familie von Morphismen 
(im Sinne Boursaxts) fiir die Limesréume bilden. Insbesondere ergibt die 
Klasse der Limesriume zusammen mit den stetigen Abbildungen solcher 
Raume eine Kategorie im heute iiblichen Sinne dieses Wortes (s. etwa Er_Een- 
BERG/STEENROD, Foundations of Algebraic Topology, ch. IV; A. GrorHen- 
piecK, Sur quelques points d’algébre homologique, Téhoku Math. Journal, 
vol. 9, nrs. 2, 3 (1957), usw.). 

Satz 2. @ set eine an der Stelle x stetige Abbildung (HE, rt) + (E’, t’). Ist A 
eine solche Teilmenge von E, dap x<¢ A ist, so ist die Restriktion p,= y|A 
von p auf A eine ander Stelle x¢ A stetige Abbildung von (A,t,4) auf (p(A), T,~4))- 

Beweis: Sei x'= p4(x)= p(x). Fir jedes G,¢€t,2 ist zu zeigen, dab 
PalBa) € T (42 ist. F4€ t4x bedeutet aber nach Definition, dab F(F,) € tx 
gilt. Nach Voraussetzung ist daher p(F (F4)) € tx’. Wir zeigen nun ~,(F4) => 
= 6,4) (9(F (F4))]: zunichst existiert der rechts stehende Filter, denn jedes 
F’¢ p(F(§,4)) enthalt ein g(F,4), so daB F’ y p(A) +8 folgt. AuBerdem ist 
aber o(F4)= y4(F4) fiir jedes F464, so daB also jedes F’ ~% (A), 
Fe o(F (Ga), 20 ala) gehbrt. Aus p(F(F,)) € tx’ folgt damit y, (Fa) € 
€T,(4)2, Was zu zeigen war. 

Korollar. @ sei eine auf A CE stetige Abbildung von (E, t) in (E’, t’). Dann 
ist p, eine stetige Abbildung von (A, t,4) auf (p(A), T ¢4))- 

Aus der Ordnungstreue von @ ergibt sich sofort, daB eine stetige Abbildung 
auch adhiarenztreu ist: 

Satz 3. Hs seien (EH, 1), (E’, 1’) Limesriiume, p eine stetige Abbildung 
(EZ, t) > (E£", tc’). Ist F € F(L) und x € a(F), so ist w(x) € a’ (p(F)). 

Das ergibt sofort den 

Satz 4. (EZ, rt) sei kompakt; ist p : (E, t) + (E’, t’) stetig, so ist (p(Z), t,x) 
kompakt. 

In § 1, Abschnitt 6 wurde die Adharenz A fiir Teilmengen A eines Limes- 
raumes definiert. Da diese ‘als die Adhirenz des Filters [A] definiert ist, 
schlieBt man: 
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Satz 5. gp: (H, t) +> (£’, t’) sei stetig. Fiir jede Teilmenge ACE gilt dann 
p(A)c @{A). 

Korollar. Ist A dicht in (EZ, t) und p: (E, t) + (E’, t’) stetig, so ist (A) 
dicht in (p(E£), t, 2). 

Satz 6. Es seien y, x zwei stetige Abbildungen (E,t)-+(E',t’), t sei 
separiert. Gilt dann p(x)= (=x) fiir alle x aus einer in E iiberall dichten Teil- 
menge A, so ist p= x. 

Beweis: Sei x ¢ E, d.h. x ¢ A. Es gibt ein F,¢€ F(A), so daB F(G,)¢€ tz 
ist. Nach Voraussetzung ist daher p(F (%,4)) € t’ p(x) und x(F(F,4)) € tx (z). 
Nun wird y(F(§,4)) vom Raster »(F,), x(F (F4)) von x(Fa4) erzeugt und es 
ist p |A = x| A. Also gilt auch p(F(G4)) = x(F(F4)). Die Separiertheit von 1’ 
hat zur Folge, daB dieser Filter nur einen Limes haben kann, womit g(z) 
= x(x) gezeigt ist. Damit folgt auch pm = y. 

Definition 2. Hs seien (EZ, 1), (Z’, ct’) Limesriiume, p: E + E’ eine Ab- 
bildung. p heift ein Isomorphismus der beiden Limesriume, wenn op bijektiv ist 
und zudem ~ und gp stetig sind. p heiBt ein Monomorphismus oder eine Ein- 
bettung, wenn gp einen Isomorphismus zwischen (E, t) und (p(E), t,(g)) stiftet. 

Diese Definition steht offenbar in Ubereinstimmung mit Def. 1. Es gilt der 

Satz 7. Es sei (EZ, t) kompakt, t ¢ 7,, (E’, t’) separiert. Gibt es dann eine 
bijektive Abbildung py: E — E’, die beziiglich t und 1’ stetig ist, so sind (E, t) 
und (E’, t') isomorph: 

gp: (EZ, t) = (E’,t’). 


Beweis: Es ist zu zeigen, daB g-' stetig ist. Dazu zeigen wir, daB g-* 
auf # eine Limitierung t* definiert, die separiert und von solcher Art ist, 
daB q: (E’, t’) + (EZ, t*) stetig ist. Wegen der Separiertheit von t* ergibt 
dann § 1, Satz 10, daB r*= rf ist, also die Behauptung. 

Wir setzen dazu: 

x= {p(F) | FE t'y(z)}. 

t* x ist ein \-Ideal: Wegen g (F' A G’) = yw (F’) A y*(G’) ist mit F und G 
auch § \ G in r* zx. Ist G > py" (F’), so ist p(G) > F' wegen —o g'= id.; 
da auBerdem G = —-'(p(G)) ist, folgt damit, daB auch G zu r*z gehért. 
SchlieBlich ist ¢ Urbild unter g des y(zx)-Ultrafilters auf EZ’. Also ist t* : x > 
+ t*zx eine Limitierung auf Z. Nun ist @ stetig, also m(tx)Ct' g(x). Das 
ergibt sofort g(t’ 2’)>tzx (fir x= p(z’)), also t*x>t- fiir jedes x € E, 
d. h. gerade t* < rt. SchlieBlich ist t* separiert: gesetzt, es ware F € t*x\t*y 
fiir x + y, so ware p(F) €t'2’ Oty’ mit z= p(x), y’= ply), x+y’, was 
der Voraussetzung widerspriche, wonach 1’ separiert ist. Also ist t*= t nach 
§ 1, Satz 10 und damit ist alles bewiesen, da y-!(t' x’) = t* x= ta (x= q-(2’)) 
ist, mithin g- stetig. 

Satz 8. ~ set eine stetige Abbildung von E in E’. Ist dann M' eine t’-offene 
Teilmenge von E’, so ist p-'(M’) eine t-offene Menge in E. Insbesondere ist 
daher pp eine stetige Abbildung des topologischen Raumes (EZ, @ t) in den topo- 
logischen Raum (E’, & t’). 
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Beweis: Sei x € M= gy(M’) und | «rz. Wir miissen M ¢€F zeigen. 
Nach Voraussetzung ist g(x)= 2'¢€ M’, ferner p(G) € tz’, was M’€ o(F) 
ergibt. Daraus folgt M ¢G: M’ enthalt ein F’¢ y(F), d.h. ein p(F), F €§. 
Also enthalt M = g-"(M') die Menge g—(@(F)), also insbesondere F. Daher 
ist M € §. 

Korollar. g sei ein Isomorphismus der Limesritume (E, t), (E’, t’). Hin 
M cE ist genau dann t-offen, wenn y(M) t’-offen ist. Insbesondere ist daher y 
ein Homéomorphismus der topologischen Riume (BE, @ rt), (B’, & t’). 

Es seien (Z’, t’) ein Limesraum, pg: Z > £’ eine Abbildung der Menge Z 
in Z’. Dann definieren g und 1’ auf E eine wohlbestimmte Limitierung r,,- 
die das reziproke Bild von tr’ unter @ heife; vgl. den Beweis von Satz 7. t, wird 
in der folgenden Weise konstruiert : 

Fir x € gy (z’) sei t,2 das von der Menge aller gy" (§’), F' € t’ p(x), er- 
zeugte /\-Ideal in F(Z). Da g~ /-treu ist, besteht t,2 aus allen Oberfiltern 
zu den gy" (§’), F' € tz’. Insbesondere enthalt es daher den z-Ultrafilter 2, 
da ja £2>-p~" (2) € t,x ist. Ist dann F € t, 2, so ist p(F) € t’'y(z) klar, so 
daB p: (EZ, t,) + (Z’, t’) eine stetige Abbildung ist. 

Ferner sei ¢(G) € t’ p(x). Dann ist y-(p(G)) € t, 2, wegen G > yp (p(G)) 
also auch © ¢ t, 2. Man kann daher rt, auch folgendermaBen definieren: 


& € t,x gilt genau dann, wenn o(§) € t’'p(z) ist. 


Damit ergibt sich, daB +, die schwichste Limitierung auf Z derart ist, 
da8 @ stetig ist. Sei nimlich rt eine solche Limitierung. Dann ist g(t x) C 
Ct’(x), woraus aber folgt, daB tzC t,x ist, wie wir soeben sahen. Daher 
ist T,S T. 

Das reziproke Bild (@ t), der Topologie @ 1’ ist dies Topologie auf £Z, 
deren offene Mengen gerade die vollstaéndigen Urbilder unter » der t’-offenen 
Mengen von £’ sind. (@ t’), ist bekanntlich die schwichste Topologie auf Z, 
fiir welche » eine stetige Abbildung in (Z’, @ 1’) ist (s. [1], ch. I, § 3, no. 1). 
Nach Satz 8 ist p:(H,@t,) > (E£’,@ 1’) stetig, so dab (G t’), S Gt, folgt. 
¢ ist zudem eine offene Abbildung (Z£,(@ t’),) - (Z’, & t’); es ist immer noch 
eine offene Abbildung (Z,@t,)+(Z’,@ 1’): sei némlich M rt,-offen. Das 
heiBt: aus x ¢ M folgt M ¢ & fiir jedes F € t,x. Dies ergibt M ¢ p—*(§’) fiir 
jedes §’€ t’p(x), also p(M) € F’ fiir alle diese F’. Das bedeutet, daB y(M) 
t’-offen ist. 


3. 


Es sei P(E) die Menge aller Aquivalenzrelationen auf der Menge E. Die 
logische Implikation definiert in P(#) eine Ordnungsrelation < in der folgenden 
Weise : sind 9, a in P(Z), so bestehe 9 < o genau dann, wenn fiir alle (x, y)¢ Hx E 
gilt: o(z,y)>o(z,y). Fir die Graphen X, = {(z, y)|o(z,y)} und 
X,= {(x,y)|o(z,y)} bedeutet dies die Inklusion X,c X,. Ist @ So, so sagen 
wir, o sei feiner als 9 oder starker als 9. 
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Eine zweistellige Relation 9 auf Z ist bekanntlich genau dann eine Aqui- 
valenzrelation, wenn ihr Graph X, die folgenden Bedingungen erfiillt : 


(1) AcX, 
(2) X,0X,cX, 
(3) Xy'cX,. 


Dabei ist 4 die Diagonale von Z x H;... 0 ...,—1 bezeichnen die itiblichen 
Operationen in J(Z x £), s. etwa BoursBaki, Théorie des ensembles, fasc. 
de rés., 3¢ éd., §3, nos. 4, 10. 

Sind e,¢ Aquivalenzrelationen, so geniigt X, \ X, offenbar immer noch (1) 
bis (3) und definiert mithin wieder eine Aquivalenzrelation, die wir mit pg V o 
bezeichnen. @ V a ist beziiglich < die obere Grenze von {o, o}, wie man sofort 
sieht. Es ist leicht zu sehen, daB jede Familie von Aquivalenzrelationen g,,« € /, 
in P(E) eine obere Grenze besitzt. 

Fir jedes 9 ¢ P(Z) bezeichnen wir mit EZ, oder E/g den Quotienten von E 
nach g. Ist x ¢ H, so werde das durch x bestimmte Element von HZ, mit x, 
bezeichnet. Die kanonische Abbildung H+ E, sei y,. Dann ist y;*(z,) die 
Klasse von z nach 9, aufgefaBt als Teilmenge von Z£. 

Es séi 9 <a. Dann wird durch y,,(2,) = y,(7’s"(%_)) eine Abbildung von EZ, 
auf. HZ, definiert, die ihrerseits in Z, eine Aquivalenzrelation definiert: x,~ y, 
besteht genau dann, wenn y,,(%,) = 7a(¥.) ist, d. h. wenn z,= y, ist. Diese 
Relation wird mit o/o bezeichnet und heiBt die Quotientenrelation von 9 nach a. 
SchlieBlich gibt es eine bijektive Abbildung Z,,,,> E,, die wir mit y be- 
zeichnen, sofern daraus kein MiBverstandnis entstehen kann. 

Nun sei (Z, t) ein Limesraum, 9 ¢ P(Z). Wir definieren auf EZ, eine Limi- 
tierung t, in der folgenden Weise: Sei z,¢ E,. Wir bezeichnen mit t,z, das 
kleinste /-Ideal in F(Z,), das alle Filter y,(%) enthalt, wobei F alle tx fir 
x € yg'(z,) durchléuft. Dieses A-Ideal enthalt ¢,, den x,-Ultrafilter auf Z,, 
denn es ist ,= y, (#) fiir x € yy? (z,). Also ist t,: x,>t, x, eine Limitierung auf £,,. 

Definition 3. Die eben konstruierte Limitierung t, heiBt der Quotient von t 
nach 9, der Limesraum (E,,t,) der Quotientenraum von (E,t) nach o. 

Satz 9. Hs seien (E,t) ein Limesraum, 9 € P(E). Dann ist t, die feinste 
Limitierung auf E.,, fiir welche y,: (E,t) > E, stetig ist. 

Beweis: Die Stetigkeit von y, fir t, ist evident. Sei dann r* eine Limi- 
tierung auf £., fiir die y, stetig ist. Dann enthalt r* x, offenbar alle Filter y,(F), 
Fé€tz, wenn x die Klasse y;* (z,) durchlauft, denn fiir genau diese z ist 
Y(t) = x. Da t*x, ein /-Ideal ist, enthalt es mithin das kleinste /\-Ideal, 
das alle genannten Filter enthalt; das ist aber t,x,. Also ist 1,2, ¢ t*x, fiir 
jedes a, € E,, mithin t* <= t,. 

Der folgende Satz charakterisiert die stetigen Abbildungen auf einem 
Quotienten (Z,,t,): 

Satz 10. (Z,,1,) sei der Quotient von (E,t) nach 9 € P(E), y, sei wieder die 
kanonische Abbildung E+ E,; Ist (E',t') ein Limesraum, 7: E,+ E' eine 
Abbildung, so ist y genau dann stetig, wenn p = 70 y, €8 ist. 
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Beweis: Ist x stetig, so ist es natiirlich auch g. Umgekehrt sei p stetig. 
Das bedeutet: ist F € tx, so ist p(F) € t’ p(x). Nun ist p(x) = x(y,(z)). Wir 
miissen zeigen: ist §,€ t,7,(z), so ist ¥(§,) € t’ x(y,(z)) = t' p(x). F,€ typ (z) 
bedeutet aber nach Definition von 1, nichts anderes, als daB §, Oberfilter 
eines Filters der Form y,(§,) \ y,(&:) ist, wobei F,, F, aus der Menge U ty 


77 
stammen, wenn z die Klasse y, '(y,(x)) von 2 nach @ bezeichnet. Also ist ‘auch 
F.= Vo(Gi/\ F2)- Das ergibt x(F,) => x(7e(HFiA Fe) = OHA Fs) = 9(5,)/ 
A o(§2). Nun ist aber p stetig und y(y) = g(x) fiir jedes y € z. Also gelten 
p(B) € t' p(x) und p(F,) € t’—y(z), salthin auch (%,) A p(Ge) € t’ (2), 
woraus sofort 7 (§,) € t'y(x) folgt. Daraus ergibt sich die Stetigkeit von y 
auf ganz E,, da y, epijektiv ist. 

Eine Anwendung dieses Satzes ergibt sich folgendermaBen: 

Es seien (Z,t) ein Limesraum, 0,0 Aquivalenzrelationen auf E, so daB 
oe <o gilt. Dann ist — mit den zu Anfang dieses Abschnittes eingefiihrten 
Bezeichnungen — das Diagramm 


Ye 
1 ; > 
“| Yoe@ * Yala 
‘Sans 
ti i 
2 skeet Es, o/c 


kommutativ. Wir behaupten den 

Satz 11. y ist ein Isomorphismus der Limesraéume (E,,t,) und (Eq, ojos To, o/c): 

Beweis: t, ,j, bedeutet nach unsern Bezeichnungen die Quotientenlimi- 
tierung von t, nach o/o ¢ P(E). Wir wissen bereits, daB y bijektiv ist; es bleibt 
zu zeigen, daB y und y~! stetig sind. Nach Satz 10 ist nun y genau dann stetig, 
WENN Y° Yo.o/o= Yoo 8 ist, y,, seinerseits genau dann, wenn y,,0y,= 7, €8 
ist, was trivialerweise gilt. 

y* ist genau dann stetig — wiederum nach Satz 10 —, wenn yo y, 
= Yo,ola° Yo @8 ist. Diese beiden Abbildungen sind es aber nach Definition der 
Quotientenlimitierungen. Also ist y— stetig. 

Damit ist der Satz 11 bewiesen. 


4. 


Wir haben bisher mehrmals davon Gebrauch gemacht, daB sich Limi- 
tierungen auf einer Menge EH vermége einer Abbildung eines Limesraumes 
in E baw. von £ in einen Limesraum definieren lassen. Dazu geben wir die 
folgenden zwei, etwas allgemeineren Fille an, die wir anschlieBend zur 
Definition von Produkt und Summe von Limesriéumen noch verwenden 
werden: 

Es seien (£,,t,),¢; eine (nichtleere) Familie von Limesriumen, £ eine 
(nichtleere) Menge. 

I) Es sei nun zu jedem 1 ¢ J eine Abbildung ¢,: Z,+ E gegeben. Es geniigt 
fir unsere Zwecke anzunehmen, daB EZ = U 9,(Z,) ist. 

: 21* 
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Dann existiert auf EZ eine feinste Limitierung t, beziiglich der alle 9, 
stetig sind. t ist offenbar eindeutig bestimmt. 

Wir beweisen die Existenz, indem wir tz fiir jedes z ¢ E angeben, in der 
folgenden Weise: Es sei x ¢ Z. Dann gibt es gewisse « ¢ J, so daB x € —,(Z,) 
ist. Diese « bilden eine Teilmenge J, J. Man betrachte nun fiir jedes z,¢ Z,, 
«€J,, 80 daB —,(z,) = z ist, alle o,(F,), wenn F, das \-Ideal rt, x, durchlauft. 
Es sei dann tz das kleinste /-Ideal, das alle solchen Filter enthalt. ¢ gehért 
zu tz, denn es ist offenbar ¢,(z,) = 2°). 

So ergibt sich, daB t : + tz eine Limitierung auf Z ist. Trivialerweise ist 
jedes , eine stetige Abbildung (Z,, t,) + (Z,t). Sei sodann r* eine Limi- 
tierung auf Z, fiir die jedes ¢, stetig ist. Es sei x ¢ E. Fiir jedes Urbild von x 
unter einem 9g, gilt dann, daB alle »,(%,) € t* x sind, wenn §, das \:Ideal r, z, 
durchlauft. Da r*z selbst schon ein /-Ideal jst, enthalt es das kleinste solche 
Ideal, welches alle genannten Filter enthalt, d.h. rz. Also folgt t*< 1, wie 
behauptet wurde. 

t ist daher die gesuchte Limitierung. 

Wir untersuchen noch die t-offenen Mengen, die ja die Topologie Gr 
definieren. Da nach einem friiheren Satz jedes g, eine stetige Abbildung 
(EZ, @,t,) > (Z,,@7) ist, folgt leicht Gt < to, wo t, die feinste Topologie auf E 
bezeichnet, fiir welche alle ¢,: (Z,,@t,) > E stetig sind. Die t,-offenen Mengen 
sind aber genau diejenigen M Cc E£, fiir die jedes y~'(M), « ¢ J, t,-offen ist, 
d.h. der Bedingung geniigt: aus z,¢€ y,'(M) folgt y>*(M) ¢ §, fiir jeden Filter 
&. € t,x, Dann ist aber o,(y>'(M)) € o,(G,) fiir jedes « <I und jedes F,¢ t,x, 
d.h. M € »,(G,) unter denselben Voraussetzungen. Daraus ergibt sich: ist 
x€M, so ist M ¢§ fiir jedes F ¢ tz. Also ist M t-offen. ZusammengefaBt 
heiBt das schlieBlich: 

Die Topologie &t ist die feinste Topologie auf EZ, so daB alle »,: (Z,, it,) > 
+ E stetig sind. 

II) Nun sei zu jedem «¢€J eine Abbildung y,:2— ££, gegeben. Dann 
existiert auf E eine schwiichste Limitierung t, so daB alle y,: E> (E£,,t,) stetig 
sind. 

Dieses t ist wiederum eindeutig bestimmt. Die Existenz folgt etwa so: 

_ Sei z € Z. Ein Filter F ¢ F(Z) heiBe konvergent gegen x, wenn fiir jedes « € J 
der Filter y,(%) gegen z,= y,(x) konvergiert. Da 7,(§ \ G)= x.(F) A x,(G) 
ist, enthalt das System tz der in diesem Sinne gegen x konvergierenden 
Filter mit § und G auch F / G. Ist G > GF, so ist x,(G) = x,(F), so daB aus 
& € tx und G > § auch G ¢ rz folgt: tz ist ein \-Ideal. Es enthalt wegen 
y.(2) = &,(x,= yx,(x)) schlieBlich den zx-Ultrafilter ¢. Daher ist t: 2 + tz eine 
Limitierung auf £. 

Trivialerweise sind alle y,:{Z, t) > (Z,,t,) stetig. Sei t* eine Limitierung 
auf £, fiir die alle x, stetig sind. Das bedeutet: ist F ¢ t* x, so ist y,(F) € t,x, (2) 
fiir jedes «¢€ J. Daraus folgt sofort § ¢€ tz. Die Inklusion t* xc tz gilt fiir 
jedes x ¢€ E, so daB t< t* folgt, wie behauptet wurde; rt ist die gesuchte 
Limitierung. 





*) Man beachte, daB ¢,(%,) ein Filter auf EZ ist (vgl. Abschnitt 1 dieses Paragraphen). 
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Ist t, die schwiachste Topologie auf E, fiir welche jedes y,: Z + (£,, t,) 
stetig ist, so folgt leicht t,.< Gr, denn jedes y, ist stetig (Z,Hr) + (Z,,Hr,). 

Wir haben bisher je ein Beispiel zu I) und II) kennengelernt: ; 

Zu I) die Quotientenlimitierung, 

zu IT) das reziproke Bild einer Limitierung. 

Bemerkung: Man schlieBt aus I) — mit den Bezeichnungen von Ab- 
schnitt 3 — insbesondere, daB die Quotiententopologie (Gt), gleich der zu t, 
assoziierten Topologie Gr, ist. 

Zwei weitere Beispiele sollen jetzt besprochen werden: 

Es sei (£,),-; eine (nichtleere) Mengenfamilie, Z eine Summenmenge zu 
dieser Familie, d. h. eine solche Menge 2, daB eine Partition von £, (Z; hem 
mit derselben Indexmenge J so existiert, daB zu jedem «¢J eine bijektive 
Abbildung £,— E{ existiert. Man erhalt eine solche Summe etwa in der 
Vereinigungsmenge U (Z, x {«}), die wir zur Vereinfachung der Ausdrucks- 

€4 


weise im Folgenden als die Summe der Mengenfamilie (Z,),-; bezeichnen. 

Definition 4. (Z,,t,),<,; sei eine (nichtleere) Familie von Limesriiumen, 
E , die’ Summe der Mengen E,. Die Summenlimitierung t = Z t, wird definiert 
als die feinste Limitierung auf E, fiir welche alle kanonischen Kinbettungen 
E,— E stetig sind. 

Existenz und Eindeutigkeit dieser Limitierung wurden in I) gezeigt. Wir 
identifizieren nun £, mit der ihr entsprechenden Teilmenge von Z. Dann gilt der 

Satz 12. Die Summenlimitierung induziert auf jedem E, die gegebene Limi- 
tierung T,. 

Beweis: Wegen der Stetigkeit von EZ, £ ist tg, <1, d.h. 1,2, C Tz, 2, 
fiir jedes x,¢ E, und jedes « € J. Umgekehrt sei F,¢€ tz, z,. Das ist genau dann 
der Fall, wenn F(G,) € tz, in £ gilt. Da 2,0 #,= © fir «+x gilt und die 
E,+ E injektiv sind, bedeutet F(,) ¢ tx, einfach, daB ,¢ t,x, ist, denn aus 
der Definition von t ergibt sich leicht, daB tx, gerade durch die F (F,), F, € t, x, 
und ihre Oberfilter gebildet wird. Man sieht sogar, dab tz, genau die Filter 

'(S,), F< t, 2, enthalt: jeder solche Filter enthalt nimlich schon alle Ober- 
mengen zu £; in Z. Ein Oberfilter zu einem F(%,) kann aber keine Teilmenge 
von U £, enthalten, da diese zu HZ, fremd wire und offensichtlich Z, ¢ F (F,) 

thx 
gilt. Ein Oberfilter zu einem F(%,) kann also nur von der Form F(G,) sein, 
wo G, => F, auf Z, gilt. 

Der Satz 12 ist damit bewiesen. 

Korollar 1. Die Topologie Gtr induziert auf jedem E, die Topologie Gr,. 

Beweis: Nach I) ist Gt gleich der Summentopologie der @r,, so'daB das 
Korollar 1 evident ist. 

Korollar 2. Ist wieder t die Summenlimitierung auf E, so ist eine Menge 
Mc E genau dann t-offen, wenn jeder Durchschnitt M 7 E, t,-offen ist. 

Beweis: unmittelbar nach der Bemerkung im Beweis von Korollar 1. 

Es sei (£,,t,) eine Familie von Limesriumen, (2,1) ,,die“ Summe. In 
jedem EZ, seien Teilmengen F,, (fiir x + 1) ausgezeichnet, so daB eine bijektive 
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Abbildung 9,,: F,,> F,,, existiert. Es gelte ferner y,,= 9,,,.° 9,4, sofern alle 
drei Abbildungen definiert sind. Wir erginzen die Familie (g,,), indem wir 9,, 
gleich der identischen Selbstabbildung von Z, setzen. Dann ist 9,,, fiir alle 1, x 
definiert und man hat ¢,,= 9;,'. Sei dann 9 die folgendermaBen eingefiihrte 
Aquivalenzrelation: zwei Elemente z,y von E heiBen aquivalent, o(x,y), 
wenn es ¢ und x in J so gibt, daB ¢,,(x) = y ist. Jede Klasse nach 9 besitzt in 
jedem £, héchstens einen Reprasentanten, denn ist 2 ~ y, so ist insbesondere 
2¢H,, y¢ £,. Wenn dann := x gilt, so ist y,,= @,, die Identitaét und also 
folgt z= y. 

Sei F der Quotient von £ nach o, der mit der Quotientenlimitierung rt, 
versehen sei. Man sagt, (F,r,) entstehe aus der Familie (Z,,1,); durch ,,Zu- 
sammenheften lings den Mengen F,,‘‘. Der topologische Raum (F,@t,) ent- 
steht dabei durch ,,Zusammenheften lings den F,,‘‘ aus den topologischen 
Raumen (Z,,@t,) im Sinne von [1], ch. I, § 9, no. 1, exemple. Ein klassisches 
Beispiel dazu ist die Konstruktion einer Mannigfaltigkeit aus den ,,Parameter- 
umgebungen“ im &" durch Zusammenheften vermége der Parameter- 
transformationen. 


Es sei wieder (£,, t,) eine Familie von Limesraumen, E = J] E, die Produkt- 


menge der HZ. Wir bezeichnen die kanonischen Projektionen E> E, mit pr,. 
Definition 5. Die Produktlimitierung auf E = ITE, ist die schiviichste Limi- 
tierung t derart, daB alle pr, stetig sind. 
Existenz und Eindeutigkeit von t = /7t, ergeben sich aus II). Der Limes- 
raum (2£, J7t,) = (£,t) hei®t dann das Produkt der Limesriume (Z,, 1,), 
wofiir wir auch etwa 


(Z,t) - IT (E£,, t,) 


schreiben. 

Aus IT) entnimmt man, daB ein Filter F auf E genau dann konvergiert, 
wenn jeder Filter pr,(¥) in HZ, konvergiert. Wir sahen auch schon, daB 
IT &t,< G(ITr,) gilt. 

Es gilt nun der 

Satz 13. Sei (E’,t’) ein Limesraum, (E£,t) = IT(z,,t,) ein Produkt von 
Limesriéiumen. Eine Abbildung gp: E' E ist genau dann an der Stelle x'« E’ 
stetig, wenn jedes y,= pr,o p: E’+ E, an der Stelle x’ stetig ist. 

Beweis: Die Bedingung ist offensichtlich notwendig. Sie ist aber auch 
hinreichend: Es seien namlich alle gy, an der Stelle x’ stetig. Bezeichnen wir 
mit x, die -Komponente pr,(g(z’)) von o(z’), so gilt also y,(F’) € t, x, fiir 
jedes F’¢ t'x’. Das bedeutet also, daB pr,(p(F’)) € t, pr,(g(z’)) fiir jedes 
F’€t'x’ gilt. Nach Definition von t = /7t, folgt daraus p(F’) € tp(x), womit 
die Stetigkeit von  folgt. 

Korollar. Es seien (E£,,t,),<;, (Ei, )),c, zwet Familien von Limesréiumen mit 
derselben Indexmenge. Fiir jedes « sei eine Abbildung ,: E,+ E, gegeben. 
Genau dann ist p = IT ¢—p, in einem Punkt x°= (x°) stetig, wenn jedes gp, an der 


Stelle x° ¢ E, stetig ist. 





——— - —— 
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Beweis: IT p,: (x,) > (y,(z,)) aBt sich als x + (—,(pr,(z))) schreiben, so 
daB das Korollar unmittelbar aus Satz 13 folgt. 
Es sei wieder (£Z,,1,),<; eine Familie von Limesriéumen und es sei J’ ¢ J. 
Die natiirliche Abbildung pr, von /7 (Z,,t,) auf JT (E,,1,) ist stetig: es ist ja 
€l er 


pry= II pr, und jedes pr, stetig. Nun sei (/,),< eine Partition von J. Dann 
er’ : 


gilt der 
Satz 14. (Assoziativitdét des Produktes) Es seien (E,t) = = 1M(E,%,) und 


(Ey). Tw) = 4 (Z,,t,). Dann ist die kanonische Abbildyng von E auf I Ew) ein 
leumerghtetute der Limesriume (E,t) und ' T (Bu) Tud)- 


Beweis: Die kanonische Abbildung ist y an 2+ (pry, (2))xex definiert, sie 
ist bijektiv und nach Satz 13 stetig. Die Umkehrabbildung ordnet jedem 
(2) xc K> %Q)= (%).¢7,» das Element (z,),<\,7, zu. Sie liBt sich folglich als 
© = (Xw))nex> (.(*)) mit G.(z) = pr, (%))) fir « € J, schreiben und ist mithin 
ebenfalls stetig. 

Es seien noch zwei Satze tiber das Verhalten spezieller Eigenschaften von 
Limesriumen bei Produktbildung angegeben : 

Satz 15. Hin Produkt IT(E,,t,) ist genau dann separiert, wenn jeder Faktor 
(E,,t,) es ist. 

Beweis: Seien zuniachst alle (Z,,1t,) separiert. Es sei § ein Filter auf (Z,r), 
der gegen (x,) und (y,) konvergiere. (z,) + (y,) bedeutet die Existenz eines A ¢ J 
derart, daB x, + y, ist. Dann ware pr, (FF) € t,2,/ t,y, entgegen der Separiert- 
heit von (H,,1,). 

Umgekehrt sei (Z,r) separiert. Gesetzt, etwa (Z,,1,) ware es nicht, so 
seien 2, + y, zwei Limites des Filters G,. Fir jedes «+x sei §, irgend ein 
gegen ein z, konvergierender Filter. Aus der Definition der Produktlimitierung 
folgt leicht, daB dann der Produktfilter /7 G, gegen (z,),-; konvergiert, wobei 

el 


z,= x, ist, aber auch gegen (Z,),-7, wobei fiir 1+ x++Z,= x, und Z,= y, ist, d. h. 
also gegen zwei verschiedene Punkte von J7(£,,t,), entgegen der Voraus- 
setzung. 

Satz 16. (TycHonow). Hin Produkt IT(E,,t,) ist genau dann kompakt, 
wenn jeder Faktor (H,,t,) es ist. 

Beweis: Es ist E,= pr,(Z) und pr, stetig fir jedes «¢ J. Also folgt aus 
der Kompaktheit von (Z,r) diejenige von (Z,,t,) fiir jedes « € J. Umgekehrt 
seien alle (Z,,t,) kompakt und es sei U ein Ultrafilter auf Z. pr,(U) ist ein 
Ultrafilter fiir jedes «¢ J und konvergiert daher nach Voraussetzung. Also 
konvergiert U. 

Damit ist der Satz bewiesen. 


§ III. Limitierte Gruppen und Vektorriume 
‘il 


Es sei G eine Gruppe. Die Gruppenoperationen sind Abbildungen G x @ + G 
bzw. @ — G@ und lassen sich auf B(G) x DB(G) bzw. B(G) fortsetzen, indem 
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man definiert: A B= {xy|x ¢ A, y € B} und A-'= {x"|z ¢ A} fiir A, B aus 
%(G). Damit ergibt sich auch die Fortsetzung dieser Operationen auf die 
Menge F(G@) der Filter auf G: 

Sind F, G Filter auf G, so ist das System aller Mengen F G mit F ¢ §, G ¢ G, 
ein Raster auf G, denn es ist (F ~\ F’) (@G’) C FG F’G'. Der von diesem 
Raster erzeugte Filter werde mit §@ bezeichnet. In entsprechender Weise 
definieren die Mengen F-", F ¢ §, den Filter §-' auf G. Wir bemerken noch, 
daB der Filter § “GF nicht nur vom Raster aller Fj'F,, F,, F, aus F, sondern 
schon vom Raster der FF, F ¢€ §, erzeugt wird. 

Sind ®, ¥ Mengen von Filtern, so bezeichnet OY die Menge aller FG, 
&«@, Ge, GD" die Menge aller F", F <M. Offenbar gilt auBerdem: ist 
§ <G, so ist FH =< GH und HF < HG fiir jeden Filter H auf G. Ebenso 
findet man dann auch §-'< G-. Nun hat man in J (G@) die Beziehungen 


(AN A’) (BO B)CABNA' BOHOAB OA B 
(AU A’) (BU B)=ABUA BUABUAB 
fiir beliebige Teilmengen A, A’, B und B’ von G, sowie 
(A \A’)t= A1NA’ 
(BU B’)y*= Bou Bo. 
Daraus ergibt sich fiir die Filter: 
(F A G)7= FIA GS 
(FAF) GAG) = FEAF GAFGOAFG' 
und, sofern die oberen Grenzen existieren, 
FVF)GVGS)SFGOVFGVFIGVFS’ 
(FV 6)7= FAVS. 


2. 


Entsprechend den topologischen Gruppen werden limitierte Gruppen 
folgendermaBen eingefiihrt: 

Definition 1. Zine Menge G heift eine limitierte Gruppe, wenn sie 

a) eine Gruppe, 

b) ein Limesraum derart ist, daB die Gruppenoperationen (x,y) > xy und 
x-» x! stetige Abbildungen von G@ x G bzw. G in G sind. 

Eine Limitierung auf der Gruppe G, die b) erfiillt, hei®e fiir @ zulassig. 
Die Forderung b) ist offensichtlich aquivalent mit der Forderung der Stetigkeit 
von (z,y)— xy. Man schlieBt unmittelbar, daB die Translationen 2 — az, 
x — xaisomorphe Selbstabbildungen des Limesraumes (G, r) sind. Insbesondere 
sind daher die inneren Automorphismen von @ Automorphismen der limi- 
tierten Gruppe (G@,1). SchlieBlich gibt es zu a + b in @ immer einen Auto- 
morphismus des Limesraumes (G,t), der a in b iiberfiihrt: etwa p(x) = a xb. 
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Man folgert aus der erwaihnten Eigenschaft der Translationen: Ist e das 
neutrale Element yon G, so gilt fiir jedes z ¢ G 
(1) T= Z*Te= Tez, 
wobei unter z- te das System aller Filter x -§, § € te, zu verstehen ist. Es 
ist klar, daB die x- re /-Ideale sind. Die Stetigkeitsforderung b) bedeutet 
explizit : 
(2) tx: tTyCt(ry) 
(3) (tz)-*C t(z-*) 
fiir allg x, y aus G. Zusammen mit (1) erhalt man daraus die folgenden Be- 
dingungen fur te: 


(I) te+teCte. 
(II) (re) "Cc te 
(IIT) z-te-ax ‘cre fir jedes festex¢G. 


Diese notwendigen Bedingungen sind auch hinreichend dafiir, daB eine 
gegebene Limitierung t fiir G zulassig ist. Das ergibt sich aus dem folgenden, 
sogar etwas scharferen Satz: 

Satz 1. Hs sei zu e € G ein /\-Ideal te von Filtern gegeben, das den e-Ultra- 
filter e enthélt. Hat dann te die Eigenschaften (I) bis (III), so gibt es genau 
eine fiir G zulaissige Limitierung t derart, daB te gerade das /\-Ideal der beziiglich t 
gegen e konvergierenden Filter auf G ist. 

Beweis: Die Eindeutigkeit von rt ist nach (1) klar. Es bleibt die Existenz 
zu zeigen. Dazu setzen wir 

tTr= x°Te 


fiir jedes x ¢ G. Aus (III) folgt dann tz = te x. tz ist ein /\-Ideal und enthilt 
den z-Ultrafilter # wegen ¢ = x- é = é- x. Also ist t: x > tz eine Limitierung 
auf G. Die Zulassigkeit dieser Limitierung ergibt sich sofort aus (I) bis (III); 
ebenso ist klar, daB das gegebene te gerade das /-Ideal der e-Filter in der so 
konstruierten Limitierung ist. 

Genau dann ist eine fiir G zulassige Limitierung t separiert, wenn fir 
z+e gilt: 

taA\te=8@. 

Satz 2. Hs seien G eine Gruppe, H eine Untergruppe. Ist t fiir G zuldssig, 
80 ist die induzierte Limitierung ty fiir H zulassig. 

Beweis: Da H eine Untergruppe ist, gelten (F \H)*= FH fir 
beliebiges F c G@ und (F 1H) (@OH)c FE OH? CFGOH fiir beliebige Fc G, 
Gc G. Daraus folgt fiir die induzierten Filter auf H : §' = (F")q und Fu Ga 
= (FG)q. SchlieBlich ist noch 2(F \H)a1= 2F 2 7H fir jedes z ¢ H. Das 
ergibt nun, daB re \ Fy (G@) mit F und G auch F— und FG, sowie fiir jedes z ¢ H 
den Filter x 2-1 enthalt. Daraus folgen (I) bis (ITI) fiir tye, da dieses ja von 
Oy (te \ Fy (G)) in F(H) erzeugt wird. 

Satz 3. Hs sei N ein Normalteiler in der limitierten Gruppe (G,t). Dann ist 
die Quotientenlimitierung 1 fiir G/N zuldssig. 
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Beweis: x sei die-kanonische Abbildung G > G/N = G. 7 @ besteht aus 
allen Filtern 2% A 2G und ihren Oberfiltern, wobei F,G die Menge ® = U rz 


zeN 
durchlaufen. Da N ein Normalteiler ist, enthalt ® mit F und G auch FG und 
@— sowie fir jedes x¢ G den Filter xF2—. Da nun (xnF A nG)= (xF)7AA 
A (xG)+= 2(F+) \ x (G) ist, ist jedenfalls (t¢)-c Te. Ferner ist (nF A 
Ax) (xF' A xG') = a(FF') A AGF’) A za(FG’) A mF G’) in té, sobald 
,%’, G und G’ in te sind. Daraus schlieBt man Té - Te Cte. Ebenso zeigt 
man schlieBlich %- Te - ZC Te fiir jedes # ¢ G, womit alles bewiesen ist. 
Satz 4. Ist H eine Untergruppe (Normalteiler) der limitierten Gruppe 
(G, rt), so ist H Untergruppe (Normalteiler) in G. 
Beweis: Es seien x,y in H. Es gibt $4 ¢ F(H), Gq ¢ Fy (H) derart, daB 
F (Gy) € tz, F (Gy) € ty ist. Dann ist F (Gq) - F (Gq) € t(xy). Wegen oy F (Fy) 
= Fu, On F (Gy) = Gy, folgt nach dem Beweis von Satz 2: Fy Gy = on (F (Fu) - 
*F (Gy)). Da auBerdem F(F_Gy) = F (Fu): F (Gy) folgt, ist F (FuGuy) <t(zy), 
also xy ¢ H. Entsprechend zeigt man, daB aus x ¢ H folgt 2-'¢ H; ebenso 
ergibt sich dieselbe Uberlegung xH2z— cH fiir x ¢ G, sofern H ein Normal- 
teiler ist. Damit ist auch dieser Satz bewiesen. 


3. 


Es seien wie in §1 7, 7,, Z, die Halbordnungen der Limitierungen, 
Hauptideal-Limitierungen bzw. Topologien auf G. Mit 7°, 7{', 7 be- 
zeichnen wir die resp. Teilmengen der zuléssigen Limitierungen, wenn G@ eine 
Gruppe ist. Wir tibernehmen aus §1 die Abbildungen y:7 + 7,,0:7,—> 7, 
@= wo y; ihre Restriktionen auf 7° bzw. 7@ seien wieder mit y, w be- 
zeichnet. Wir bemerken noch, daB mit t,o auch t Vo in J® ist, denn es 
ist (t V c)e = te/\ce nach Definition. Es folgen auBerdem: 

Satz 5. T7¢= 7§. 

Beweis: Es sei t ¢ F@, te = (BJ. Aus (I) ergibt sich O@*>B und aus (II) 
B4>G, aus (III) schlieBlich x-O-21>D fiir jedes feste x¢ G. Nach 
bekannten Satzen iiber topologische Gruppen definieren dann die Filter x -B 
(bzw. B - x) eine fiir G zulassige Topologie, so daBG gerade der Umgebungs- 
filter von e ist. Nun ist aber offensichtlich [x -O] = x- [OB], d.h. [x-O]= tz 
fiir jedes x € G, so daB rt mit der durch G definierten Topologie zusammenfiallt. 
Das beweist den Satz. 

Satz 6. yp(F*) £8. 

Beweis: Wegen Satz 5 miissen wir nur zeigen, daB wr fir G@ zulassig ist, 
sofern t es ist. Es sei dazu (yr)e = [G], d. h. OG = NG. Dann ist 

te 


(NF) (NG) = NFG, 


da fiir eine beliebige Mengenfamilie (F,) gilt: (WU F,) (UF,) = UF,F,. Wegen 
te-tecte folgt daher NFGS NH=M, d.h. V*>B. In derselben Weise 


te te 
ergeben sich O-">G und fir jedes feste x: x Ox" >D; damit ist die Be- 
hauptung bewiesen. 
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Zu der limitierten Gruppe (G, t) ist dadurch eine wohlbestimmte topo- 
logische Gruppe (G, yt) definiert, die wir die zu (G,t) assoziierte topologische 
Gruppe nennen. Gilt fir t das erste Trennungsaxiom, so gilt es noch fiir prt, 
so daB wr sogar separiert ist, mithin auch t. Mit §1, Satz 15 ergibt sich so: 

Genau dann ist die zulassige Limitierung t separiert, wenn jedes {z} 
t-abgeschlossen ist. Dafiir ist offenbar hinreichend, daB {e} t-abgeschlossen ist. 


4. 

Es sei (G,t) eine limitierte Gruppe. 

Definition 2. Hin Filter § auf G heift ein linksseitiger Cauchy-Filter, wenn 
GA € re ist. 

G,(z) sei die Menge aller linksseitigen Cauchy-Filter auf @. Entsprechend 
bezeichnet G,(t) die Menge der rechtsseitigen Cauchy-Filter auf G, d. h. der 
Filter F, so daB FF" re ist. Jeder konvergente Filter ist sowohl rechts- 
als linksseitiger Cauchy-Filter, wie sofort aus (I), (II) folgt. Es braucht aber 
nicht jeder Cauchy-Filter zu konvergieren. Eine limitierte Gruppe, in der 
jeder Cauchy-Filter konvergiert, heiBt komplett. 

Jeder Oberfilter eines Cauchy-Filters ist selbst Cauchysch. 

Zur Vereinfachung der Ausdrucksweise heiBe im folgenden ,,Cauchy-Filter‘ 
immer ,,linksseitiger Cauchy-Filter“. 

Definition 3. Zwei Cauchy-Filter §,G heiBen dquivalent, 

F~G 
wenn & \ G ein Cauchy-Filter ist. 

Man hat das folgende Kriterium: 

Satz 7. § und G sind genau dann dquivalent, wenn FG € re ist. 

Beweis: Wegen F \GSF, FA GSG ist (F \ G)“*(F A G) SFG, 50 
daB FG € re ist, sobald F A G Cauchysch ist. 

Umgekehrt sei §-'G € te. Dann ist (F A G)7(F A G) = F“F AFAGA 
\ ©“*F A G"*G. Die vier Filter auf der rechten Seite sind in te, da F,G 
Cauchysch und dquivalent sind und GF = (FG) in re liegt. Also ist 
& A G Cauchysch. 

Es ist nachzuweisen, da8'~ eine Aquivalenzrelation ist. Reflexivitat und 
Symmetrie von ~ sind klar. Die Transitivitat folgt mit Satz 7: ist F“G € re, 
©" € te, so ist nach (I) auch F*GG-"'S € re. Nun ist e ¢ GG fiir jedes 
Ge, also F7HC F“GG"H fir alle F «GF, G¢€ Gund H €9. Daher hat 
man § "9 => F"GG-"'} und folglich FH ¢€ te, d. h. F ~ H. 

Satz 8. Sind §, © in tz, so ist F ~ G. Ist F € rx und G ~ GF, 80 folgt G € rz. 

Beweis: Wegen (tx)-!- tzC te ist der erste Teil der Behauptung klar. 
Sei dann § € tx und G ~ F, d. h. § A G Cauchysch (insbesondere also auch 
©!). Da F¥ }>F AG, ist x adharent an F A G. Da auBerdem G = F A G ist, 
folgt G €'tz aus dem 

Hilfssatz. Ls sei G ein Cauchy-Filter. Ist x adhiirent an &, so ist F € tx. 

Beweis: x ist genau dann an § adharent, wenn ein G = F in tz existiert. 
Wegen GF € re ist dann auch GF ¢€ re. Nun ist aber G = zH, H € re, so 
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daB 9-2" € te, aber auch HH" 2z"F € te folgen. Da e ¢ HH- fiir jedes 
H €§ gilt, ist z7~G =} H H*2x"F, also x"F ¢ re, woraus F € tz folgt. Damit 
ist der Hilfssatz bewiesen ; 

schlieBlich also auch der Satz 8. 

Der eben bewiesene Hilfssatz ergibt insbesondere, daB jede kompakt 
limitierte Gruppe komplett ist. Wir befassen uns hier nicht mit dem Problem 
der Komplettierung limitierter Gruppen, auf das an anderer Stelle eingegangen 
werden soll. 


5. 


Wir betrachten im Folgenden Vektorréume iiber den reellen Zahlen 
(R-Vektorraume) oder iiber den komplexen Zahlen (C-Vektorriume), die wir 
i. a. mit EZ, F,... bezeichnen werden. Wo nichts anderes ausdriicklich gesagt 
wird, wollen wir uns auf reelle Vektorriume beschranken. Die Ausfiihrungen 
lassen sich ohne Miihe auf den komplexen Fall iibertragen. 

Den allgemeinen Definitionen entsprechend ist ein limitierter Vektorrauwm 
ein Vektorraum E mit einer Limitierung rt derart, daB die Abbildungen 
(x,y) > x + y und (A,x) + Az stetige Abbildungen von Z x E bzw. R x E 
in EZ sind. t hei®t dann fiir den Vektorraum F zulissig. Die Menge der zu- 
lassigen Limitierungen sei wieder 7. 

Es sei V der Umgebungsfilter von 0 ¢ R, der von den symmetrischen offenen 
(bzw. abgeschlossenen) Intervallen (— ¢,e) (bzw. [— ¢,e]) erzeugt wird. 

Satz 9. Hine Limitierung t ist genau dann fiir den Vektorraum E zuléssig, 
wenn sie die folgenden vier Higenschajten hat: 

A) 10+ 10C1r0 

B) A4-+10C 10 fiir jedes AER 

C) V-1r0cr0 

D) Fiir jedes x € E ist V- x € 0. 

Jedes /A-Ideal von Filtern, das den 0-Ultrafilter 0 enthalt und die 
Eigenschaften A) bis D) hat, definiert eine fiir ZH zulaissige Limitierung nach 
dem Verfahren von Satz 1. 

Bemerkung: Unter V - x ist derjenige Filter auf Z zu verstehen, der von 
den Mengen ®- x= {Az/A¢®} fir ®¢CV erzeugt wird. Unter V-G fir 
& € F(Z) ist entsprechend der von den Mengen ®- F = {Ax/A ¢ ®, x € F} fiir 
®<¢V,F ¢§, erzeugte Filter zu verstehen, d.h. das Bild unter (A,r) > Az 
von V x &. AF schlieBlich wird von den Mengen AF, F € §, erzeugt. 

Der Satz 9 ergibt sich — wie im Falle topologischer Vektorréume — un- 
mittelbar daraus, daB man die Identitat 


Ax — Ag%y= (A — Aq) %q+ Ag(x — %q) + (A — Ag) (x — 2%) 
hat (A, A, aus R, z,2, aus Z). Man kann auch verwenden, daB fiir jeden Filter , 
insbesondere jeden 0-Filter, die Beziehung 


(Ag+ V) (t+ G) = Agto+ AGF + Vi xyo+ VF 
besteht (A,¢ R, 2)¢ E beliebig, aber fest). 
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Die Theorie der Teilraume und Quotienten wird hier ebenfalls wie fir 
topologische Vektorriume durchgefiihrt, so daB wir auf eine erneute Dar- 
stellung verzichten. Die Theorie der direkten Summen limitierter Vektor- 
raume 148t sich als ein Spezialfall der ,,induktiven Limites“ erhalten; siehe 
Abschnitt 6, Bemerkung 3. 

Es sei nun t¢ 7¥*. I" bezeichne die Familie aller beziiglich r stetigen 
Seminormen auf E. I’ definiert auf Z eine lokal-konvexe Topologie y®r. Wir 
zeigen y°t < Tt: Es sei namlich § € r0. Dann gilt p() > 0 far jede r-stetige 
Seminorm p, also § > p-(V). Somit ist immer noch 


§ 2 supp“(V) =B°. 
per 


G° ist aber der Umgebungsfilter von 0 beziiglich yw®r. Also ergibt sich 
TOC (p°t) 0. Da p®r¢ 7 ist, gilt diese Inklusion fir jedes z ¢ Z, woraus 
yt <t folgt. 

Da wrt schon eine Topologie ist, ist dann auch y®°t < yr. pt ¢ 7, ergibt 
sich daraus, daB t insbesondere fiir die abelsche Gruppenstruktur von Z 
zulassig ist. 

Es sei nun o irgendeine lokal-konvexe Topologie auf 2, so daB o < r ist. 
Die o-stetigen Seminormen, die ja o erzeugen, sind alle auch t-stetig, so daB 
fiir den Umgebungsfilter U von 0 ¢ Z beziiglich o die Relation U <B° folgt, 
aus der sich o < p®t ergibt. ZusammengefaBt haben wir damit den 

Satz 10. Zu jeder Limitierung t¢ FT” gibt es eine wohlbestimmte lokal- 
konvexe Topologie w°r ¢ F®, die dadurch charakterisiert ist, daB sie die feinste 
lokal-konvexe Topologie < t ist. 

Der topologische Vektorraum (Z,y°%r) hei®t der zu (Z,r) assoziierte 
lokal-konvexe Raum; ebenso heiBe w°t die zu 1 assoziierte lokal-konvexe 
Topologie. 

Nun sei fiir t ¢ 7” E’ der Dualraum zu (E,r), d. h. der Vektorraum aller 
t-stetigen Linearformen auf Z. Dann gilt der 

Satz 11. E’= Ey. . 

Beweis: Wegen y°t < t ist EZ, c E,. Sei dann 2’ eine t-stetige Linearform 
auf Z. Die Funktion x + |< x, z’)| ist immer noch t-stetig und ist, wie man leicht 
sieht, eine Seminorm, die wir mit p, bezeichnen. Man hat daher (p,)y¢ 2 CI’, 
so daB die durch die Familie der p,, x’ € E,, erzeugte Topologie o < yp®t ist. 
o ist die schwachste Topologie, die lokal-konvex ist und fiir die alle x’ «¢ FE, 
stetig sind*). Also sind alle z’ noch p®t-stetig. 

Ist x’ ¢ EB}, so bezeichnen wir, wie dies iiblich geworden ist, den Wert 
von 2x’ auf x mit (z,2z’). Die im Beweis von Satz 11 verwendete Topologie o 
sei in der Folge mit y*t bezeichnet. y*t ist genau dann separiert, wenn y®t 
es ist: aus der Separiertheit von y*t folgt wegen y*t< y®r diejenige 
von w°t. Umgekehrt sei y®°r separiert. Dann existiert nach dem Satz von 


*) Der Umgebungsfilter von 0 beziiglich ¢ wird durch die endlichen Durchschnitte 
der Mengen U(x’; ©) = x’~'((—e, €)) erzeugt. In jeder Topologie, in der alle 2’ stetig 
sind, ist jedes U(x’; e) Umgebung von 0. 
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Haun-Banacu zu jedem « + 0 ein 2’¢€ E,, so daB (z,2z’) + 0 ist, also auch 
Px (zx) +0, so daB w*t separiert ist. 

Nennen wir eine Limitierung mit der ,,Dualitat“*) zwischen (Z,t) und EZ; 
vertriglich, wenn sie dieselben stetigen Linearformen hat wie.t, so sieht man, 
daB y*t die schwachste Limitierung (nicht nur die schwachste Topologie) ist, 
die mit dieser ,,Dualitaét vertraglich ist: ist nimlich 2;= EF, so ist nach 
Satz 11 auch Z,.,= E;, also p°c > y*t. Wegen p°o < a folgt damit y*t <a. 
Zusammenfassend formulieren wir jetzt den 

Satz 12. Sei r ¢ F®. Die Topologie w* t ist die schuzichste mit der ,,Dualitat“ 
von (E,t) und E, vertrigliche Limitierung auf E. Ist w°t separiert, so ist mithin 

y*t = o(E,E’) 
die «topologie affaiblie» (BOURBAKI) zu y®t. 

Sei wieder Z’= E;. Man definiert auf E’ eine schwache Limitierung t’ 
durch die Festsetzung: §’ € t’0’ gelte genau dann, wenn fiir jedes feste x ¢ Z 
der Filter (x,’) (= §'(z)) in R gegen 0 konvergiert. Man folgert leicht den 

Satz 13. w°r sei separiert. Dann ist t’ die schwache Topologie o(E’,E) 
(BourBak!) auf E’, induziert von der Dualitaét zwischen (E,t) und E’. 

Die Topologie t’ wird durch die Seminormen 2’ + |({z,z’)| definiert und 
ist also fiir Z’ zulassig und lokal-konvex. 

Wir definieren die t-beschriinkten Mengen in E als die p®t-beschrankten 
Mengen. Sei yt separiert. Dann sind.y®t und y*t mit der Dualitaét zwischen 
(Z,t) und Z, vertraglich und haben somit dieselben beschrinkten Mengen 
(s. etwa [2], ch. IV, §2, th. 3 und prop. 4). Daraus ergibt sich der 

Satz 14. Hine Teilmenge Bc E ist genau dann t-beschriinkt, wenn auf thr 
jede t-stetige Seminorm beschrankt bleibt. 

Und mit der Definition von y* t der 

Satz 15. Ist w°t separiert, so ist BC E genau dann t-beschrinkt, wenn auf B 
jede t-stetige Linearform beschrénkt bleibt. 

In den Anwendungen wird der haufigste Fall wohl der sein, daB y*r 
separiert ist. Dann kann man die Aussage von Satz 15 als Definition fiir die 
t-beschrinkten Mengen nehmen. 

Satz 16. Bei separiertem w°t sind die beschrinkten Mengen fiir alle mit 
der Dualitét zwischen (E,t) und Ey, vertriglichen Limitierungen dieselben. 

Unter der Voraussetzung von Satz 16 l4Bt sich auf EZ; die tibliche ,,starke 
Topologie“, d. h. die Topologie der uniformen Konvergenz in den t-beschrank- 
ten Mengen, einfiihren, die in diesem Falle nur von der Dualitét zwischen 
(Z,rt) und E£, abhangt. Man erhalt so etwa die iibliche Topologie auf dem 
Raum @&’ der Distributionen (mit skalaren Werten) auf dem R*. 


6. 


Wir besprechen in diesem letzten Abschnitt ein Verfahren, das die Kon- 
struktion von Limesriumen aus gegebenen Familien von Limesraumen, 
insbesondere von topologischen Raumen, gestattet: es handelt sich um den 


5) Diese Dualitat ist nur dann echt, wenn w°t separiert ist. 





in 
eil 











Limesréume 299 
induktiven Limes von Limitierungen bzw. Topologien. Wir beginnen mit 
einem Spezialfall : 

Es sei (Z,,t,)2¢,; eine Familie von Limesraumen, die den folgenden Be- 
dingungen geniigt: 

1. Die Indexmenge J ist durch eine Ordnungsrelation < gerichtet. 

2. Fira < 6 ist E,c Ey. 

3. Ist a = B und bezeichnet t,, die von t, auf EZ, induzierte Limitierung, 
so ist Tia T,: 

Die dritte Bedingung bedeutet offenbar die Stetigkeit der Inklusions- 
abbildung Z, > E, fir « < . 

Es sei dann E= UE,. Wir nehmen dabei an, es sei E ¢ (Z,),<7. Damit 
geben wir die . . 
Definition 4. Hin Filter G auf E heiBe t-konvergent gegen x, wenn es ein 

«a €I und ein FG, € t,x derart gibt, dap F = F(F,) ist. 

Wir zeigen, daB dadurch eine Limitierung t auf Z definiert ist. Es ist klar, 
da8 fiir jedes 2 € E #€ rz ist, denn es gibt ein « ¢ J derart, daB x € Z, gilt. 
Ist dann #, der z-Ultrafilter auf Z,,s0 erzeugt #, den Filter 2; also ist 2 € rz. 
Ferner ist evident, daB mit § jeder Oberfilter zu F zu tx gehért. 

Es seien nun §, © in tz, etwa F => F(F,), G > F(G,), wo GF, € t,x und 
Gp) t,x gelten. Sei dann y 2 a, f. Es ist E, \E,c E,. F,(§,), F, (Gz) seien 
die von §, bzw. G, auf H, erzeugten Filter. Wegen t,,< 1,, t,gS Tt, ist 
TC T,_%, usw., so daB aus der Definition der induzierten Limitierung 
F(a) € t,x und F,, (Gg) € t,x folgen. Das ergibt wegen F,,(F,) \ F,(G,) € t,z 
sofort F(F,(§.) A F,(G,)) € tx. Nun ist aber F(F(G,) \ F,(G,)) = F (F,(G.))A 
\ F(F,(G,)) = F(F.) \ F(Gz), so daB F A G € tx folgt. Daher ist t: x + tz 
eine Limitierung auf Z. 

Man bemerkt, daB wir hier die folgenden Identitaten verwendet haben, 
deren Nachweis unmittelbar ist: 


F(§,A G,) = F(§.) A F(G,) ; 
F(F;(§2)) ma: F(§.) . 


Ferner gilt, falls die oberen Grenzen existieren: 
F(§.V G,) on F (§.) V F(G,) ° 

Sei nun fiir jedes « € J ty, die von t auf E, induzierte Limitierung. tg, x 
besteht aus den von den § € tz induzierten Filtern o,f. Es sei dann §, € t,x. 
Es folgt F(§,) € tz, also o, F(§,) € tg,x. Da aber o, F(F,) = F, ist, ergibt 
sich daraus t,zC tg,x — und zwar fiir jedes « ¢ J. Das bedeutet: 

Far jedes « € J ist ty, < T,. 

Nun sei o eine beliebige Limitierung auf Z, so daB fiir jedes « ¢ J og, < t, 
ist. Ist dann F € tz, d. h. § > F(GF,) fiir ein gewisses « und F, ¢ t, z, so folgt 
aus der Definition der induzierten Limitierung F(,) € oz, also F € oz. Das 
bedeutet tz Cox. Da dies fiir ein beliebiges x ¢ E gilt, ergibt sich damit der 

Satz 17. Die durch Def. 4 gegebene Limitierung t auf E ist die feinste Limi- 
tierung, die auf jedem E,, eine Limitierung induziert, die schwicher ist als t,. 
Satz 18. Genau dann ist t separiert, wenn jedes t,, e8 ist. 


fir as Bp: 
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Beweis: Ist t separiert, so ist wegen tg, < Tt, jedes t, es auch. Umgekehrt 
seien alle t, separiert. Gesetzt dann, es gabe ein F € tz ty fir x + y. Es 
gibt auf jeden Fall ein « € J, so daB x und y in £,, also in jedem E, fiir « < B 
liegen. Ferner gibt es y, 6 in J und §,¢ t,2, Gs€ ty, so daB F = F(F,) und 
& = F(&s) sind. Insbesondere miBte dann die obere Grenze F(F,) V F (Fs) 
existieren. Fiir jedes «> y, 6 ergibe sich daraus die Existenz der oberen 
Grenze F.G,) Vv P,(&). Aus ,€ Ty, Fs CTY folgte damit FA(,) V FFs) € 
€t,x2\t,% entgegen der Voraussetzung, wonach t, separiert ist. Damit 
ist der Satz bewiesen. 


_ Wir nennen — aus einem w. u. ersichtlichen Grund — rt den induktiven 
Limes der Limitierungen t,. Sind alle t, Topologien, so ist ihr induktiver 
Limes nach dieser Definition nicht unbedingt auch eine Topologie. Wir werden 
darauf w. u. noch einmal hinzuweisen haben. 


Ist (oc, eine zweite Familie von Limitierungen, so daB die Familie (c,), <7 
die Eigenschaft 3) hat, so gilt fiir ihren induktiven Limes: o < t, sofern o, < tT, 
fiir jedes « € I ist. 


Satz 19. Es sei JCI ein kofinale Teilmenge. Dann ist E= U EB, und der 


aed 
induktive Limes t' der t,, « € J, ist gleich t. 

Beweis: Offenbar ist t< 1’, d.h. t'xC ta fir jedes 2¢ &. Umgekehrt 
sei fF € tz, d. hh. § = F(G,) fiir ein gewisses « € J und ein, € t, x. Dann existiert 
ein >a in J. Wegen t;, < t, konvergiert dann F,(%,) in E, gegen x. Da 
schlieBlich F(F,) = F(F,(F,)) ist, folgt F => F(F;(F,)) und damit F € r’z. 
Das beweist t’< t und also die Behauptung. 

Bemerkung 1: Die Konstruktion von t nach Def. 4 14Bt sich als ein Spezial- 
fall der folgenden auffassen, was auch die Wah] der Bezeichnung ,,induktiver 
Limes“ erklart: 

Es sei wieder J durch eine Relation < gerichtet. < braucht nicht eine 
Ordnungsrelation zu sein, es geniigt, wenn < reflexiv und transitiv ist (,, Quasi- 
ordnung*). Dann sei (£,,¢3) eine induktive Familie von Menjon und Ab- 
bildungen iiber J («famille inductive» bei Boursakt, “direct system” bei 
LerscHETz und Erenserc/Steenrop). E£ sei der induktive Limes der E, 
nach den Abbildungen gj: Z,-> E;(« < B). Ferner sei jedes 2, mit einer 
Limitierung t, derart versehen, da8 fiir « < B die Abbildung qj stetig ist. 
Wir sagen dann, es liege eine induktive Familie von Limesriumen vor, fii 
die wir (E,,7,; 93) schreiben. Die Menge £ 1aBt sich in der folgenden Weise 
zu einem Limesraum machen: Fir jedes « ¢ J hat man in natiirlicher Weise 
eine Abbildung y,: Z,— E und es ist E= U o,(Z,). Dann sei t die feinste 


a 
Limitierung auf EZ, so daB alle y, : E, > E stetig sind (s. § 2, Absehnitt 4, I). 
Dieses t heiBt der induktive Limes der Limitierungen t,, wofir wir anch 
t = limt, schreiben. Der Limesraum (£,r) heiBt dann ebenfalls der induktive 


Limes der Limesraume (Z,,1,) nach den Abbildungen 3. Wir schreiben auch 
dafir (Z,t) = lim (£,,T,). 
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Offenbar erhalt man den schon besprochenen Fall zuriick, wenn < eine 
Ordnungsrelation ist und alle gy, Inklusionen sind. 
Aus §2, Abschnitt 4, I) entnehmen wir noch: Es ist 


@ (lim t,) = lim* Gr, , 
wobei unter lim* ®t, die feinste Topologie zu verstehen ist, fiir die die Ab- 


bildungen ¢,:(Z,, Gt.) > E stetig sind (d.h. der topologische induktive 
Limes der @t,). Es gilt tibrigens lim*#t,< lim@t, und, wie wir schon 


erwahnten, lim ®t, ist nicht unbedingt eine Topologie. 


Es sei noch eine wichtige Eigenschaft des induktiven Limes angegeben: 
Ist (Z,r) = lim(Z,,t,), (Z’,t’) ein beliebiger Limesraum, so ist eine Ab- 


bildung g: ZH ~ E’ genau dann stetig, wenn alle go y,: Z, > EF’ stetig sind. 

Die Bedingung ist natiirlich notwendig. Umgekehrt seien alle go 9, 
stetig. Zum Beweis der Behauptung, da8 dann @ stetig sei, erinnern wir an 
die Definition von t: nach §2, 4, I) ist fiir jedes x ¢ E tx das kleinste /\-Ideal 
von Filtern, das alle Filter o,(¥,) enthalt, wobei F,¢ t,2, und ,(z,)= x 
gelten. tx besteht aus allen Oberfiltern zu Filtern der Form , (§,) \ @(&,), 
wobei F,, &,, in F,, bzw. E, gegen x,, x, konvergieren und ~,(x,) = 9,(x%) = 2 
ist. Nun ist aber p(p.(F.) \ (Fs) = ¥(Ga(F2)) \ Y(G—(Fp)). Nach Vor- 
aussetzung ist p(p,(F.)) € t' p(x), P(Pa(Fe)) € t p(x) wegen p(x) = /(y,(2,)) 
= ~(,(%,)). Also gehért auch die untere Grenze der beiden Filter zu 1’ (2). 
Daraus folgt leicht die Stetigkeit von m, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Nun sei — unter den Voraussetzungen von Def. 4 — jedes Z, ein R-Vektor- 
raum. Offenbar ist es dann auch £. Fiir jedes « ¢ J sei t,, eine fiir 2, zulissige 
Limitierung. Wir zeigen, daB dann t = limr, fiir Z zulassig ist. Dazu seien 


zunachst F, G in r0. Es ist also F => F(F,), G = F (Gz), wobei F, ¢ 1,0, Gs « 1,0 
sind. Da I gerichtet ist, konnen wir « = § annehmen. Wir zeigen nun F (¥,) + 
+ F(G,) = F(§,,+ G,), woraus dann F + Gj F(F, + G,), also F + GE 10 
folgt. Sei also H ¢ F(G,+ G,). Das bedeutet: es gibt F,« F, und G,¢ G,, so 
da8 F,+ Gc H ist. Da nun aber F, + G,¢ F(F,) + F(G,) gilt, folgt H <F (F,) + 
+ F(G,). Also schlieBt man 10+ 10C10. Da ferner A- F(§,) = F(AG,), 
V-F(%,) = F(V -§,) gelten, folgen auch die tibrigen Eigenschaften. rt ist 
daher zulassig: 

Satz 20. Die Mengen E,, seien R-Vektorrdéume, t,,¢ F ®«. Dann ist (E,t) ein 
limitierter Vektorraum. Eine Linearform x’ ist auf E genau dann stetig, wenn 
x'/E.,, fiir jedes « € I stetig ist. 

Von besonderem Interesse ist der Fall einer Fami'ie lokal-konvexer topo- 
logischer Vektorriume, wie die folgenden zwei Beispiele zeigen : 

Beispiel 1: Es sei @ der C-Vektorraum aller stetigen komplexwertigen 
Funktionen auf dem R* mit kompaktem Trager. R sei die Menge aller kom- 
pakten Teilmengen des R*. R ist eine Halbordnung beziiglich C und auBerdem 
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gerichtet. @, bezeichne den (komplexen) Vektorraum aller stetigen Funk- 


tionen R" + C mit Trager in X. Offenbar ist ¢ = = @. Betrachtet man auf 
eR 
jedem @, die Topologie der uniformen Kalinin. so wird diese durch die 


Norm {|| <= sup|/(x)| erzeugt, ist also lokal-konvex, separiert; auBerdem 
‘ 2eK 


ist sie komplett. Sie sei tx. t sei der induktive Limes der tg auf @. Der Dual- 
raum @: von (@,t) ist der Raum der Masse auf dem R*; vgl. [6], ch. I. 
Beispiel 2: Wir ersetzen @ durch den Unterraum 9 der C”-Funktionen 
R* + C mit kompaktem Trager; entsprechend sei 9x der Raum der C®-Funk- 
tionen mit Trager in K. Wieder ist 2 = UD x. Die Topologie tg wird durch 
EeR 


eine stérkere ox ersetzt, indem man gleichzeitig die uniforme Konvergenz 
(in der natiirlichen Norm) aller Ableitungen verlangt; fiir Einzelheiten sei 
wieder auf [6] verwiesen. Der induktive Limes o der ox auf 9 ist eine separierte 
Limitierung (vgl. Satz 22 w. u.), ebenso ist y°o separiert (vgl. w. u. Satz 21, 
Satz 22). Der Dualraum 9’ von (9,¢) ist der Raum der Distributionen auf 
dem R* (mit skalaren Werten). Es ist 2C @ und tg<<@; ferner liegt 2 in 
dicht. 

Wir kehren noch. einmal zu den allgemeineren Betrachtungen dieses 
Abschnittes zuriick. Es gilt der 

Satz 21. Es seien wieder (E,,,t,,) mit den EHigenschaften 1) bis 3) gegeben. 
Die E,, seien R-Vektorriume und die t,, zuliéssig. Dann ist die Topologie w°t 
der lokal-konvexe induktive Limes der lokal-konvexen Topologien w°t,: 


y® (lim t,) = lim® y°T,- 


Beweis: Wir wissen schon, daB wr die feinste Topologie auf E derart ist, 
daB (wt)y,< yt, fiir jedes « ¢ J gilt. Nun ist der induktive Limes (im Sinne 
Boursakis) der p®t, lokal-konvex und < wrt, denn er ist die feinste lokal- 
konvexe Topologie, die auf jedem EZ, eine Topologie < p®t, induziert. Also 
ist lim®y®t,< p®t, da w°r die feinste lokal-konvexe Topologie < 1 ist. 


Andererseits ist aber y°t < lim® y®t,, denn y®r induziert auf jedem Z, eine 


lokal-konvexe Topologie < yrt,, also auch < y°t,. Daher ist schlieBlich 
y°t = lim® y®t,, wie behauptet wurde. 


y°t ist mithin genau dann separiert, wenn der induktive Limes der Topo- 
logien w®t, es ist. Ein hinreichendes Kriterium dafiir ist in dem folgenden 
Satz enthalten: 

Satz 22. J enthalte eine abzihlbare konfinale Teilmenge (a;);-y, 80 dap 
a; S a. ; fiir jedes i gilt. Wir setzen E,,= E;, t,,= 1;. Sodann sei pt, .,|E;= yt; 
fiir jedes i. Sind dann die wt, separiert, so ist es auch w®t. 

Beweis: wt ist der lokal-konvexe induktive Limes der Topologien w®r,, 
wie wir eben sahen. Ferner ist nun £ induktiver Limes einer aufsteigenden 
Folge von Teilraumen £,, sogar strikter induktiver Limes wegen p°t,,,|Z;= y°t;- 
Also ist y°t separiert. 
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Bemerkung 2: Die weiter oben angegebenen Beispiele erfiillen die Voraus- 
setzungen von Satz 22, so daB insbesondere die Topologien y°’t und wa 
separiert sind. Man kann daher die Sitze von Abschnitt 5 dieses Paragraphen 
anwenden, was in [6], ch. III, etwa bei der Definition der beschrankten Mengen 
getan wird. 

Bemerkung 3: Der Satz 20 gestattet in der folgenden Weise die Definition 
der direkten Summe limitierter Vektorriume: 

a) Endliche direkte Summe: Es sei (Z,,t;) eine endliche Familie von 


limitierten Vektorraumen. Die direkte Summe EZ = 28, E, ist in natiirlicher 
Weise zu I] E, isomorph. Wir betrachten auf Z also die Produktlimitierung. 


Diese ist, wie man leicht nachrechnet, fiir Z zulassig. 
b) Nun sei Z = ® E,, jedes EZ, ein Vektorraum. Wir nehmen an, jedes Z, 


sei mit einer zulassigen Limitierung t, versehen. Dann bezeichne /* die Menge 
aller endlichen Teilmengen von J. Fiir jedes L ¢ I* sei 


E;,=@E£ 

L 2, t 

tTh= ITt,. 
eL 


Dann ist EZ der induktive Limes der Unterréume Z£,, L ¢ I*, beziiglich den 
natiirlichen Inklusionen. Es sei sodann t = limt,. Wir wissen, daB tr ¢.7* ist. 


Also ist (Z,r) ein limitierter Vektorraum. Dieser heiBt die direkte Summe der 
Familie (Z,,t,): 

® (Z,,t,) = (® E,,lim tz) ° 

«el cel > 


Wir bezeichnen dann t auch mit 2 Tn 

Sind alle t, lokal-konvexe Topologien und nimmt man lim °r, anstatt 
im ty, so wird ® t, zur tiblichen topologischen direkten Summe, s. etwa 
BouRBAKI, le vectoriels topologiques, fasc. de rés., § 3, no. 17. 
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Bemerkungen zur Theorie komplexer Raiume 
Von 


Wotreéaneé Rorustein in Marburg an der Lahn 


Meinem Lehrer HernricH BEHNKE zum 60. Geburtstag 


Einleitung 


In dieser Note werden einige Ergebnisse der Theorie analytischer Flachen F" 
der topologischen Dimension 2n (n => 2) und der auf F” holomorphen Funktionen 
zur Untersuchung allgemeinerer komplexer Raume benutzt. Zur Erlauterung 
sei Z ein rein (2x —1)-dimensionaler zusammenhangender Zyklus auf der 
analytischen Flache F*, der F" in zwei zusammenhangende Teile F. und F_ 
zerlegt, und Z sei beschrankt. Dann lautet ein Satz iiber analytische Flachen’): 
Der eine der beiden Teile — etwa F . — ist beschrankt und F, , Z ist kompakt. 
Ferner ist jede in einer Umgebung U von Z holomorphe eindeutige Abbildung 
in einen Zahlenraum zu einer in F, holomorphen eindeutigen Abbildung fort- 
setzbar. Ist sie in U nicht entartet, so auch die Fortsetzung in F, nicht. 

Es sei nun weiter K" ein holomorph-separabler komplexer Raum der 
topologischen Dimension 2n und Z ein zusammenhangender rein (2 — 1)- 
dimensionaler Zyklus in ihm, der K" in zwei zusammenhangende Teilriume 
zerlegt. Unter 4. zeige ich: In Z la8t sich ein analytisches Flaichenstiick so 
,einsetzen, daB ein komplexer Raum ‘K* entsteht, der K* enthalt und fiir 
den gilt: Z ist Rand eines Teilraumes 'K, und 'K.\ Z ist kompakt. Jede in 
einer Umgebung U von Z eindeutige holomorphe Abbildung in einen Zahlen- 
raum ist zu einer in ‘K, eindeutigen holomorphen Abbildung fortsetzbar. 
Ist sie in U nicht entartet, so auch nicht in K’,. 

Wird dieser EinsetzungsprozeB auf alle Zyklen einer (2 — 1)-dimensionalen 
Homologiebasis angewendet, so bekommt man: Zu jedem holomorph-separablen 
zusammenhiingenden Raum K*" (n = 2) gibt es einen umfassenden Raum 'K*, 
in dem alle Zyklen Z beranden. Ferner gilt in 'K" der Satz von Harroes und 
Oscoop (damit ist die zweite Eigenschaft gemeint). — Ist K* holomorph- 
separabel und holomorph-konvex (allgemeiner: g-konvex, | < ¢< » —1 im 
Sinne meiner Arbeit [12]), so ist ‘K"= K". Das heiBt: Einsetzungen sind 
nicht nétig. K" ist gegen den EinsetzungsprozeB abgeschlossen. 

AuBer dem Einsetzen analytischer Flichenstiicke in Zyklen wird unter 4. 
noch das Einsetzen in ,,Halbzyklen* erklart. Darauf kann ich jedoch in der 
Einleitung nicht naher eingehen. Es mag nur noch gesagt werden: Ebenso 


7 Vel. 14) und auch [12] 
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wie man den ersten EinsetzungsprozeB in einem weiten Sinn als Ubertragung 
des Satzes von Hartoes und Oscoop auf komplexe Raéume auffassen kann, 
so den zweiten als Ubertragung des bekannten Satzes von Harroas, der 
dem Kontinuitaétssatz gleichwertig ist. 

Es liegt nahe, den zweiten ProzeB zu iterieren und so den gegebenen 
Raum fortzusetzen. Das st6Bt jedoch auf Schwierigkeiten, die denen analog 
sind, welche bei der Konstruktion der Holomorphiehiille H eines schlichten 
Gebietes auftreten, wenn H nicht schlicht ist. Darauf will ich nicht eingehen. 
Immerhin scheint es nicht aussichtslos zu sein, etwa die von H. J. BREMER- 
MANN [4] angegebene Methode nachzubilden. 

Statt der Eigenschaft ,,holomorph-separabel‘‘ benutze ich immer die 
etwas schwichere ,,analytisch-separabel'‘*), da sie genau den Bediirfnissen 
dieser Arbeit entspricht. Im iibrigen sei zur Gliederung der Arbeit gesagt: 
Unter 1. und 2. sind die Begriffe ,,analytisches Flachenstiick“, ,,komplexer 
Raum“ und einige Saitze angegeben. Das ist wohl nétig, weil in der Literatur 
verschiedene Definitionen vorkommen. Die ,,komplexen Raume“ werden 
im AnschluB an H. Cartan’) eingefiihrt. Sie sind nach einem Ergebnis von 
H. Gravert und R. Remmerr*) denen von H. BEHNKE und K. Srem’) 
gleichwertig. Analytische Flichen sind besondere Raume iiber einem Zahlen- 
raum®*). 

Unter 3. werden die Siitze iiber analytische Flachen auseinandergesetzt. 
In 4. endlich finden sich die Anwendungen auf komplexe Réaume. Zum SchluB 
sei noch erwahnt, daB sich die wichtigsten Ergebnisse iiber die Fortsetzung 
analytischer Mengen aus [12] ohne weiteres auf analytisch-separable kom- 
plexe Raéume itibertragen lassen. 


1. Analytische Flichenstiicke und Flichen tiber dem C* 


1.1. Unter einem n-dimensionalen analytischen Flachenstiick {" tiber dem 
(z,.. +, 2,)-Raum C* ist hier ein zusammenhingender Hausdorffscher Raum 
zu verstehen, dessen Punkte p n-dimensionale Primkeime lokal-analytischer 
Mengen des C* sind. Die Reprisentanten der p sind also lokal-analytische 
Mengen des C*. Umgebungen der p sind diejenigen Mengen von Primkeimen, 
welche einem Reprasentanten von p angehéren. Hat p die Spur z, so schreiben 
wir statt p auch (p, z). Die Einbettungsabbildung (p, z) > z heiBe j. 

Das analytische Flachenstiick F" ist eine Flache, wenn F" in keinem 
anderen analytischen Flachenstiick enthalten ist. 

1.2. Der Punkt (p,z)¢/* hei®t uniformisierbar, wenn es einen Re- 
prisentanten p von p, eine k-dimensionale Umgebung U von z und eine 
AhaiGang A: w,;= 9,(z), += 1, , & gibt, so daB gilt: a) U wird durch A 
2) Vgl. 2.2. 

*) Vgl. [5], [6]. 

‘) Vgl. [8]. 

5) Vgl. [2]. 

5a) Sie sind Reprisentanten der von analytischen Mengen erzeugten komplexen Raume. 
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umkehrbar holomorph auf ein Gebiet 'U des w-Raumes bezogen. b) Up 
geht in ‘U r\(w,= --- = w,_,,= 0) iiber. 

1.3. Die komplexwertige Funktion h(p), p € {* heiBt holomorph, wenn sie 
stetig ist und in den uniformisierbaren Punkten nach der Abbildung A eine 
holomorphe Funktion von (¢,, ...,¢,), t,= wy-,+, Wird. 

1.4. {* liege tiber dem z- Raum C, 'j" tiber dem ’z-Raum ’C. Die Raume 
brauchen nicht dieselbe Dimension zu haben. Die Abbildung t: /*— ‘/" ist 
holomorph, wenn sie stetig ist und gilt: Ist ‘p ¢ ‘f" uniformisierbar,.so gibt es 
eine Umgebung ‘U von ‘p mit der Spur ‘U0, so daB® die Abbildung jor: 
t1('U)-+'U durch holomorphe Funktionen dargestellt wird. 

1.5. In allen Punkten von /" gibt es bequeme Parameterdarstellungen’). 
Dazu sei 2 das analytische Flachenstiick iiber dem (u,t,,.. ., t,,)-Raum, 
welches der analytischen Menge 


= {w(u, t)= w+ A,(t) w*-*+ +--+ A,(t)=0; |t,|<1lv=1,...,n}; 
A(t) holomorph in |t,| < 1 + ¢; A(0) = 0; w (u, t) irreduzibel 


zugeordnet ist. Zu jedem p ¢ /* gibt es nun einen Reprisentanten p, ein 2 
und n auf Q holomorphe Funktionen g, (t), . -., g,(t), so daB p durch z,;= g, (é), 
t¢€Q genau dargestellt wird. Zu zwei verschiedenen Punkten von 2 mit 
gleichem ¢ gehéren verschiedene Systeme von Funktionskeimen (gf, . . ., g*) 
der g. Ist (p°,z®) € {", so haben die Gleichungen z? = g, (t) in |t,| < 1 nur endlich 
viele Lésungen und keine Lésung auf dem Rande von |{t,| < 1. Die Abbildung 
z;= g;(t) induziert eine umkehrbar holomorphe Abbildung t: 2 - j-*(p). 

In den uniformisierbaren Punkten kann man statt Q einfacher den Poly- 
zylinder |t,| < 1 nehmen. 


2. Komplexe Riéiume, analytisch-separable Riume’) 


2.1. Eine komplexe Karte auf einem n-dimensionalen Hausdorffschen 
Raum XK ist ein Paar (U, y), wo U eine zusammenhangende offene Menge 
in K und y eine topologische Abbildung von U auf ein n-dimensionales 
Flachenstiick tiber einem Zahlenraum ist. Die Karten (U,,y,), (U2, y,) sind 
holomorph vertraglich, wenn entweder U,™U, leer oder die Abbildung 
y20 yp, *: y, (0,0 U,)—> y,(U, 0 U,) umkehrbar holomorph ist. Eine Menge 8 
paarweise holomorph vertraglicher Karten (U;,,y,) von K ist eine komplexe 
Struktur, wenn erstens die U; eine Uberdeckung von K bilden und zweitens 
alle Karten (V, x), die mit den Karten aus 8 vertraglich sind, zu R gehéren. 
Ein Hausdorffscher Raum mit einer fest gegebenen komplexen Struktur ist ein 
komplexer Raum. Wir betrachten nur zusammenhangende komplexe Raume. 

Die analytischen Flachenstiicke sind komplexe Raume mit der Eigenschaft: 
Es gibt eine Struktur (U,, J), wo I die Identitat ist. 





*) Vgl. z. B. [13]. 
*) Vgl. [1], [2], (5), (6), [7], [11], [15], 
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2.2. K sei ein komplexer Raum. Die Abbildung t: K > C* ist holomorph, 
wenn sie stetig ist und fiir alle Karten (U, py) gilt: Die Abbildung to y-?: 
y(U)— C* wird durch holomorphe Funktionen dargestellt. 

Die holomorphe Abbildung t: K > C* ist nirgends entartet*), wenn fiir 
jeden Punkt p¢ K die Faser t~(t(p)) nur isolierte Punkte enthalt. Es gilt 
das 

Lemma 1. Ist die holomorphe Abbildung rt: K + C* nirgends entartet, so 
hat jeder Punkt p ¢ K eine Umgebungsbasis (U,) mit der Eigenschaft: 1(U,) 
ist eine rein n-dimensionale, lokal-analytische und in t(p) irreduzible Menge. 

Das Lemma ist Sonderfall eines von REmMmMERT®) bewiesenen Satzes. Dort 
ist aber ein anderer Begriff des komplexen Raumes zugrunde gelegt. Daher 
schlieBen wir so: Es gibt beliebig kleine Umgebungen U von p, welche durch 
eine Abbildung wp topologisch auf ein analytisches Flachenstiick 2 iiber dem 
(u, t,,...,¢,)-Raum bezogen sind (vgl. 1.5). Die Abbildung roy: Q+(C* 
ist dann wegen der Voraussetzung, daB t nirgends entartet sei, zulissig und 
‘U = t(U) ein analytisches Element im Sinne meiner Arbeit [12, 8. 105]. 
Nach [12, S. 106, Satz 2.1] ist ‘U eine rein n-dimensionale, irreduzible, lokal- 
analytische Menge des C*. Ist U geniigend klein, so ist ‘U in t(p) irreduzibel. 
w.z.b.w. 

Definition. Der komplexe Raum K* heiBe analytisch-separabel, wenn es zu 
jedem Gebiet Gc K" eine holomorphe nirgends entartete Abbildung 7: G + C 
(C ein Zahlenraum beliebiger Dimension) gibt mit der Eigenschaft (Z): Jedes 
Punktepaar p,, p,¢ K" hat Umgebungen U,, U, derart, daB die Dimension 
von 7(U,) \7(U,) kleiner als n ist (p, + p,). 

Anmerkung. Ist K holomorph-separabel — d. h. zu jedem Paar p,, p, gibt 
es eine in K holomorphe Funktion h(p) mit h(p,) + h(p,) —, so auch analytisch- 
separabel. Denn es gibt dann sogar eine ein-eindeutige holomorphe Abbildung 
G— C, falls G ¢ K. 

Lemma 2. Ist K" analytisch-separabel, so gibt es zu jedem Gebiet G c K" 
ein k und ein analytisches Flachenstiick /* iiber dem C*, auf das G durch 
eine umkehrbar holomorphe Abbildung t: G — f/" bezogen ist. 

Beweis. Die in der Definition geforderte Abbildung 7: G-— C* ordnet 
nach Lemma | jedem Punkt p ¢ G eindeutig einen n-dimensionalen Primkeim 
zu. Diese Primkeime bilden ein analytisches Flichenstiick /* tiber dem C*. 
Die von 7 induzierte Abbildung t: G + /” ist offenbar stetig und wegen der 
Eigenschaft (Z) von 7 (vgl. die Definition) auch ein-eindeutig. t~ ist ferner 
stetig. Denn ist ‘p= t(p) und (U,) eine Umgebungsbasis von p, so sind die 
Bilder +(U,) Reprasentanten des Primkeims ‘p und die t(U,) daher volle 
Umgebungen von ‘p auf /". Aus der Ein-eindeutigkeit von t folgt nun die 
Stetigkeit von t-'. SchlieBlich ist t-' holomorph. Zum Beweise sei p,'p, 
‘p= t(p) ein Paar uniformisierbarer Punkte. Es gibt dann Karten (U, y), 


8) Vgl. [10], [11]. Dort ist der Begriff weiter gefaBt, 
*) Vgl. T11}. 
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(‘U,’y), pe U, ‘pc'U mit y(U)= H, ‘y('U)='H, wo H,’'H Gebiete im 
(t,,...,¢,)-Raum sind, so daB die Abbildung ‘yoto yp: H +'H holomorph 
und topologisch ist. Dann ist bekanntlich auch die inverse Abbildung ‘H > H 
holomorph. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. 


3. Sitze iiber analytische Flichen 


3.1. K" sei ein komplexer Raum der Dimension n. K* hat also die topo- 
logische Dimension 2n. Auf K® lassen sich simpliziale Komplexe, Zyklen 
usw. erklaren’®). Unter Z verstehen wir im folgenden immer einen (2n — 1)- 
dimensionalen Zyklus in einem komplexen Raum K", der den Bedingungen 
geniigt: a) Z ist rein (2m — 1)-dimensional. b) Z ist zusammenhangend und 
reduziert. Das soll heiBen: Es gibt keinen von Z verschiedenen (2n —1)- 
dimensionalen Zyklus, der in Z enthalten ist. c) Z liegt zweiseitig in K". d) Zu 
jedem (2n — 1)-dimensionalen Simplex S von Z gibt es eine Karte (U, wy), 
ScU,so da8 die Spur von y(S) in einer gleichdimensionalen Ebene des 
Zahlenraumes enthalten ist, tiber dem das Flachenstiick w(U) liegt. 

Die Bedingung d) ist nicht wesentlich einschrinkend: Alle Zyklen kénnen 
durch solche approximiert werden, welche d) geniigen. Ferner ist jeder rein- 
dimensionale Zyklus Vereinigung von Zyklen, fiir die b) gilt. 

3.11. Wir setzen immer voraus, daB K* zusammenhangend ist. Ersichtlich 
zerlegt nun jeder Zyklus Z den Raum K* in zwei zusammenhangende Teil- 
raume K, und K_. 

3.2. Wir betrachten jetzt Zyklen Z auf analytischen Flachen F* iiber 
einem Zahlenraum C* und setzen voraus: 2< n < k. Durch Z wird F* in 
zwei Flachenstiicke F. und F_ zerlegt. 

Definition. Z heiBe beschréinktartig, wenn es eine algebraische Menge A’, 
r+n2>k-+1 im C* gibt, iiber der kein Punkt von Z liegt. 

Wahlt man nun die Bezeichnung F, und F_ richtig, so gilt der 

Satz I. Ist Z beschréinktartig, so ist F,.1Z kompakt. Uber At liegt kein 
Punkt von FZ. Insbesondere: Ist Z beschrinkt, so ist F,.sZ kompakt 
und beschrénkt"). 

Ferner gilt auf F" fiir beschrinktartige Zyklen Z der Satz von Hartocs 
und Oseoop: 

Satz II. Ist Z beschriinktartig, so lift sich jede in einer Umgebung von Z 
eindeutige holomorphe Funktion h(p) zu einer in F. holomorphen eindeutigen 
Funktion fortsetzen. Dasselbe gilt fiir meromorphe Funktionen. 

Den letzten Satz beweist man am besten zugleich mit Satz I nach dem in 
meiner Arbeit itiber Cousin-Verteilungen 1. Art™*) benutzten Verfahren. Das 
macht keine Schwierigkeiten. Aus Satz IT folgt noch 

Satz III. Ist Z beschriinkt, so léBt sich jede in einer Umgebung V von Z 
holomorphe Abbildung von V in einen Zahlenraum, die in V nirgends entartet 
ist, zu einer in F , holomorphen und dort nirgends entarteten Abbildung fortsetzen. 





10) Vgl. [9]. 

1) Vegi. [14]. 

ua) Uber die Fortsetzung von Verteilungen meromorpher Ortsfunktionen im R°*. 
Math. Ann. 124, 303—308 (1952). 
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Zum vollstandigen Beweis ist nur noch zu beachten, da8 die Entartungs- 
menge der Abbildung analytisch in F, ist und keine isolierten Punkte enthalt®2). 
Ferner gibt es bekanntlich keine eindimensionalen, kompakten und beschrank- 
ten analytischen Mengen. Daher muB die Entartungsmenge entweder leer 
sein oder V treffen. 

3.3. In [14] wird Satz I aus einer schirferen Aussage geschlossen. Wir 
wollen sie in spezialisierter Form wiedergeben, weil das fiir das Folgende 
ausreicht. Wieder sei Z ein beschrankter Zyklus auf F* mit den oben geforderten 
Eigenschaften. F" liege tiber dem (z,,...,z,)-Raum C* und es sei E* das 
Gebiet |z,| < 1;7=1,...,m<n—1 des C*, S sein Rand. Uber E* zerfallt Z 
in endlich viele Teile B,. B, hei&t genau dann Halbzyklus, wenn iiber z,= - - - 
= Z,= 0 kein Punkt von B, liegt. Die Rander der Halbzyklen B liegen also 
tiber S. Es gilt nun 

Satz I*. Zu jedem Halbzyklus B gibt es ein beschréinktes analytisches Flichen- 
stiick {" auf F", das iiber E* liegt und dessen Randpunkte entweder auf B oder 
iiber S gelegen sind'*). 

Zugleich hiermit laBt sich ableiten (ebenso wie Satz II zugleich mit Satz 1) der 

Satz II*. Jede in einer Umgebung des Halbzyklus B holomorphe eindeutige 
Funktion (mit komplexen Werten) laBt sich zu einer in {" eindeutigen holo- 
morphen Funktion fortsetzen. 

Bei der Spezialisierung n= k, F*"= C", Z= Rand des Polyzylinders 
(\z—1| < Vg, |zq| < 4/9, ..., |z,| <34/,) bekommt man den bekannten Satz von 
Hartoes, der dem Kontinuitétssatz gleichwertig ist. Ebenso wie im C* 
lassen sich hier natiirlich viele Konsequenzen aus Satz II* ableiten. Darauf 
wollen wir jedoch verzichten. 

Das Analogon zu Satz III laBt sich nicht ohne weiteres ableiten. Ver- 
mutlich ist es im allgemeinen falsch. Denn es ist denkbar, daB bei der Fort- 
setzung der Abbildung Entartungsstellen auftreten. Wir kénnen es nur fiir 
den Fall beweisen, daB Z* das Gebiet |z,| <1 ist (d. h. m =1). 

Satz I1I*. Es sei E* das Gebiet \z,| <1 des C* und B ein iiber E* gelegener 
Halbzyklus auf F". Dann lapt sich jede nirgends entartete holomorphe Abbildung 
einer Umgebung von B in einen Zahlenraum zu einer in {" holomorphen und 
nirgends entarteten Abbildung fortsetzen. 

Beweis. DaB die Abbildungsfunktionen fortsetzbar sind, folgt aus Satz II. 
Es kénnen aber auch keine Entartungen auftreten. Denn die Entartungs- 
menge ist analytisch und nicht nulldimensional, oder sie ist leer. Angenommen, 
sie sei nicht leer und M eine ihrer irreduziblen Komponenten. Dann muB es 
ein a: 0< a<1 geben, so daB iiber 0 < |z,! < a kein Punkt von M liegt, 
wohl aber iiber |z| = a ein solcher vorhanden ist. Aus dem Maximumprinzip 
folgt, daB M iiber einer Ebene z= a-e'** liegen muB. Dann schneidet M 
jedoch 5B, weil es keine eindimensionalen, kompakten und _beschrainkten 
analytischen Mengen gibt. Das widerspricht der Voraussetzung, nach der in 
einer Umgebung von B keine Entartungsstellen liegen. 

12) Vgl. [10], [11]. 

13) Vgl. [14]. 
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4. Einsetzen analytischer Flachenstiicke in Zyklen und Halbzyklen auf 
komplexen Riumen 


4.1. Z sei ein (2m —1)-dimensionaler Zyklus der in 3.1 festgelegten Art 
in dem komplexen Raum K"(n = 2). Um einen kurzen Ausdruck zur Hand 
zu haben, nennen wir Z analytisch-separabel, wenn es ein analytisch-separables 
Gebiet U: Z¢ U ¢ K* gibt. Auf Grund des Lemmas 2 in 2.2 darf man annehmen, 
daB U vermége einer umkehrbar holomorphen Abbildung t auf ein analytisches 
Flachenstiick ‘U tiber einem Zahlenraum C* bezogen ist: 'U = t(U). Zu ‘'U 
gehért eine wohlbestimmte analytische Fliche ‘F" iiber dem C*, so daB 
‘Uc'F*. Auf 'F" und 'Z = 1(Z) treffen die Voraussetzungen der Satze I, II 
und III zu. Infolgedessen gibt es ein beschrinktes Teilflachenstiick '/" ¢ 'F" 
derart, daB ‘fy 'Z kompakt und ’Z = 0’f" ist. Ferner ist jede in einer Um- 
gebung von 'Z holomorphe nirgends entartete Abbildung zu einer innerhalb 
‘{" holomorphen nirgends entarteten Abbildung fortsetzbar. 

Werden jetzt die Punkte p und ‘p= r(p), p¢ U, ‘p¢’U miteinander 
identifiziert, so bekommt man einen komplexen Raum ‘K*= K® UU 'f" 
mit den Eigenschaften: a) Auf ‘K* gibt es eine Umgebung U von Z und eine 
offene Menge ‘f", so daB gilt: Z= é’f" und UW 'f" ist einem Flachenstiick 
analytisch aquivalent. b) K"= ‘K"— |". c) Jede in einer Umgebung U, 
von Z eindeutige holomorphe Abbildung in einen Zahlenraum ist zu einer 
in ‘{" holomorphen eindeutigen Abbildung fortsetzbar. Ist sie in U, nirgends 
entartet, so auch in ‘/" nicht. 

Definition. Hat (K", Z, 'j", 'K") die Eigenschaft a)—c), so heiBe 'K" eine 
Z-Modifikation von K*. 

Zwei Z-Modifikationen 'K} und 'K} heifen dquivalent, wenn die zugehdrigen 
‘fi und 'f? umkehrbar holomorph aufeinander bezogen sind. 

Lemma 3. Je zwei Z-Modifikationen sind aquivalent. 

Zu den beiden Modifikationen ’K}, ‘K} mit den Flachenstiicken ‘ft, ‘/} 
gibt es eine Umgebung U = 'U,= 'U, von Z, die in K", ‘K*, ‘K? enthalten ist, 
und umkehrbar holomorphe Abbildungen 1,:'U,U ‘f?> U, Uf} (= Flachen- 
stiick tiber dem z-Raum) und t,:'U,\' ‘f}+ U,u f} (= Flachenstiick tiber dem 
w-Raum). 6 = t,01;* bildet U, umkehrbar holomorph auf U, ab, und 
@ =jot,0t;' ist eine eindeutige holomorphe und nirgends entartete Ab- 
bildung von U, auf die Spur von U,. ¢ 1aBt sich zu einer holomorphen nirgends 
entarteten Abbildung von /} fortsetzen. ‘Wie im Beweis von Lemma 2 erkennt 
man, daB sich dann o auch zu o fortsetzen la4Bt und o(f*) ein analytisches 
Flachenstiick tiber dem w-Raum ist, welches dieselben Eigenschaften wie /> 
hat. In U, stimmen beide itiberein. Daher sind sie identisch. Fir die inverse 
Abbildung o-'= t,0 t;' gilt entsprechendes. Infolgedessen wird ‘f* durch 


t, | o6 ot, umkehrbar holomorph auf ‘f= bezogen. w.z.b.w. 


Damit ist bewiesen 


Satz 1. Zu jedem analytisch-separablen Zyklus Z in einem komplexen Raum 
K"(n = 2) gibt es eine (im wesentlichen eindeutig bestimmte ) Z-Modifikation 'K". 
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Sei insbesondere K* selbst analytisch-separabel, Z ein Zyklus in K" 
— immer von der in 3.) festgelegten Art — und G@ ein Gebiet in K"(Gc K"). 
Man lege nun der Konstruktion der Z-Modifikation ‘K" ein Gebiet U zu- 
grunde (siehe oben), welches G und Z enthalt. U und daher auch G wird 

-umkehrbar holomorph auf ein Flachenstiick 'U bzw. 'G auf 'F" bezogen. Es 
folgt 

Satz 2’. Ist K" analytisch-separabel, so gibt es zu jedem Zyklus Z eine 
Z-Modifikation. Ist G ein Gebiet in K"(Gc¢ K"), so kann die Modifikation 
so gewahlt werden, daB Gc ’'K* ist. Ferner gilt: Jede in einer Umgebung U, 
von Z holomorphe Abbildung ist zu einer in ‘f" holomorphen Abbildung 
fortsetzbar. Ist sie in U, nirgends entartet, so auch in ‘/" nicht. 

Jetzt seien ‘U,,’U,,'U, C 'U, zwei Umgebungen von Z in K*, die im 
,,AuBeren“ von Z iibereinstimmen: 'U, \ K"='U, 7 K®. Man fihre die Modi- 
fikationen (K",Z,'f},'K}), (K",Z,'f$,’Kj) mit ‘U, bzw. 'U, durch. Dazu 
gehéren die umkehrbar holomorphen Abbildungen 1, :'U,> U, und 1,:'U,> U4. 
t, | 06 o t,bildet’/? umkehrbar holomorph auf ‘f3 ab (vgl. Beweis von Lemma 3). 
Infolgedessen ist auch T,= ¢- oT, (7, ist die Fortsetzung von 1,) eine um- 
kehrbar holomorphe Abbildung von 'U, auf ein Gebiet UD U, in U,W ff. 
Mit anderen Worten: U$ liegt (nach der Identifikation durch Tt, auf einander 
bezogener Punkte) in ‘K} und stimmt mit ‘U, tiberein. Es folgt, daB alle 
Punkte von K" in 'K? liegen. 

Wendet man das Verfahren nacheinander auf alle Zyklen Z einer (2 — 1)- 
dimensionalen Homologiebasis an, so erhalt man 

Satz 2. Zu einem analytisch-separablen Raum K"(n = 2) gibt es immer einen 
komplexen Raum 'K", der K” enthilt und fiir den gilt: Jeder (2 — 1)-dimensionale 
Zyklus Z auf 'K" berandet. Ferner gilt der Satz von Hartoes und Oscoon: 
Jede in einer Umgebung U, von Z holomorphe eindeutige Abbildung in einen 
Zahlenraum ist zu einer innerhalb Z eindeutigen holomorphen Abbildung fort- 
setzbar. Ist sie in U, nirgends entartet, so auch die Fortsetzwng innerhalb Z nicht. 

Anmerkung. Die Ringe der holomorphen Funktionen in K* und ‘K* 
stimmen also iiberein. Dasselbe gilt fiir die Kérper der meromorphen Funk- 
tionen, 

Ist K*" analytisch-separabel und holomorph-konvex (oder allgemeiner 
q-konvex, 1 < gq <n —1 im Sinne meiner Arbeit [13]), so ist leicht zu sehen, 
daB jeder Zyklus Z berandet. Hier kann daher immer 'K"= K" gesetzt werden. 
Es gibt in diesem Fall keine echten Z-Modifikationen. Also: 

Satz 2”. Ist K" analytisch-separabel und q-konvexr (n= 2,15 qg5-1), 
so berandet jeder Zyklus Z, und es gilt der Satz von Hartoes und Oscoon. 

4.2. Zunachst sind die Halbzyklen in einem komplexen Raum K" zu erklaren. 
Dazu seien m(l1<m<n-—1) in K* holomorphe Funktionen A,,..., h,, 
gegeben. M sei die analytische Menge h,= ---=h,,= 0 und Z die Menge 
\h,| <1,..., |h»| <1, S ihr Rand. Weiter sei Z ein Zyklus der stets betrach- 
teten Art in K*. Er zerfallt innerhalb Z in endlich viele Teile B. Genau dann 

heiBe B Halbzyklus, wenn Br M leer ist. B heiBe analytisch-separabel, wenn B 
eine analytisch-separable Umgebung hat. 
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Sei nun B ein Halbzyklus mit der analytisch-separablen Umgebung JU. 
Dann gibt es eine umkehrbar holomorphe Abbildung von U auf ein analytisches 
Flachenstiick ‘U iiber. einem (z,,...,2z,)-Raum. Werden die erzeugenden 
Funktionen der Abbildung durch die Funktionen z,.;= 4;,j=1,...,m 
erginzt, so wird nach Lemma 2 eine umkehrbar holomorphe Abbildung 
t: U-'U von U auf ein analytisches Flachenstiick ‘U iiber dem (k + m)- 
dimensionalen z-Raum induziert. Auf die durch ‘U definierte Flache ‘F" und, 
‘B= 1t(B) treffen die Voraussetzungen der Satze I, II unter 3.2 zu. Infolge- 
dessen gibt es ein beschranktes analytisches Flichenstiick '/" auf ‘F", welches 
tiber |z,,,|<1,j= 1,...,m liegt und dessen Randpunkte entweder auf ’B 
oder iiber dem Rand von |z,.,;| < 1 gelegen sind. Ferner sind alle in einer 
Umgebung von ’B holomorphen eindeutigen Funktionen zu auf ’/" holomorphen 
eindeutigen Funktionen fortsetzbar. 

Wir identifizieren jetzt die durch t aufeinander bezogenen Punkte von U 
und ‘U. Darauf entferne man aus K" alle diejenigen Punkte von £, die ent- 
weder zu ‘f" gehéren oder aber sich mit Punkten von ‘f" ohne Uberschreiten 
von B oder S verbinden lassen, dazu noch alle Haufungsstellen solcher Punkte. 
Der Rest sei K}. Dann ist ‘K"= KY UU 'j" ein komplexer Raum mit 
folgenden Eigenschaften : 

a) Es gibt ein Gebiet 'f" auf ‘K", so daB ‘K* —‘f" ein zusammenhangender 
Teil von K" ist, auf dessen Rand B liegt. b) Es gibt eine Umgebung U von B, 
die noch in K* liegt, so daB U U ‘f" umkehrbar holomorph auf ein analytisches 
Flachenstiick bezogen ist. c) Jede in einer Umgebung von B eindeutige holo- 
morphe Funktion mit komplexen Werten ist zu einer in ‘/* eindeutigen 
holomorphen Funktion fortsetzbar. d) Nach c) sind die Funktionen A; noch 
in ‘f" erklart. Es gilt: ‘f" liegt innerhalb E = (\h,| <1,7= 1,..., m), der Rand 
von ‘/* ist in der Vereinigung von B und dem Rand von £ enthalten. 

Definition. Hat (K", B,'f",’K") die Eigenschaft a)—d), so heiBe 'K" eine 
B-Modifikation von K". 

Die B-Modifikationen 'K} und 'K} heifen dquivalent, wenn die 'f! und ‘f} 
holomorph dquivalent sind. 

Lemma 4. Je zwei B Modifikationen (K", B,’f!,’K}) und (K", B,’f?,’K%) 
sind aquivalent. 

Beweis. Nach der Definition gibt es eine Umgebung U (U ='U,='U, liegt 
in K",’K?,'K3) von B, urd umkehrbar holomorphe Abbildungen 1, :'U, U ‘fi 
> Uy ft; t2:'U,U "ff UU ft auf analytische Flichenstiicke. Nehmen wir 
zu den definierenden Funktionen der Abbildungen gleich die Funktionen 
h;,j = 1,...,m hinzu (wobei sich dann die Dimensionen der Zahlenriume, 
iiber denen die Bildflachenstiicke liegen, um m erhéhen), so kénnen wir an- 
nehmen: U, Uf? liegt tiber dem (2), ...,-z,)-Raum und B,= 1,(B) ist ein 
Halbzyklus iiber |z,|<1,.., \z,,|< 1 auf der zugehdrigen analytischen 
Fliche F". Das Teilflachenstiick /! liegt titber Z*, seine Randpunkte gehéren 
zu B oder liegen tiber dem Rand S von E£* (vgl. Satz I). Entsprechend liege 
U,U f= tiber dem (w,, . . ., w,)-Raum und sei B,= 1,(B) ein Halbzyklus tiber 
E*= (\w,|<1,...,|w,,|<1) usw. o= 1,07; bildet U, umkehrbar holomorph 
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auf U, ab. Daber gehen die analytischen Mengen U,/\(z,—¢,= - °° 
= Zm— Cm= 0) in die analytischen Mengen U,/\(w,— ¢,= +++ = Wm — C= 0) 
tiber. Die Abbildung ¢ : U,~(w-Raum) ist holomorph, eindeutig und in U, 
nirgends entartet. Sie.laBt sich nach Satz II zu einer in f} eindeutigen holo- 
morphen Abbildung fortsetzen. Es ist zu zeigen, daB die Abbildung in /* 
nirgends entartet ist. 

Gesetzt, dies sei falsch. Dann muB es, da die Entartungsmenge analytisch 
ist und keine isolierten Punkte enthalt, eine irreduzible analytische Menge M, 
in f{} geben, die durch @ auf einen Punkt abgebildet wird. Auf M, miissen also 


insbesondere die Funktionen w,, . . ., w,, konstant sein. Dann aber sind auf M, 
auch die Funktionen z,,...,2z,, konstant und |z,| < 1(j=1,...,m). Denn 
es ist ja z2;,= A; und w,;= h,, j= 1,...,m. Der Rand von f?\(z,— ¢,= --- 


= 2m— Cm= 0) liegt auf B,. Nach einem bekannten Schlu8 muB M, dann auf B, 
Haufungspunkte besitzen. Es miissen also. bereits in U,//? Entartungs- 
stellen liegen. Das widerspricht der Voraussetzung. 

Aus Lemma 1 folgt (vgl. Beweis von Lemma 2), da8 /? durch o auf ein 
analytisches Flichenstiick tiber dem w-Raum eindeutig holomorph bezogen 
wird, das dieselben Eigenschaften wie /} hat. Da es innerhalb U, mit /? iiber- 
einstimmt, ist es offenbar mit /} identisch. 

Fiir die Umkehrabbildung o- gelten analoge Betrachtungen. Damit ist 
alles bewiesen: Die Abbildung o: U, Uf! U, Uf} ist umkehrbar holomorph. 

Man hat also den 

Satz 3. Zu jedem analytisch-separablen Halbzyklus B in einem komplexen 
Raum K* gibt es eine (und bis auf Aquivalenz nur eine) B-Modifikation. 

Nun sei K" ein analytisch-separabler Raum und G ein ganz in K" liegendes 
Gebiet, schlieBlich B ein Halbzyklus in G: Bc G. @ werde so auf ein analy- 
tisches Flachenstiick 'G iiber dem z-Raum abgebildet, daB B in einen Halb- 
zyklus ‘B iiber E*= (|z,| < 1,..., |z,,| < 1) tibergeht. Das ist immer méglich. 
Weiter sei ‘F" die ‘G enthaltende analytische Fliche und ‘/" der iiber 2* 
gelegene Teil von ‘F", dessen Rand auf 'B oder iiber S = 0EF* liegt. Es kann 
vorkommen, daB ‘G,r\'f" in zwei oder mehr Gebiete H,,...,H, zerfallt. 
‘B liegt auf dem Rande eines von ihnen, etwa: ‘BC@H,. Das Einsetzen von 
‘(" in 'B fihrt zu einer mehrfachen Uberdeckung der H,,..., H,, Diese 
Schwierigkeiten sind von der Konstruktion der Holomorphiehiille H eines 
schlichten Gebietes wohlbekannt, wenn H nicht schlicht ist. 

Es gibt noch eine andere Schwierigkeit. Es mége z. B. zum Halbzyklus B 
in K" schon eine offene zusammenhangende Menge /" geben, so daB erstens /" 
in E = (jh,| < 1,..., |h»| <1) liegt und zweitens die Randpunkte von /” 
alle zu B oder 0E gehéren. Dann ist die Modifikation offenbar iiberfliissig. 
Wendet man sie trotzdem an, so entstehen Randpunkte von ‘K*" auf @£. 

Diese Dinge sollen hier nicht weiter untersucht werden. Wir wollen nur 
noch zeigen, daB in analytisch-separablen und holomorph-konvexen Raéumen"*), 

14) Nach einer Mitteilung von Herrn R. Remmert sind diese Raume notwendig holo- 
morph-vollstandig. 
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erst recht daher in holomorph-vollstandigen Raumen keine ,,echten“ Modifi- 
kationen an Halbzyklen méglich sind. Mit anderen Worten: 

Satz 4. K" sei analytisch-separabel und holomorph-konvex und B ein Halb- 
zyklus in K". B liege innerhalb E = (\h;| < 1,7 = 1,..., m), sein Rand auf S= 08. 
Dann gibt es in K* ein Gebiet {" < K", dessen Randpunkte entweder auf B oder 
auf OE liegen. 

Allgemeiner gilt die gleiche Aussage fiir q-konvexe und analytisch-separable 
Réume K", wenn E = (\h,| < 1,...,|hyg—¢| < 1) gesetzt wird (loqan-1). 

Zum Beweis betrachten wir den allgemeinen Fall g-konvexer Raume K". 
Dann ist K" von innen durch analytische g-Polyeder approximierbar. Es gibt 
daher ein solches Polyeder P, so daB Be P. Sei nun D(1) diejenige Komponente 
von Pr\E, welche B enthalt. B zerlegt D(1) in zwei Teile D, und D_. 

Behauptung: Einer von ihnen, etwa D,, hat die von /* geforderte Eigen- 
schaft. 

Beweis. Da nach der Voraussetzung iiber die Halbzyklen auf der analyti- 
tischen Menge M = (h,= --+ = h,~,= 0) kein Punkt von B liegt, existiert 
ein gréBtes a: 0 < a < 1 mit der Eigenschaft: Es gibt im Durchschnitt von P 
und E(a)= (\h;|< a) ein Gebiet D(a), dessen Randpunkte auf B oder 
S(a) = 0E (a) liegen. Ist a = 1, so sind wir fertig. Ist dagegen a < 1, so muB 
auf dem Rand von D(a) ein Randpunkt r von P-iliegen. Durch r lauft eine 
q-dimensionale irreduzible analytische Menge N*, die zum Rand von P gehért. 


Da N*¢ das Gebiet Z(a) nicht trifft, mu8 nach gelaufigen Schliissen N*¢ auf 


S(a) = dE (a) liegen. Dann jedoch muB, wieder nach einem bekannten Satz, 
N¢ auch B schneiden. Das ist ein Widerspruch gegen Bc P. Daher muB 
a=1 sein. w.z.b.w. 

Insbesondere sind nach dem soeben bewiesenen Satz die holomorph- 
vollstandigen Raume gegen den ProzeB des Einsetzens von analytischen 
Flachenstiicken in Zyklen und Halbzyklen ,,abgeschlossen‘. Ferner gilt dort, 
wie aus dem Vorangehenden hervorgeht, das Analogon eines grundlegenden 
Satzes von Harroes in der folgenden Form: 

Satz 5 (Analogon zum Satz von Hartoas): Die Voraussetzungen seien wie 
in Satz 4. Dann lapt sich jede in einer Umgebung von B eindeutige holomorphe 
Funktion (mit komplexen Werten) zu einer in {" (vgl. Satz 4) « ndeutigen 
holomorphen Funktion fortsetzen. 

Entsprechendes gilt mutatis mutandis bei analytisch-separablen und q-kon- 
vexen Riumen K". 
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Bemerkung zu der Arbeit iiber vollkommene Zahlen 
in Math. Ann. Bd. 133, 8. 431—438 (1957) 


Von 


Epvarp Wirstneé in Braunschweig 


In unserer angefiihrten Arbeit haben Herr Hornreck und ich gezeigt, 
daB die Anzahl V, (x), d. i. die Lésungsanzahl von o(v) = xv, v < x, durch O(2*) 
abgeschaitzt werden kann'). Man erhalt nun von derselben Idee ausgehend 
einen einfacheren Beweis, wenn man die Zahlen v nach der GréBe ihrer 
Primteiler zerlegt, anstatt nach der GréBe der auftretenden Exponenten. 
Da dieser Beweis auBerdem mehr leistet, sei er im folgenden ausgefiihrt. 

Es wird bewiesen 

oss _ 


V,(x) Se Tog log x (x > 2p) 


mit von x unabhangigem c > 0 und 2p. 

Vorweg sei an zwei kombinatorische Formeln erinnert, die sich durch 
Induktion leicht bestatigen lassen : 

1. Die Anzahl der Lésungen (a, %,..., %,), = 0,1,... von 


Ot eet s+ asn (a,2 1,a,21,...) 
in ganzen Zahlen «, ist 2”. 
2. Die Ungleichung “4 
tates +ascn (a,= 0,..., a, = 0) 
k 
hat genau rt )s 2+ Lésungen (a1, ho, .. «5 Ox). 


Nun sei x= 4 , (A, #)= 1, und es werde logx= & geschrieben. Jedes 


v S x mit o(v) = xv zerlegen wir in teilerfremde Faktoren v = ab = a b,b,.b, 
wie folgt: 
a= I] p», 6, = IT p*», b, = IT pp», b, = IT p>». 
p>é 


p>é FE. é F 
pie At Vi<p< psVi 


Wir werden die Anzahlen B,, B,, B, von Zahlen }b,,b, bzw. b,< x der an- 
gegebenen Gestalt abschatzen, sowie bei festem 6 die Anzahl A = A(b) der 
Zahlen a < z, fiir die o(v) = xv, d. h. 


(1) (a) o(b) = ha-- 
ist. Wegen (u,A) = (u,a) = 1 ist pb. 


log z 





log log log *) 


e 
1) Genauer ist gezeigt: V,(z) = ol: log log z 


, abhingig von x. 
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A. Nach Konstruktion enthaélt @ nur Primteiler p> & und offenbar 


] . 
héchstens ef Stiick. Damit erhalten wir 
> 
124 > M(1-<)> oe. 
o(@2) bia P pia € logé log log zx ’ 


also a < a(a) < 2a fiir x = 24. (1) liefert hiermit 
1 b b 
(2) 347 < o(b)S4-, 
und das Gleichheitszeichen steht nur, wenn o(a) = a, d. h. a= 1 ist. Gibt es 
dagegen ein a > 1, so ist notwendig o(b) < A .. , und o(b) ist dann wegen (2) 
b 
kein Teiler von at . Dann gibt es also eine Primzahl p, die in o(b) in héherer 


b 
Vielfachheit aufgeht als in Av und aus (1) folgt nun, daB p in jedem a in 
einer Vielfachheit «,= «,(a) > 1 aufgeht (p**!+a). Setzen wir nun v = a,, b,, 


mit a= p*a,,, 6,,= bp™, so ist auch o(a,,) < 2a,,, also 2 A ss < o(b,,), und 


ba . 
falls nicht a, = 1 ist, folgt o(b,,) + oft ik und wir schlieBen wie oben auf 


die Existenz eines allen a, (bei festem «,) gemeinsamen Primteilers p,.. 
Wir kénnen nun a,, = p% a4,,,, setzen (%,2=1, p,,+ a@,,,,) und in dieser Weise 
fortfahren, bis jedes a in der Form 


O= PP Pat’ "Payee, (4 21,...,0,21,7=0,1,...) 
zerlegt ist. Dabei entsprechen verschiedenen Exponentensystemen ver- 
schiedene Zahlen a. Da die auftretenden Primzahlen = & sind, folgt aus a < x 


_ logz 


Ot Ogre + % Sie (Gua Ay Ggat Byic.nie) 


log z 
Derartige Systeme («,,..., «,) gibt es, wie oben gesagt, oliog } und wir haben 
die Schranke 
= i 
A (b) < 2 loz log z . 
B,. Wegen y\6 sind die in 6, angeschriebenen £, simtlich positiv. Aus 
+ log x 
y <-—- (8,21 

piup>eé 2 log é i 

schlieBen wir wie oben 


log z 
<9) \ 
B, < 2'08 loge, 


B,. Fir b, erhalten wir die Bedingung 


. log x . 
Pp» Bs 3 . (p,= 0) 
Vi<pseé log )é 
Die Summandenzahl ist 
= 2& 2log x ‘ 
k= m(&) - a() E) < log = log = (x2 Xp) , 


Math. Ann. 137 
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woraus folgt 
log z 
B,< 2‘ wor toge 


B,. Fiir jeden der n(Vé ) Exponenten £, von 6, kommen nur 1 + eS 


Werte in Frage. Also ist 








log x a(VE) O (logi/2 z) 
Bys (1+ ms) Cte ’ 


Die Behauptung folgt nun durch einfaches Ausmultiplizieren der fiir 
B,, B,, B,; und A(b) gefundenen Schranken. 


(Bingegangen am 9. Oktober 1958) 
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Math. Annalen, Bd. 137, 8. 319—327 (1959) 


Uber die Verteilung der zweidimensionalen Untergitter 
in einem euklidischen Gitter 


Von 


Hans Maass in Heidelberg 


Die linearen Unterréume gegebener Dimension n in einem reellen linearen 
Vektorraum % von der Dimension m(> n) bilden eine kompakte Mannig- 
faltigkeit NR. Zu jedem diskreten Modul € in G — ein solcher wird auch kurz 
Gitter genannt — gibt es einen linearen Unterraum kleinster Dimension, 
der & enthalt. Er ist eindeutig bestimmt und wird mit 2(£) bezeichnet. Dem 
Vektorraum & sei eine euklidische Metrik aufgeprigt. Sodann kann von der 
Klasse () der Gitter gesprochen werden, die € ahnlich sind. G, sei die von 
den Klassen ahnlicher Gitter der Dimension n gebildete Mannigfaltigkeit. 
Unter |£| verstehen wir den n-dimensionalen euklidischen Inhalt einer Gitter- 
masche des n-dimensionalen Gitters £. Damit kann ein Verteilungsproblem 
der folgenden Art formuliert werden: Hs seien R und G vorgegebene Teilmengen 
von Ry und Go». Man bestimme das asymptotische Verhalten der Anzahl «,(S;R, G) 
der n-dimensionalen Untergitter eines gegebenen m-dimensionalen Gitters S mit 
der Eigenschaft 2(£) «R, (f) € G, |F| Sq fiir goo. Es ist von vornherein 
klar, daB eine verniinftige Behandlung dieses Problems nur dann méglich 
sein wird, wenn R und G in gewisser Weise meBbar sind. 

Um eine geeignete rechnerische Grundlage zu haben, auf der das genannte 
Problem in Angriff genommen werden kann, denken wir uns zunichst die 
Vektoren ¢¢€% als m-Tupel reeller Zahlen in Form von Spaltenvektoren 
realisiert. Die Elemente der Spalte ¢ seien die Koordinaten von r beziiglich 
eines cartesischen Koordinatensystems, so daf die Metrik in durch |r| = |/r’ x 
definiert wird, wobei x’ die Zeile bezeichnet, die durch Transposition aus ¢ 
entsteht. Allgemein werde die Transponierte einer Matrix W mit W’ bezeichnet. 
Die n-dimensionalen Unterriume 2 und Gitter & tassen sich nun durch 
Matrizen X vom Typus X‘™") und Rang n so reprasentieren, daB 2 bzw. [ 
von den Spaltenvektoren von X erzeugt wird. Die durch X, und X, definierten 
Raéume 2, und 2, sind dann und nur dann identisch, wenn X,— X,V mit 
einer nicht-singularen Matrix V gilt. Die zu X, und X, gehdrigen -Gitter ¢, 
und ¢, ‘sind genau dann dhnlich, wenn es eine positive Zahl A und eine ganze 
unimodulare Matrix U gibt, so daB fir Y,— X; X,(i= 1, 2) die Beziehung 


(1) Y¥,= AY,[U]=avu'y,U 
gilt. 
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Zu dem vorgegebenen m-dimensionalen Gitter © mége die nicht-singulare 
Matrix Q= Q™ gehéren. Wir setzen S= Q’Q. Durch geeignete Wahl des 
cartesischen Koordinatensystems kann erreicht werden, daB Q symmetrisch 
und positiv ist, also mit der eindeutig bestimmten positiven Wurzel von S 
ijbereinstimmt. Das wird im folgenden vorausgesetzt. Das zur Matrix X = X(™-”) 
gehérige n-dimensionale Gitter £ ist genau dann Untergitter von G, wenn 
G = Q-'X.eine ganze Matrix vom Rang n ist. Wir bemerken noch, daB 


(2) [S\?—= |X’ X| = |S[@)| 
gilt. 

. Die Mengen R und G kénnen durch MatrizenmengenX* und G* vollstandig 
gekennzeichnet werden. R* sei die Menge aHer Matrizen X("-"), denen Raume 
in ® entsprechen. Analog sei G* die Menge aller positiven Y("), welche Ahnlich- 
keitsklassen ‘in G definieren. Den vollen Mannigfaltigkeiten R, und G, seien 
in diesem Sinne die Matrizenmengen RF und GF zugeordnet. Auf Grund der 
Defmitionen ist klar, daB mit X auch X V in R* und mit Y auch A Y[U] in G* 
liegt. Hierbei ist V eine nicht-singulére Matrix, A eine positive Zahl und U 
eine garize unimodulare Matrix. 

Im Raum der positiven Y(") denken wir uns auf irgend eine Weise einen 
Fundamentalbereich § (im strengen Sinne) beziiglich der Gruppe der Transfor- 
mationen Y-— Y[U] mit ganzer unimodularer Matrix U ausgewahlt. Mit Y 
midge auch A Y (A > 0) in F liegen. Wenn 


Y,= Y, [UV], Y, Y.¢§ 


mit ganzer unimodularer Matrix U gilt, so ist notwendig Y,= Y,, also U 
eine Einheit von Y,. Es gibt nur endlich viele solche; ihre Anzahl 
sei e(Y,). Es zeigt sich nun, daB a,(6;R, G) ibereinstimmt mit der Maximal- 
zahl der ganzen, paarweise nicht assoziierten Matrizen G = G(™™, welche 
den Bedingungen 


(3) QGeER*, S[G]¢G*, |S[G]| <¢ 


geniigen. Assoziiert sollen G, und G, dann heiBen, wenn G,= G,U mit ganzer 
unimodularer Matrix U gilt. Auf Grund der letzten Bemerkungen ist nun 


: a(Q, T; R*) 
(4) t(GiR,G)= ee 
Tis ¢ 

festzustellen, wobei a(Q,7';R*) die Anzahl aller ganzen Matrizen G ist, fiir 
dic QG €R* und S[G] = 7 gilt. Damit sind wir, wenn wir vom Nenner ¢(7’) 
albsehen, auf die schon in [2] angegebene Problemstellung gefihrt. 

Das Problem der asymptotischen Berechnung von a,(6;%, G) erfordert 
die Einfihrung geeigneter MaBe in R, und G,. Ein solches wird fiir R, durch 








= I= f do 
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geliefert, wobei (s. auch [3], § 1) 

1 dX). ’ 
(6) de = |¥/"+1-™ 2S) mit ¥ = X'X 


zu wahlen ist und EZ die Einheitamatrix bezeichnet. Fir ©, erweist sich als 
zweckmaBig 
I(G) = d 
(7) wy dthed 
|¥|=1 
mit dem invarianten Volumenelement do der Metrik, die durch die metrische 
Fundamentalform 


(8) ds*= o(Y“dY Y-dY) (o = Spur) 


auf der Determinantenfliche | Y|= 1 im Raum Y > 0 induziert wird. 

Eine Lésung unseres Verteilungsproblems wurde fiir den Spezialfall n = 2, 
R= MR, von W. RoercKe [5] mit Hilfe seiner Untersuchungen iiber auto- 
morphe Eigenfunktionen des Laplaceschen Operators zur hyperbolischen 
Ebene geliefert. Nachdem das analytische Verhalten der allgemeinen, zu n = 2 
gehérigen Zetafunktionen in ausreichendem MaBe untersucht worden ist [4], 
kann der Fall n= 2 nach dem in [5] entwickelten Verfahren fiir beliebige 
Mengen %, G behandelt werden. Es ergibt sich 


1 (%) J (G) (2 29)" 


(9) (G3 R, ©) ~ TRE.) WS mI (mw —1) 





fiir g + co(n= 2), 


vorausgesetzt, daB die Mengen R und G© im Riemannschen Sinne meBbar 
sind, d. h. daB sich die Integrale (5) und (7) als Riemannsche Integrale inter- 
pretieren lassen. Auf die Notwendigkeit einer solchen Annahme hat W. RoELCKE 
hinsichtlich der Menge © gelegentlich selbst hingewiesen. Beim’ Beweis von (9) 
wird eine genaue Kenntnis von [5] vorausgesetzt. Es geniigt dann, nur die- 
jenigen Betrachtungen weiter auszufiihren, die sich auf die Verteilung der 
zweidimensionalen Gitter in R, beziehen. 

Im Raum der reellwertigen Funktionen w(X) und v(Y), die im Bereich 
X'X = E bzw. |¥|= 1, Y > 0 definiert sind, werden Skalarprodukte durch 
(10) (w,,W,) = f w,(X) w,(X) dw 

XX=E 
und 
(11) He rie Me v,(Y) do 


erklart. Das letztere ist unabhangig von der Auswahl von §, wenn die Invarianz 
der Funktionen v,(Y) (i= 1,2) gegeniiber den Substitutionen Y + Y[U] 
(U ganz und unimodular) vorausgesetzt wird. Eine in X’X > 0 definierte 
Funktion w(X) ist als Funktion auf R, anzusehen, wenn w(X V) = w(X) fir 
_ nicht-singulare V gilt. Analog wird durch eine in Y > 0 definierte Funktion v( Y) 
sine Funktion iiber G, erklirt, wenn v(A Y[U]) = v(Y) fir A > 0 und ganzes 
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unimodulares U ist. Bezeichnen wir nun mit w(X) und v(Y) die. charak- 
teristischen Funktionen von % bzw. G, so ist einerseits 





(12) A(R) = (w,1), 1(G) = (v,1). 
Andererseits ist «,(6; 2%, G) identisch mit 
. “a o(T) : 
(13) a(S; wv, v) ~s se e(T) a(Q, T; w) , 
ITla¢ . 
wobei 
(14) a(Q,T;w)= 3 w(QG) 
sid? 
gesetzt ist. Unsere Behauptung stellt sich damit in der Form 
(w, 1)(% 1) -\ (229" 





(15) a_(S; w, v) ~ fiir g > co (n = 2) 


I (Re) 1(Gp) 24 |S|* m [ (m—1) 
dar. Das Beweisverfahren, welches urspriinglich auf Hecke [1] zuriickgeht, 
besteht darin, (15) zunachst fiir spezielle Funktionen w, v auf R, bzw. G, zu 
beweisen, aus denen die charakteristischen Funktionen dann in gewisser 
Weise zusammengesetzt werden kénnen. Verschwindet eines von den Skalar- 
produkten, so soll (15) dasselbe bedeuten wie 


aq (S; w,-v) = o(g™) 
in -Landauscher Bezeichnung. 
Das analytische Hilfsmittel hat man in den Zetafunktionen 


(16) f(s, S;w,v)= 2’ w(QG) v(S[G))|S[@]|-. 

odo 
Summiert wird hier iiber ein volles System ganzer, paarweise nicht assoziierter 
Matrizen G vom Rang n. Es sei A,, Ag, Ay,-. . . die Folge der Werte von |S[G@}| 
in wachsender Anordnung, so da8B 


(17) C(8,S;w,v) = 3 a,(w,v) Ay* 


n=1 


a(wv)= F  w(QG) o(8(G)) 


@’e>o 
|S (@)| = 4, 
w (QG) v(S [G)) 
(8 [@)) 
ae 
|S [(@)| = 4, 


gilt. Far die summatorische Funktion der Koeffizienten erhalten wir damit 


mit’ 


(18) E a,(w,0) = te(G;10,0), fille A,< g*< Ags 


angenommen wird. 
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Da wir eine genauere Kenntnis von den Zetafunktionen (16) bendtigen, 
beschranken wir uns von nun an auf die Betrachtung der zweidimensionalen 
Untergitter von ©. Wir verwenden die Parameterdarstellung 


2+y)y zy 

—_ ( (2+ y*)y y 

\ zy v% 

und setzen t= x + iy. Als Fundamentalbereich § kann und soll diejenige 
Menge im Bereich Y > 0 genommen werden, welche dem Bereich 


(19) )t>0,y>0 


{(u,t):u>O0,y>0,0Sash, 22+ Y2)} 


entspricht. Eine Funktion auf G, stellt sich nun als automorphe Funktion v(t) 
der Gruppe J" dar, die von den Spiegelungen an den Geraden x= 0, x = } 
und an dem Einheitskreis z*+ y*= 1 erzeugt wird. Offenbar ist 


B= {r:0S rs h,y>0, 2+ Y2)} 


ein Fundamentalbereich von J" in der oberen t-Halbebene. Die Abbildung, 
welche G, umkehrbar eindeutig in B, iiberfihrt, bilde G inB ab. Bei geeigneter 
Normierung wird dg = y~*dzdy und daher 


I(G)= f y*dady. 
3 


Wir vereinbaren noch die abkiirzende Bezeichnung v(1r(Y))= v(Y) fiir 
Funktionen, die in Y homogen vom Grad 0 sind. An Stelle von (11) ist nun 


(0,0) = J v,(t) v(t) y?*dady 


zu verwenden. 
In (16) werden wir zuniachst 
u (X) 


aad w(X) = Tex 


wahlen, wobei u(X) eine beliebige Kugelfunktion vom Typus (m, 2) und Grad4k 
ist (vgl. hierzu [3]). Da w(X) nicht durch |X’ X| teilbar ist, so ist die Quotienten- 
darstellung (20) eindeutig. Im Hinblick auf [4] entwickelten wir u(X) nach 


harmonischen Formen: 

2k 
"(a (X’ X))u, (X) . 
0 


5 
_— 


(21) u(X) = 
Hierbei ist u,(X) homogen vom Grad 4k — 2¥ und 
é a 
o (5° sx) u,(X)= 0. 
Wir berechnen das Skalarprodukt 
(ul)= f u(X)doy, 
= 


wobei der gréBeren Deutlichkeit halber dw = dwy gesetzt ist. Sei P= XR 
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mit nicht-singularer Matrix R und 7 = R’R. Zufolge der Transformations- 
invarianz von dwy wird dann 


(wl) f [Tt -) T) 
e(T)s1 


T>O0. 
= f |PPt hes ff u(PR4)dop(dT] 
*$33' PP=T 
= ff u(P)(dP} 
o(P’P)s1 


2k 


=) f  ((P'P))u,(P) (dP) 


e=0 o(P’ P)sl 


=U.(0) f (o(P’P))** (dP); 
o(P’P)sl1 


denn der-iiber eine Kugelflache o(P’ P) = konst. gemittelte Wert einer nicht- 
konstanten harmonischen Form ist Null. Nun ist aber, wie in [3] gezeigt 
wurde. (u, 1) = 0 fiir nicht-konstante Kugelfunktionen u(X). In jedem Fall 
ist also 

(22) u(0) = w,,(0) . 


Unter v( Y) = v(t) werde nun eine beschrankte, beziiglich J’ invariante Eigen- 
funktion des Laplaceschen Operators der hyperbolischen Ebene verstanden: 


(23) {y* (ser tar) ta +e}om=o. 


Auf Grund der Formeln [4], (1), (12) sowie einer weiteren zwischen (51) und (52) 
erhalten wir fiir unsere Zetafunktion die Darstellung 


(24) f(s, S;w,v) 








oa I’ (s—a,) I’ (s—a,) " ac-,  <I(28+2k) ? 
= Tetk—a)Petk—a) ) | Fast 2k—p PSs Mw) 
mit 
1 ir 1 ir 
b a= Gry: ok’ Ue F 
und 


. OP om @ = —-s 
(25) 7% Site) = of, \etae? 1) {o(S[G])| $[G]|-9 
> 


Dabei ist der lineare Operator L,, (x =x) durch 


(26) L,, (x sx) e~7a(X'X) i u,, (X) e~70(X' X) 
hinreichend erklart. Fiir die Reihen (25) gilt der in [4], 8. 28 formulierte 
Sachverhalt, woraus erhellt, daB ((s, S; w v) fir Re s > + _ = , 8+ = 


m 


regular ist, in s = -> einen Pol héchstens erster Ordnung hat und da8 


(27) 5 (8, S;w,v) = O(e"'") fiir |t| +> oo 





“TTT 
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gleichmaBig in Re s > = mit einer gewissen positiven Konstanten C gilt. Das 
trifft offenbar auch fiir 
(28) C(s,S;w + M,v + N)= C(s,S;w,v) + M C(s,8;1,v) + 
+ NC(s,S;w,1) + MN C(s,8;1,1) 

zu, wobei M, N willkirliche Konstanten sind, die wir uns so gewahlt denken, 
daB 

w(X)+M>0, o0(Y)+N>0 
ist. Sodann ist (28) eine Dirichletsche Reihe vom Typus (17) mit reellen, 
nicht-negativen Koeffizienten, auf die der folgende Satz von Harpy und 
LITTLEWOOD angewendet werden kann: 


1. Die mit 0 < J,< A,< ~~ gebildete Reihe 5’ a,,A,* sei fiir Re s > a> 0 
n=1 
absolut konvergent. 
2. Ist g(s) die durch die Reihe erklirte analytische Funktion, so sei 


y(s) - _— mit geeignetem 6b und einem gewissen ¢ im Intervall 0 <c <a, 
regular fiir Re s = c. 

3. Es sei o(s)=O(e°'t!) fiir |t| co gleichmaBig in Res >c mit ge- 
eignetem C > 0. 

4. Es sei a, = 0 fiir alle n. 

Dann ist 


b 
(29) 1+ Ggt+*** +a,~— A, fiir noo. 


Im Fall p(s)= C(s,S;w + M,v + N) ist c= “ zu wahlen. Auf Grund der 
Angaben in [4], 8. 28 ergibt sich wegen (22) 








(30) Res 9(s, 83,,0) [a yu (eae STH < Sh 
es (8,S;u,,v) = | 4 (v) u (0) (2 2)" = 
-+ 48 (EP T(m—1) far p= 2k, 
wobei 
mi ate v fir konstantes v, 
(31) (v) = 0 fiir nicht-konstantes v 
gesetzt ist. Nach (24) ist also 
sap. yp) — 2(e) % (0) (2 2)" 
(32) Bee $06,500) = Glee om—l) ’ 
2 
mithin 
' _ (6 (v) + N) (w (0) + M) (22)" 
(33) Bee 0(6,5i09 + Me + Ey ar ea—l) 
te i 


Der Hardy-Littlewoodsche Satz liefert damit die asymptotische Beziehung 
x (w(QG@) + M) (v(S[G})+N) 


Gganz a he (S[@)) 
(34) iSO} Sh a: 
(8(v) +N) (u(0) + M)(22)/A,)™ 
24 |S)? m I'(m —1) 








fir n—>oo 
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und hinreichend groBe, sonst aber beliebige M, N. Offenbar ist (34) dann aber 
auch fir M= N= 0 giiltig. Da bereits |S[G@t]|: |S[@(t + 1)}| = #: (t+ 1)* 
fiir t+ co den Limes 1 hat, so gilt erst recht A,:/,,,,~ 1 fiir n > «©. Damit 
kann 

5(v) u(0) (2g)™ 








(35) a(S; w,v) ~ 2464 mm —1) fir ¢g>o 
festgestellt werden. Beriicksichtigen wir noch, da8 im vorliegenden Fall 

»1 »1 
(36) u()= er, 8(0) = Fre 


ist, so ergibt sich schlieBlich (15) fiir die speziellen in (20) aufgefiihrten w(X) 
und beschrankte GréBencharaktere v(Y). 

Der nachste Schritt besteht darin, (15) fiir dieselben w(X), aber solche 
Funktionen v( Y) = v(t) tiber G, zu beweisen, die nach z, y beliebig oft stetig 
differenzierbar sind und in %, auBerhalb eines gewissen Kompaktums identisch 
verschwinden. Dabei tritt das kontinuierliche Spektrum des Laplaceschen 
Operators ¥ (2 7 a) in Erscheinung. Die Uberlegungen verlaufen 
jedoch in vélliger Analogie zu [5], so daB es sich eriibrigt, hier naher darauf 
einzugehen. Mit der in [5] angegebenen SchluBweise ergibt sich nun die 
Giiltigkeit von (15) auch fiir die charakteristische Funktion v(Y) von G, 
wahrend w(X) unverandert eine Funktion vom Typus (20) oder auch eine 
endliche Summe von solchen Funktionen bezeichnet. Die Integrierbarkeit 
von v(Y) im Riemannschen Sinne ist erforderlich, um eine zu [5], (53) 
analoge Formel erschlieBen zu kénnen. 

Jetzt muB noch der Ubergang von der Funktionenklasse (20) zur charak- 
teristischen Funktion von vollzogen werden. Im folgenden mégen w(X) und v( Y) 
die charakteristischen Funktionen von R bzw. G bezeichnen. Da w(X) im 
Riemannschen Sinne integrierbar ist, kénnen zu ¢ > 0 stetige Funktionen 
w;(X) und w;(X) iiber R, bestimmt werden, so da8B 


-(37) w; (X) S w(X) Ss w; (X) 

und 

(38) lim (w; — w;,1)= 0 
e—0 


ist. Auf Grund des in [2] bewiesenen Approximationssatzes lassen sich 
endliche Summen p*(X) der Art / 


zr u(X) 


wobei u(X) eine Kugelfunktion vom Typus (m, 2) und Grad 4k bezeichnet, 
so bestimmen, dab 


(39) w, (X) — € < p(X) < wz (X), wz (X) < pi (X) < wi (X) +e 
gilt. Die Abschaétzung 
(40) (pi — pz, 1) S (we — wz, 1) + 2e(1,1) 
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liefert dann 

(41) ae eee 
Beachtet man ferner, daB 

(42) pz (X) < w(X) < pz (X) 


und (15) fiir p*(X) an Stelle von w(X) bereits bewiesen ist, so ergibt ein 
einfacher GrenzprozeB die Giltigkeit von (15) mit w(X) und v(Y) in der 
angenommenen Bedeutung. Der Beweis von (9) ist damit erbracht. 
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Uber die algebraischen Kriterien fiir die Stabilitat von 
Regelungssystemen 
Von 
H. Cremer in Aachen und F, H. Errerrz in Krefeld 


In der vorliegenden Arbeit werden die klassischen algebraischen Kriterien 
fir die Stabilitat linearer Regelungssysteme und ihre Beweise kritisch 
untersucht, wichtige, bisher unbeachtete Zusammenhange aufgedeckt und 
neue Darstellungen gegeben. Die algebraischen Stabilitatskriterien haben 
neuerlich auch Bedeutung fiir die Stabilitatsuntersuchung nichtlinearer 
Differentialgleichungssysteme nach der Methode von KryLov-BocoLsuBov- 
MaGnus gewonnen und gestatten, Realisierbarkeitsbedingungen fiir Klassen 
gebrochen rationaler Funktionen als Frequtnzcharakteristiken elektrischer 
Netzwerke anzugeben. 

Aus dem leicht gewonnenen Zusammenhang der Lésungen von E. J. Routu 
und J. Scuur fiir das Stabilitatsproblem wird eine Charakterisierung einer 
Klasse von Polynomen mit symmetrisch zum Nullpunkt liegenden Wurzeln 
hergeleitet, die die Frequenzformel von L. Cr mer als Sonderfall enthalt, 
Bedeutung fiir die Konstruktion der Wurzel- uid Phasenwinkel-Ortskurven 
von Regelungssystemen besitzt und einen Irrtun von K. Tu. VAHLEN auf- 
klart (§ 1). 

Es wird sodann eine Parameterdarstellunz der Koeffizienten reeller 
Hurwitzpolynome angegeben, die als Auflésung d nes nichtlinearen Gleichungs- 
systems gedeutet werden kann. Hieraus ergeben sich durch Nullsetzen geeigneter 
Parameter Koeffizientendarstellungen der nach den Verfahren von J. Scour 
und H. Bickner reduzierten Hurwitzpolynome, sowie eine charakteristische 
Determinantenschreibweise der erstgenannten Polynome. Diese Ergebnisse 
gestatten, fiir lineare Regelungssysteme beliebiger Ordnung die Stabilitats- 
grenzhyperflache und die quadratische Regelungsflache als Funktion der 
Routhschen Probefunktionen anzugeben (§ 2). 

Die von Cu. Hermite, J. Scour, A. Conn und M. Fusiwara gegebenen 
algebraischen Kriterien fiir bestimmte Wurzelverteilungen auf Gebiete der 
komplexen Ebene werden zusammengefaBt, und es wird eine allgemeine 
Bildungsmethode fiir diese Bedingungen hergeleitet und gezeigt, daB bei 
Voraussetzung reeller Koeffizienten die Hermiteschen Stabilitatskriterien auf 

‘die bereits nach Haupt- und Nebenfolge getrennten Hurwitzdeterminanten 
‘ffihren. Daraus ergibt sich die Méglichkeit, die beiden Determinantenfolgen 
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unabhangig voneinander zu berechnen. Dies bedeutet bei positiven Koeffizien- 
ten einen Vorteil. Nach einem bekannten Ergebnis ist nimlich bei Voraus- 
setzung positiver Koeffizienten die Positivitat der Determinanten einer ‘dieser 
Folgen bereits kennzeichnend fiir die Stabilitaét (§ 3). . 

Es wird die erstaunlicherweise bisher nicht bemerkte Méglichkeit auf- 
gezeigt, aus der in dieser Zeitschrift veréffentlichten Arbeit von A. Hurwitz 
miihelos auch Kriterien fir eine bestimmte Nulistellenverteilung von Poly- 
nomen mit komplexen Koeffizienten zu gewinnen. So sieht z. B. K. Ta. VaHLEN 
einen besonderen Vorzug seiner Ergebnisse gegeniiber denen von A. Hurwitz 
darin, daB sie nicht nur eine Stabilitatspriifung, sondern auch eine Wurzel- 
abzaéhlung gestatten, und J. Scuur hebt hervor, daB seine Kriterien nicht 
wie das von A. Hurwirz auf reelle Koeffizienten beschrankt sind. In diesem 
Zusammenhang ergibt sich auch eine wesentliche Kiirzung des Hurwitzschen 
Beweises (§ 4). 

Die Aquivalenz dieser auch fir komplexe Koeffizienten giiltigen 
verallgemeinerten Hurwitzbedingungen mit den aus Ergebnissen von 
J. Scuur hergeleiteten Kriterien von H. Brtuarz wird nachgewiesen (§ 5). 

Im folgenden wird dann der Zusammenhang des verallgemeinerten Hurwitz- 
schen Kriteriums mit den Hermiteschen Bedingungen aufgeklart. M. Fustwara 
hat in zwei Arbeiten die Ubereinstimmung der Bedingungen von HERMITE 
und Hurwitz bei Voraussetzung reeller Koeffizienten bewiesen und dabei 
das Kriterium von Litnarp-Carpart als Zwischenglied benutzt. Dieser 
Nachweis wird hier direkt gefiihrt und auf komplexe Koeffizienten aus- 
gedehnt (§ 6). 

Der Zusammenhang der Kriterien von Cu. Hermite und H. BirHarz 
wird sodann ohne Zwischenschaltung des verallgemeinerten Kriteriums von 
A. Hurwitz direkt nachgewiesen (§ 7). 

AbschlieBend wird gezeigt, daB aus dem Verschwinden bestimmter 
Hurwitzdeterminanten direkt auf die Zahl der symmetrisch zum Nullpunkt 
liegenden Nullstellen eines Polynoms geschlossen werden kann, und es wird 
ein Kopplungsgesetz fiir das Verschwinden der Hurwitzdeterminanten der 
Haupt- und Nebenfolge mitgeteilt (§ 8). 


g1 


Systeme homogener linearer Differentialgleichungen 


(1) ~ L,,(D)2,(t) = 0 (j= 1,2,...,n), 
=1 
wobei die Pan 
Dyx(D) = 2 dye, 
+ et Oh... 
Dt PF 


lineare Differentialoperatoren bedeuten, lassen sich bekanntlich durch den 
Ansatz ; 
(2) x, (t) = A,e* (k= 1,2,..., n) 
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lésen. Dieser Ansatz fihrt zu einem System homogener linearer Gleichungen 
fir die Amplituden A, 


~ Pal) A= j= 1, 2, er) n), 
das dann und nur dann nichttriviale Lésungen besitzt, wenn die Determinante 


Dy; (2) Lys (2). -- Lyn(2) 
Dy (2) Lyg (2) - - - Lan (2) 


A(z) = 





Lig, (2) Lg (2) - « - Lng (2) 


verschwindet. A(z) = 0 heiBt die ,,Charakteristische Gleichung des Systems“. 
Ist z,= —46,+ iw, eine Wurzel, so gibt es eine Lésung des Systems der Form 


x, (t) = A, e*»* = A, e~*r* et * , | 
d. h. man erhalt bei reellen Koeffizienten reelle Lésungen der Form 
C,,e-%* cos(w,t + #,) , 


worin die C,,6,,@,,0, reelle Konstanten bedeuten. 

Wir nennen das System stabil, wenn alle Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung in der linken Halbebene liegen, wenn also jede Lésung des Systems 
mit wachsendem ¢ gegen 0 strebt. Beschreiben die Differentialgleichungen ein 
schwingungsfahiges System, so bedeutet dies, daB jede freie Schwingung des 
Systems abklingt. 

Im folgenden soll ,,stabil“ immer in diesem verscharften Sinne verstanden 
werden. Lésungen, die nicht mit wachsendem ¢ gegen 0 streben, zihlen wir 
also, in Ubereinstimmung mit der Mehrheit der Autoren, aber im Gegensatz 
zu einigen, die nur Beschranktheit der Lésungen verlangen, nicht zu den 
stabilen Lésungen. 

K. Maenus [27] gelangt durch Verallgemeinerung des Verfahrens der sog. 
harmonischen Balance von N. Kry.Lov und N. Boco.susov [25], angewandt 
auf ein nichtlineares Differentialgleichungssystem der Form 


5 n 
(3) t= 2 jp Xp+ €5fj(%y,%q, - - -, Lp) (j= 1,2,...,m), 
zu einem linearen Naherungssystem der Form (1) mit 


Lj,(D) = aj4+ (af — 45x) D, 

wobei 
P 1 fir j=/F 
oll to fir j+k 
ist. 
Die von K. Maenvs [27] angegebenen Voraussetzungen fiihren zu Koeffi- 
zienten a, und af,, die sich als Integraltransformierte der nichtlinearen 
Funktionen /;(z,, z2, . .., Z,) darstellen lassen. 
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So erhalt man z. B. in dem haufig auftretenden Fall 


Iy(®y, Ly, - - «5 Lp) = & fi) : 


22 
p= 2jy + aay | falAssin®, sin ®, a0, 


2x 
af, = wag | talAssin®,) e000, 40, 


@ 
mit 
Hier fiihrt der Ansatz (2) zu einer charakteristischen Gleichung, deren Koeffi- 
zienten noch Funktionen einer Bezugsamplitude A sind [27], [17]. 
Ein System von Regeln, das aus den gegebenen reellen oder komplexen 
Koeffizienten a, nur unter Benutzung der vier Grundrechenarten die Frage 


zu entscheiden gestattet, ob alle Nullstellen (bzw. wie viele Nullstellen) des 
Polynoms 


(4) {(z)= oy 4,2", a, > 0, 
»=0 


in der linken Halbebene liegen, heiBt ein ,,algebraisches Stabilitatskriterium“. 

Da der Realteil von 1/z das gleiche Vorzeichen wie der Realteil von z 
besitzt, gilt ein Stabilitatskriterium fiir das Polynom (4) unverandert auch fiir 
das Polynom 

l ~ 
(5) F(z) = 2" ‘( ~) = 5’ a,2"~’. 

r=0 
Diese Tatsache werden wir im folgenden wiederholt stillschweigend bei 
Beweisen benutzen. 

Das Problem der Aufstellung algebraischer Stabilitatskriterien wurde im 
Prinzip schon von CaucHy im Jahre 1837 gelést. Er fiihrte damals die Be- 
stimmung der Anzahl der Wurzeln im Innern eines beliebigen Gebietes auf 
die Bestimmung des ,,Index“ einer rationalen Funktion zuriick. Fiir den 
Fall, daB das Gebiet eine Halbebene ist, l4Bt sich dieser Index besonders 
leicht nach dem ,,Sturmschen Verfahren“, das kurz vorher (1829) veréffentlicht 
worden war, bestimmen. 

Damit war das Problem im Prinzip gelést. Freilich hat Cavcny kein 
expli ites Kriterium aufgestellt. 

Cu. Hermite [23] fiihrte das Problem 1856 auf die Frage zuriick, ob 
gewisse zugeordnete Formen (die beriihmten ,,Hermiteschen Formen‘) 
positiv definit sind oder nicht. 

Erst zwanzig Jahre spiter wurde E. J. Rout [32], [33] von einer tech- 
nischen Problemstellung her erneut auf die Frage gefiihrt und gab 1877 im 
“Adams Price Essay” eine sehr elegante, auch praktisch leicht zu hand- 
habende Lésung des Problems bei Voraussetzung reeller Koeffizienten. Nach 
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dem Routhschen Kriterium ordnet man die Koeffizienten des Polynoms (5) 
in zwei Zeilen auf folgende Art: 

Ao a, as, ag “*-.* 

G, Gy 45 az... 
und bildet durch kreuzweise Multiplikation die neue Zeile 


Gy GoGs 144“ AoA, 2,44 Ga, 
a, a a 





und ebenso jede weitere Zeile durch eine entsprechende kreuzweise Multi- 
plikation der Elemente der beiden vorhergehenden Zeilen. Liegen alle Null- 
stellen des Polynoms (4) in der linken Halbebene, so ist das Verfahren bis 
zur (n + 1)-ten Zeile fortsetzbar, die dann nur noch ein Element enthalt. Die 
Koeffizientenfunktionen der ersten Spalte dieses ,,Routhschen Schemas‘ 
nennt man die ,,Routhschen Probefunktionen“. Sind sie bei der Normierung 
a,> 0 sémtlich positiv, so besitzen alle Nullstellen des Polynoms (4) negative 
Realteile und umgekehrt. 

Wiederum fast zwanzig Jahre spaéter wurde A. Hurwitz [24] durch eine 
Anfrage des Turbinenbauers Stopoia auf das Problem gefihrt. Hurwirz 
hatte keine Kenntnis der Routhschen Arbeit, wohl aber kannte er die Arbeiten 
von Caucny, Sturm und Hermire. Kurz vorher hatte FroBENtivus in den 
Sitzungsberichten der K6niglich PreuBischen Akademie seine Arbeit iiber das 
» Tragheitsgesetz der quadratischen Formen“ verdffentlicht. Hurwitz stiitzte 
sich bei seinem Beweis auf diese Arbeit und kam unter Verwendung der Theorie 
der quadratischen Formen und unter Benutzung funktionentheoretischer 
Mittel mit einem verhaltnismaBig hohen mathematischen Aufwand, der 
historisch verstanden werden muB, zu seinem Kriterium: 

Kennzeichnend dafiir, daB das Polynom (4) mit reellen Koeffizienten nur 
Nullstellen mit negativen Realteilen besitzt, ist, daB8 die Determinanten 
H,, H,, ..., H, samtlich positiv sind, wobei 


q %G 4G «++ G3p-1 
Gm %G GM ---Agp-2 


O G Gy ..-G3p-5 
(6) Hy=|) + « j 








G,-5%-pGe-—g--- 2 
ist und a,= 0 gilt, wenn k > n oder k < 0 ist. H,, ist also eine Determinante 
n-ten Grades, deren allgemeines Element durch 


Ay»y= Agr, (u, v= 1,2,...,m) 

gegeben ist. Die Determinanten (6) sind die Hauptunterdeterminanten von H,,. 
Dieses Hurwitzsche Kriterium ist von einer bestechenden Eleganz und 
beriihmt geworden, obwohl es nichts sachlich Neues gegeniiber dem Routhschen 
Schema enthalt. Polynome, deren Nullstellen simtlich in der linken Halbebene 
liegen, werden ,,Hurwitzpolynome“ genannt. Entsprechend heiBen Gleichungen 
f(z) = 0, in denen f(z) ein Hurwitzpolynom bedeutet, ,,Hurwitzgleichungen“. 

















Wie zuerst H. Brrnarz [3] gezeigt hat, ist der Zusammenhang zwischen 
den Routhschen Probefunktionen und den Hurwitzdeterminanten (6) sehr 
einfach. Ist R, die Routhsche Probefunktion der »-ten Zeile, so gilt 


(7) rr. a H, = 1, H-, = -1 (v= 0,1,...,2). 


Die vollstandige Bildung des Routhschen Schemas ist somit an die Voraus- 
setzung H,_,+ 0 gekniipft. Bei Hurwitzpolynomen ist sie erfillt. Es lassen 
sich sogar alle Elemente des Routhschen Schemas als Quotienten von Unter- 
determinanten der héchsten Hurwitzdeterminante darstellen [6]. 

Nach J. Scuur [36] gilt folgender Satz: 

Das Polynom (4) ist dann und nur dann ein Hurwitzpolynom vom 
Grade n, wenn a, > 0 ist und die Gleichung vom Grade n — 1 


(8) K (z) = 2-* [(agz + aC) A(z) — a,0 2 9(z)]) = 0 
mit g(2)= > Uf(e) + H(—2)] 


1 
h(z)= > (fe) - f(-2)] 
fiir irgendein { mit negativem Realteil eine Hurwitzgleichung darstellt. 
Geht man von dem Polynom 


n—B 
f,(z) = a ton 92 (B= 0,1,...,n —1) 


aus und spezialisiert man in (8) den Parameter zu ( = — one <2 | so laBt sich 


obiger Satz bei Voraussetzung reeller Koeffizienten in der folgenden Form 
aussprechen : 
Fiir a),,—,> 0 ist f,(z) dann und nur dann ein Hurwitzpolynom vom Grad 
(n — B), wenn a, ,,-,> 0 ist und das Polynom des Grades n — (8 + 1) 
falz) _ Gon-p Ape) “2” 


(9) Ivale)— Ae ee Em De 








hl) = > Up(2) — fo(— 2)) 


ein Hurwitzpolynom darstellt. 

Schreibt man die Koeffizienten des Hurwitzpolynoms f(z) = f,(z) und der 
sich durch den Algorithmus (9) ergebenden reduzierten Polynome /,,(z) 
(u= 1, 2,...,n), in Zeilen untereinander, so gelangt man von diesem ,,Schur- 
schen Schema“ einfach dadurch zum Routhschen Schema, da8 man in jeder 
Zeile jedes zweite Glied streicht, d.h. dadurch, daB man in jeder Zeile 
4,,»—,(¥ = 0,1,...,— ma) die Elemente a, ,,_,, mit ungeradem Index » streicht. 
Umgekehrt erhailt man die y-te Zeile des Schurschen Schemas durch Zu- 
sammenfassung der yu-ten und (u + 1)-ten Zeile des Routhschen Schemas. 
Hierbei ergibt die u-te Zeile die Glieder a,,,_,, mit geradem, die (u + 1)-te 
Zeile die Glieder a, ,,.,, mit ungeradem Index ». 

Das Routhsche Schema steht also in einem einfachen Zusammenhang 
mit den nach J. Scuur reduzierten Hurwitzpolynomen. 


Math. Ann. 137 24 
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Multiplizieren wir die u-te Zeile des Routhschen Schemas mit H,,(u = 2, ...,), 
so gilt fiir diese Zeile nach [6] die Darstellung 


1,2,..., u—l,e 1,2,..., w—l,e 1,2, .. + w-l,e 
Hy'2 — ee Room u—lnt+1>Hye bees u—li,wt+2?°*** 


Hierbei bedeutet 
H™ My, .. +, ME 


My, Me, -- +, Mk 
diejenige Unterdeterminante k-ten Grades der héchsten Hurwitzdeter- 
minante H,,, welche die Zeilen m,, m., ...,m, und die Spalten n,, ng, . . ., m, 
enthiilt. 
Diese Schreibweise gestattet nunmehr auch das y-te reduzierte Hurwitz- 
polynom /,(z) vom Grad (n — 4) unmittelbar anzugeben: 














n—1 n-—2 
2 2 , 
f, (2) = * Ogre 2+ DS Aye ,,2*°+? 
= *=0 
n—« 
1 . 1,2%,...8—-1¢ ~~ 
(10) f(z) = H,-; 2 Ay" “—* uw—-late + 
ad 
1 . Hh? sm etl Qv+1 
*? “, 1,2... metlte* 
v= 


(w= 2,3,...,2). 


Dabei gilt n > 2, und eine Summe mit negativer oberer Summationsgrenze 
ist wegzulassen. Das Symbol [a] bedeutet wie iiblich die gréBte ganze Zahl m 
mit m sa. 

Bezeichnet man s Nullstellen z,,z,,...,2,, deren Lage dadurch gekenn- 
zeichnet ist, daB sie entweder verschwinden oder sich in elementfremde Paare 
zusammenfassen lassen, deren Elemente sich nur im Vorzeichen unterscheiden, 
als s symmetrisch zum Nullpunkt liegende Nullstellen, so gewinnt man aus 
der Darstellung (10) leicht den folgenden Satz: 

Das Polynom (5) mit reellen Koeffizienten hat dann und nur dann 
s(1 <= ss n—1) symmetrisch zum Nullpunkt liegende Nullstellen z,, zo, . . ., Zs 
und auBerdem r =n —s Nullstellen mit negativem Realteil, wenn die Hurwitz- 
determinanten H,(B = 1,2, ..., 1) positiv sind und die Dete: minanten 


(11) mbcseritiy, —— (t=0,1,....[4>*)) 
simtlich verschwinden. Die s symmetrischen Nullstellen z,; lésen die Gleichung 





2 
(12a) Ow Ae i iacecia-eg t= 0 fiir ssn—2 
t=0 ‘ : 


bzw. 





PF] 
(12b) y Gge41 2*-1-2* = 0 firs=n-1. 
\ : 
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Der angefiihrte Satz enthalt die Frequenzformel von L. Cremer [7] als 
Sonderfall und kann auch zur Konstruktion der Wurzel- und Phasenwinkel- 
ortskurven von Regelungssystemen [13] benutzt werden. 

Zum Beweis des Satzes schreiben wir das Polynom F(z) = F,(z) in der 
Form F,(z) = ®,(z) Yo(z), wobei ®,(z) nur die s symmetrisch zum Nullounkt 
liegenden Nullstellen besitzt und Y,(z) ein Hurwitzpolynom ist. Wendet 
man den mittels 


z-* fy (=)- Py (2) = dp n-p2@~* + °° + Gp-nn-e (k= B, B+ 1) 
aus (9) erhaltenen Algorithmus 
(13) Fp ,(2) = Fo(e) — gg2—" (Fp (2) — (—1"-*Fp (— 2)] 
sowohl auf Y,(z) als auch auf F,(z) an, so besteht zwischen den reduzierten 
Polynomen F;(z) und ¥,(z) die Relation F;(z) = ®,(z) ¥,(z) (¢= 1, 2,...,r). 
Hieraus folgt, daB die (r + 1) ersten Routhschen Probefunktionen zu F(z) 
positiv sind und damit auch die Hurwitzdeterminanten H,(f = 1, 2, ...,r). 
Die aus (10) zu gewinnende Darstellung fiir F,(z) zeigt das Verschwinden der 
Determinanten (11) und die Giiltigkeit von (12a) bzw. (12b), da F(z) nur noch 
die s symmetrischen Nullstellen enthalt. Verschwinden umgekehrt die Deter- 
minanten (11) zu F(z), so stellt die Gleichung (12a) bzw. (12b), die wir jetzt 
in der Form F,(z) = 0 schreiben, die r-te (r = n — 8) reduzierte Gleichung 
von F(z) dar, die offensichtlich genau s symmetrische Wurzeln hat. Wendet 
man die Umkehrung des Algorithmus (13) 





(14) Fy_, (2) = F(z) 4 = Pal F (z) + (—1)"~* F,(— z)) 
auf F,(z) = F,(z) M,(z) mit ap ,-@-»> 0 und a, ,-~-)= 4,n—-, an, wobei 
M,(z) ein Hurwitzpolynom (r — )-ten Grades und M,(z)=1 ist, so gilt 
F3-;(2) = F,(z) M3-;(2) (B =r,r—lI,.. 9 1). 
r—(B-—1) 
M ;-; (2) = P _ (8-1) g-F-5-" 


r=0 

ist dabei das Hurwitzpolynom (r — 6 + 1)-ten Grades, das man aus M, (z) 
durch Anwendung des Algorithmus (14) nach Wahl von by ,-(s-)> 0 mit 
b, --(@-»= 5o,--, erhalt. Hieraus folgt, daB die Routhschen Probefunktionen 
zu F,(z) (j= r—1,r — 2,..., 0) sémtlich positiv sind. Das gleiche gilt dann 
auch fiir die entsprechenden Hurwitzdeterminanten H,(8 = r,r—1,..., 1). 
Der soeben bewiesene Satz widerspricht einem Ergebnis von K. Tu. 
VAHLEN [38], das sich leicht als ein Versehen erweist. Dort wird, wenn wir 
die Bezeichnungen der vorliegenden Arbeit benutzen, irrtiimlich geschlossen, 
daB ein nach (13) reduziertes Polynom beim Verschwinden der Koeffizienten 
der geraden oder ungeraden Potenzen nur rein imaginare Nullstellen besitzt. 
AuBerdem wird iibersehen, daB bei der dort eingefiihrten Kettenbruchentwick- 
lung auBer dem dort definierten regularen und irregularen Fall noch eine 
dritte Méglichkeit auftreten kann. Diese liegt dann vor, wenn bei einem 
Schritt seiner Kettenbruchentwicklung der Grad der entstehenden Funktion 
24* 





336 H. Cremer und F. H. Errertz: 


um mehr als 1 abnimmt, ohne daB die Funktion identisch verschwindet. 
Daher liefert die Arbeit von VaHLEN die behauptete Wurzelabzahlung in 
einem zur imaginaren Achse parallelen Streifen nur unter Voraussetzung, daB 
der genannte dritte Fall bei der Kettenbruchentwicklung nicht auftritt. 


§2 
Der folgende Satz beantwortet die Frage nach den Variabilitatsbereichen 
der Koeffizienten reeller Hurwitzpolynome. Er lautet: 
Das Polynom (5) mit reellen Koeffizienten und der Normierung a,>0 ist 
dann und nur dann ein Hurwitzpolynom, wenn fiir die Koeffizienten die folgende 
Darstellung gilt: 








a,= R, 

(15) a, = R, 
n—-k+8s+2 R n—k+e+4 R n R 

a,= R, Sn we ass ia tt > — 

' ahtes Ry,-2 alee Ry,-2 my = m1 +2 Rays 
mit 

2s= 1 — (—1)* (k= 2,3,...,); m= 

und 
(16) R,> 0 (y= 0,1,...,%). 


Die Parameter R, erweisen sich als die Routhschen Probefunktionen des 
Polynoms F (z). 

Zum Beweis beriicksichtige man, daB die Anwendung des Algorithmus (14) 
nach Wahl von ay ,-(s- 1) = Rs—-,> 0 auf das Hurwitzpolynom F(z) (n — £)-ten 
Grades mit der Routhschen Probefunktion a, ,,= R, ein Hurwitzpolynom 
F,-,(z) vom Grad n — 8 +1 liefert. Ferner ist a, ,-(g-1)= 4,,-s- Durch 
(n — 2)-malige Anwendung von (14) mit beliebigem a, ,,-,,,;= Rg-,> 0 
(B= n—2,n—-1,...,1) auf 

F,-2(2)= R,-22 + R,-1 z+R,, 
das mit R,> 0(v = n — 2,n—1, m) ein Hurwitzpolynom ist, folgt die Koeffi- 
zientendarstellung (15) des Hurwitzpolynoms F,(z) = F(z) nach vollstandiger 
Induktion. Ist umgekehrt ein Polynom F, (z), fiir das (15) und (16) gilt, gegeben, 
so folgt aus der Umkehrung (13) von (14), daB F,(z) ein Hurwitzpolynom ist. 

Die Darstellung (15) kann gedeutet werden als die Auflésung des nicht- 
linearen Gleichungssystems R,= 9,(do,...,@,) (v= 0,1,...,m) nach den 
Koeffizienten, die unter der Voraussetzung R,> 0 (k = 1, 2,..., — 2) stets 
eindeutig méglich ist. 

Wenn statt (16) simtliche R,(y = 0,1, ...,) von Null verschieden sind 
und in der Folge Roy, R,, . . ., R, genau r Zeichenwechsel auftreten, dann liefert 
die Parameterdarstellung (15) die Koeffizienten eines Polynoms F (z) mit r Null- 
stellen mit positivem Realteil und n —r Nullstellen mit negativem Realteil. 

Ist dagegen statt (16) R,_,— 0 und R,+ 0 fir y= 0,1,...,m —2,n und 
treten in der Folge Ry, R,,..., R,~»2, R, genau r Zeichenwechsel auf, so hat 
F(z) ein Nullstellenpaar auf der imaginaren Achse und r Nullstellen liegen in 
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der rechten und n — r — 2 Nullstellen in der linken Halbebene. Diese Bemer- 
kung fihrt zur vollstandigen Lésung des Problems, eine Parameterdarstellung 
der Stabilitatsgrenzhyperfliche eines linearen Regelungssystems beliebiger 
Ordnung anzugeben [17], [11]. 

Die Parameterdarstellung (15) hat die folgende bemerkenswerte Eigen- 
schaft: Setzt man in (15) die Parameter R,, R,, . . ., Rg, nacheinander gleich 
Null, so erhalt man eine Parameterdarstellung der Koeffizienten des nach (13) 
reduzierten Hurwitzpolynoms F',(z) (n — f)-ten Grades (f = 1, 2,...,n). 

Ist F(z) ein Hurwitzpolynom und gilt 


A(s) => (F (2) + (- 1) F(-2)] 


B(s) = + (Fe) — (-1yF(—-2)}, 


so gewinnt man aus der von W. BapeEr [1] angegebenen Kettenbruchentwick- 
lung 





> a ae oe 
Be) R,** -* TTR, is 
R, R, 


nach einem bekannten Kettenbruchtheorem [31] zusitzlich zu (10) die weitere 
explizite Darstellung fiir die durch (13) definierten reduzierten Hurwitzpoly- 
nome mit F(z) = F(z): 


Re. 





1+ 1 0 0 
Bes: 
1 Rg+1 1 0 
Reis 
(10a) Fe(z)= R, | 0 gd ee | 
Ress 
0 0 0 Aes 


(B = 0,1,...,n — 2) 
H. Bicxner [4] hat einen anderen Reduktionsalgorithmus fiir Hurwitz- 
polynome PSP) (z) vom Grad (n — 8) angegeben, die wie folgt dargestellt 
werden kénnen: 


R 
Rut. aoe —)} 0 ee 0 
a 


1 
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Man erhalt die Koeffizienten des f-ten reduzierten Polynoms F%°)(z), t 
indem man in der Darstellung (15) nacheinander R,,, R,-}, . . -, Ra—g+1 gleich ‘ 
Null setzt. 

Hieraus ergibt sich die Méglichkeit, die quadratische Regelungsfliche 
eines linearen Regelungssystems als Funktion der Anfangswerte und der 
Routhschen Probefunktionen ohne Berechnung von Determinanten an- 
zugeben [14]. 

Beide Reduktionsverfahren fiir Hurwitzpolynome lassen sich in einfacher 
Weise mit Hilfe elektrischer Netzwerke deuten [9], [10], [2]. 


§3 

Cu. Hermire [23] hat schon 1854 in einem Brief an Borncuarpr die Aufgabe 
gestellt und gelést, kennzeichnende Bedingungen dafiir anzugeben, daB die 
Wurzeln einer Gleichung mit komplexen Koeffizienten saimtlich positive 
Imaginarteile besitzen. 

Die algebraischen Kriterien fiir eine bestimmte Wurzelverteilung auf 
Inneres und AuBeres des Einheitskreises bzw. linke und rechte Halbebene 
bzw. obere und untere Halbebene lassen sich nach seiner Methode herleiten 
und die Resultate von Cu. Hermite [23], J. Scour [36], A. Conn [5], nach 
M. Fustwara [21] wie folgt zusammenfassen : 

Ist (4) das betrachtete Polynom, so bildet man jeweils den Ausdruck 
(17) k(f)= Mahe) = "5 Aasty. 

i,k=0 

Dabei bedeutet f*(z) das Polynom 2*/(z-") bzw. /(— z) bzw. — i f(z), wobei 
](z) das Polynom mit konjugiert komplexen Koeffizienten gegeniiber /(z) 
bezeichnet. Es werden also Gleichungen /* (z) = 0 betrachtet, deren Wurzeln 
zu den entsprechenden Wurzeln der Ausgangsgleichung /(z)= 0 spiegel- 
bildlich liegen in bezug auf den Einheitskreis bzw. die imaginare Achse bzw. 
die reelle Achse. Man betrachtet nun in den drei Fallen die Formen 

n—1 

I. S Ain-1-2 0,0, 
i,k=0 





n-—1 
II. Dd (-1 Ay, 0, 
i,k =0 
n—1 
IIT. > Anal, 0, . 
i,k=0 
Es gilt dann folgender Satz: 
Kennzeichnend dafiir, daB die Wurzeln der Gleichung /(z)= 0 mit 
beliebigen reellen oder komplexen Koeffizienten simtlich 
I. im Innern des Einheitskreises 
II. in der linken Halbebene 
III. in der oberen Halbebene 
liegen, ist, daB die zugehérige Hermitesche Form positiv definit ist. Hat die 
zugehoérige Form den Rang n und gibt 2 bzw. v die Anzahl der positiven bzw. 
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negativen Quadrate in der Normaldarstellung der Form an, so besitzt die 
Gleichung 
I. 2 Wurzeln innerhalb, » auBerhalb des Einheitskreises 
II. x Wurzeln in der linken, v in der rechten Halbebene 
III. x Wurzeln in der oberen,-y in der unteren Halbebene. 
Ist der Rang der zugehérigen Form r < n und haben z und » die gleiche 
Bedeutung wie oben, so liegen 
I. x + A Wurzeln innerhalb, » + A Wurzeln auBerhalb des Einheitskreises 
II. 2 + A Wurzeln in der linken, »y + 4 Wurzeln in der rechten Halbebene 
III. x + A Wurzeln in der oberen, y + A Wurzeln in der unteren Halbebene, 
wobei gilt — 
= 
Hat die vorgelegte Gleichung kein Paar von Wurzeln a, 8 mit der Eigen- 
schaft 





OsAS 


I ap=1 
Il.a + B= 0,a,+0 
Ill. « — B=0, 


so wird A = 0 und n — r gibt die Anzahl der Wurzeln 
I. auf dem Einheitskreis 
II. auf der imaginéren Achse 

III. auf der reellen Achse 
an. 

Diese Aussage kann auch so formuliert werden: Haben f(z) und /*(z) 
eine gemeinsame Nullstelle, so wird 4 = 0 und n — r gibt die Anzahl der Wurzeln 
auf dem Einheitskreis bzw. auf der imaginaéren Achse bzw. auf der reellen 
Achse an. 

Die nach der Hermiteschen Methode gebildeten Bedingungen haben 
gegeniiber denen von Rovuts und Hurwitz den Nachteil, daB sie nicht explizit 
und in iibersichtlicher Form wie besonders die Hurwitzdeterminanten gegeben 
sind. Dies auch mag Hurwitz bewogen haben, trotz der Kenntnis der Her- 
miteschen Arbeit ein neues Kriterium herzuleiten. 

Im folgenden wird in Ausarbeitung eines Gedankens von W. SCHMEIDLER [35] 
eine allgemeine Bildungsmethode fiir die Hermiteschen Bedingungen explizit 
mitgeteilt. Es geniigt, die Bildungsmethode im Fall Il. zu erdrtern. 

Man bildet zunachst: 


Gog - - Ge / 
f(x) f*(y) — f(y) f(x) = (2°: - + 2) 
. Boge - » Ge y" 
= J ay ry. 


ik=0 
Hierbei gilt: 
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also insbesondere : 

(18a) Pay 

Weiter folgt aus (17): 

(19a) Age= O41, + Gisan-1t Gsse-2t *** 
oder 

(19b) Agy= Oy 41,6+ Gesai-1t Msai-at ***- 


Endglied ist in beiden Fallen 


&) On isesi-n, Wenrni+k+lon 


(20) b) Qjie4n0, wenni+k+1lsn. 


Die Reihen sind also in der begonnenen Weise fortzusetzen, bis einer der 
Indizes Null oder n wird. 

Die Formeln (19) lassen sich einfach deuten. Man hat die Summe aller 
Elemente zu bilden, die in der Matrix der a; ,, die wir a nennen, in der Diagonale, 
die von a;,,, bzw. a,,,, nach links unten fiihrt, stehen. Es brauchen also 
die nullte Zeile und n-te Spalte von a nicht berechnet zu werden. 

Die Matrix der A,,, die wir & nennen, ist symmetrisch. Es geniigt, die A,, 
mit i => k, sie bilden die Dreiecksmatrix 2’, oder die A,;, mit i < k, sie bilden 
die Dreiecksmatrix 2{’’, zu berechnen. Im ersten Falle erhalt man in (19a), 
im zweiten Falle in (19b) die wenigsten Glieder. Wendet man dagegen z. B. 
im ersten Fall (19b) an, so erhalt man noch symmetrisch zur Hauptdiagonale 
stehende Glieder, die sich wegen der Schiefsymmetrie wegheben. Entsprechen- 
des gilt im zweiten Fall. 

Wir beschranken uns darauf, 2%’ nach (19a) zu bilden. Dazu reicht es, 
von der Matrix a die Elemente der Dreiecksmatrix a’ mit den Eckgliedern aj), 
G9 und a, ,—, hinzuschreiben. 

Es geniigt, sich bei der Abzihlung der bei A, auftretenden Glieder a,, 
auf die A, mit i > k zu beschranken. Aus (19a) folgt aber, daB das Glied A,, 
und das symmetrisch zur Nebendiagonalen von % stehende Glied A, ~~, n—1-¢ 
die gleiche Gliederzahl ergeben. A,, ergibt mit i+ k+1<n nach (20b) 
(k + 1) Glieder. A, ,~»,,—1-, ergibt nach (20a) auch (k + 1) Glieder. Steht ein 
Element A,, entweder in der (k + 1)-ten Spalte oder (n — k)-ten Zeile von A’, 
so erhalt man (k + 1) Glieder. Steht ein Element A,, in der (k + 1)-ten Zeile 
oder (n — k)-ten Spalte von 2”, so erhalt man wegen der Symmetrie ebenfalls 
(k + 1) Glieder. Damit ist die von W. ScumxrrpierR [35] bemerkte und fiir 
Gleichungen bis zum sechsten Grade ausfiihrlich bewiesene Tatsache all- 
gemein ausgefiihrt, daB das Element A,, im ,,r-ten AuBenrahmen“ der 
Matrix 2 aus r Summanden besteht (r = 1, 2, . . .). 

Wir sagen mit ScHMEIDLER, ein Element liege im y-ten padumabene 
einer Matrix 2, wenn es in der v-ten oder n — (vy — 1)-ten Zeile bzw. Spalte und 
in der r-ten Spalte bzw. Zeile (r= v,v + 1,...,n—(v —1)) liegt, wobei die 
Zeilen- und Spaltenzahlung mit 1 beginnt. 
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Fir das Element A,,(i = k) im r-ten AuBenrahmen der Matrix % gilt nach 
(19) und (18): 


r—1 
Ay = a Gisitsk—-v 
(21) per 
Aen(— WF = 2 (aes age Se—e(— Wt Besa se aed —1**"], 
.fr= k+l, i+k+lsn 
wobei a ist, wenn i+ k+ lzagil. 


Somit kénnen die Hermiteschen Bedingungen bei komplexen Koeffi- 
zienten leicht gebildet werden. Wir erértern diese Bedingungen nun fiir den 
Fall reeller Koeffizienten. 

Bei reellen Koeffizienten und i = & folgt aus (21): 


(22a) i + k ungerade: A,,= 0 
(22b) i + k gerade: 
r—l1 
(—1* 4, = 22 (- 1)’ Ge41+-4e-, 
te peti 
ran i ee tke len’ 


Wegen (22a) lassen sich die Determinanten C,= |A,,(—1)*|?719 wie folgt 
in das Produkt zweier Determinanten zerlegen : 


(23a) - Cym—a= |Aga(—1)*RPIOF= Ags sel®ico|— Asi+r20+11Pi—o 
( ss 2 n+1 
m=1,3,..0[244)). 

(24a) Com = |A,;,(-—1)* t-j= Age axl Memo |—Asc+s.en+1 Tio 


(m= 1,2,...:/3]) 


Zur Abkiirzung schreiben wir die Zerlegungsgleichungen (23a) und (24a) 
in der Form: 


(23b) Cem-1= Com’ C.a-1 3 (C,,.= 1);m= 1, a e* A 











n+1 
2 


(24b) Con = Con *Op.ni = 1,2... [3]. 

Den Bedingungen C,> 0; v= 1,2,...,n gleichwertig sind nach (23b) und 
(24b) die Ungleichungen : 

Co.m>0;m=1,2,.. | 





ae 
2 

(25) i 
C...> 0O;m= 1, 2, * [3] ‘ 


Zwischen den Hermiteschen und Hurwitzschen Determinanten besteht der 
folgende Zusammenhang: 


C,= |Ay,(—1)* 27 t0= 2’a,H.A,-1; (Hp= 1); v= 1,2,...,0. 
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Ferner gilt : 
»— +1 
Co= \Agiexlge—o= 2"a,H,,-,;¥ = 1, 2,.. Pe g bes 


Cy= |— Agi+san+1 RL 0= 2°Hg,; » = 1, 2,. a |. 


Damit ist gezeigt, daB die Hermiteschen Bedingungen bei Voraussetzung 
reeller Koeffizienten in die Hurwitzdeterminanten iibergehen, wenn man von 
unwesentlichen Faktoren absieht. 

Man gewinnt somit aus (25) und (26) eine iibersichtliche Bildungsmethode 
fiir die Hermiteschen Stabilitatskriterien mit dem aus (21) folgenden Bildungs- 
gesetz: . 


(26) 


r—1 
(27) Ai, = 2(- I 2 (- 1)’; 414++4~» 
Setedetine © i CSET > 
cat i iet+iae ~ 


Wegen der aoe S dae Determinanten C,, und C,, geniigt die Be- 
schrankung von (27) auf i = k. 

L. Cremer [8] hat die Frage der Verringerung der Zahl der Stabilitats- 
kriterien bei Voraussetzung positiver Koeffizienten der charakteristischen 
Gleichung untersucht. Er gelangt dabei u.a. zu dem Ergebnis, daB bei 
a,> 0(v = 0,1, 2,...,) die Hurwitzdeterminanten der Nebenfolge 

H,, 8 ,~»Ha-« - - +» H(A) 
stets positiv sind, wenn dies fiir die Hauptfolge 
H,,-1; H,,-3, H,-» "7 A, [H,] 
gilt, und umgekehrt{A. T. FULLER [22] hat kiirzlich dieses Ergebnis verscharft, 
indem er gezeigt hat, daB die Positivitét nur gewisser Koeffizienten voraus- 
gesetzt zu werden braucht. 

L. CreMER hat dann bemerkt, ,,daB der Weg zu der am miihsamsten zu 
berechnenden (n — 1)-reihigen Hurwitzdeterminante ganz von selbst an allen 
Hurwitzdeterminanten von niedrigerer Stellenzahl vorbeifiihrt, mag man 
unmittelbar an ihre Ausrechnung herangehen oder den praktisch vorzuziehen- 
den Weg iiber den Routhschen Algorithmus einschlagen“. 

Die obigen Darlegungen zeigen, da8 nunmehr eine Berechnung der 
Hurwitzdeterminanten der beiden Folgen unabhangig voneinander méglich 
ist und das Ergebnis von L. CremErR praktische Bedeutung erlangt. 

Sind die Koeffizienten der charakteristischen Gleichung positiv, so sind 
nur noch die Hurwitzdeterminanten der Hauptfolge, d. h. 


Cori ¥= 1,2, ..., 5 bei geradem n 


C3 %= i ae — 
zu berechnen. 





Ein einfaches Diagonalschema zur Berechnung dieser Determinanten 
wurde an anderer Stelle mitgeteilt [12], [15], [16]. 
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Bei der Stabilitatspriifung einer Gleichung mit positiven Koeffizienten 
sind nunmehr statt je einer Determinante vom Grade 1 bis (n —1) nur noch 


je eine Determinante vom Grade 1 bis [3] zu berechnen. Es ergibt sich der 


Nachteil, daB die Elemente dieser Determinanten Koeffizientenfunktionen 
sind, die jedoch leicht zu bilden und zu berechnen sind. 


s4 

A. Hurwitz [24] hat zu Beginn seiner Arbeit ein Kriterium dafiir ange- 
geben, daB alle Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit reellen Koeffi- 
zienten in der linken Halbebene liegen. H. Brruanz [3] und E. Franx [18], [19] 
haben auf verschiedene Weise und unabhangig von der Hurwitzschen Arbeit 
das Hurwitzsche Theorem insofern erweitert, als ihre Resultate eine Abzihlung 
der in der linken und rechten Halbebene liegenden Wurzeln bei Gleichungen 
mit komplexen Koeffizienten gestatten. 

Iterationsverfahren zur Entscheidung der Frage, ob alle Wurzeln einer 
Gleichung mit komplexen Koeffizienten in der linken Halbebene liegen, 
wurden von 8. SHerman, J. pi Paota und H. F. Frissex [37] angegeben. 
Diese Methoden erscheinen besonders zweckmaBig bei Benutzung programm- 
gesteuerter elektronischer Rechenautomaten. 

K. Ta. Vanien [38] bemerkt in seiner Arbeit ,,Wurzelabzihlung bei 
Stabilitatsfragen‘‘, daB A. Hurwitz einen betrachtlichen Umweg macht, 
um zu seinem Determinantenkriterium zu gelangen, und daB er zwar ein 
Kriterium dafiir findet, daB alle Wurzeln in der linken Halbebene liegen, 
»@ber nicht, wie man wiinschen mu8, zu einer Abzihlung der Wurzeln in 
dieser Halbebene gelangt“. J. Scuur [36], der zwei auch fir komplexe Koeffi- 
zienten giiltige Kriterien angegeben hat, hebt diesen Vorzug seiner Kriterien 
gegeniiber dem von A. Hurwitz besonders hervor. Zu diesen beiden Bemer- 
kungen ist zu erwidern, daB die Arbeit von A. Hurwirz alle Voraussetzungen 
bietet, die gewiinschte Wurzelabzahlung auch fiir den Fall komplexer Koeffi- 
zienten zu gewinnen. Die Durchfiihrung des Hurwitzschen Gedankenganges 
fiir komplexe Koeffizienten fiihrt auf folgendes Ergebnis: 

Geht man von (5) mit a, = a) + ia)’ (y= 0,1,...,”) und 


i" F (— iz) = U(z) + iV (z) 


aus, wobei U(z) und V(z) Polynome in z mit reellen Koeffizienten bedeuten, 
so erhalt man 


a? 
20-7022" 
2" 
mit 
| a, = | [ai + &i-"] 
(28) (y= 0,1,...,”). 


2 . 
B, = 37 [a,i"— a, i-"] 
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Bildet man fiir y= 1, 2,...,” mit (28) 





Ao Hy Ag -s + + Agy—y 
Bo B, By. - + Bay—s 
O Go a - + + Ape 
0 Bo Bi -- + Bav—s 
(29) gal Phi 1m 
ee i 
oO... Of... K 





und verschwindet keine dieser Determinanten, so gilt der Satz: 
In der Folge 


~ 


(30) By Be 


gibt die Zahl der positiven Glieder die Zahl der Wurzeln mit negativem 
Realteil und die Zahl der negativen Glieder die Zahl der Wurzeln mit positivem 
Realteil an. 

Der letzte Teil des Hurwitzschen Beweises kann durch die bei reellen 
Koeffizienten giiltige Relation 
(29a) R,= a,H,-,H, (v=1,2,...,n) (A, =1) 
vereinfacht und wesentlich abgekiirzt werden. Abschnitt 7 der Hurwitzschen 
Abhandlung wird ganz entbehrlich. 


$5 
H. Brruarz [3] hat der Ausdehnung des Hurwitzschen Kriteriums auf 
komplexe Koeffizienten eine Arbeit gewidmet. Er geht nicht von der Arbeit 


von Hurwrrz, sondern vom zweiten Schurschen Kriterium [36] aus. Es 
lautet: 


Es sei 7 eine beliebige, fest gewahlte GroBe mit negativem Realteil. Dann 
und nur dann ist (4) ein Hurwitzpolynom, wenn bei a,+ 0 die Ungleichung 


| 
Re (=) >0 
gilt und die Gleichung des-Grades (n — 1) 


H (z) = 2-*[f(z) p(z) — F(— 2) p(z)]= 0 
mit 
P (2) = Gz — Gyn z + Gon 
und 


p(z) = doz + 449 2 + Aon 
eine Hurwitzgleichung darstellt. J ’ 
Man erhilt als notwendige. und hinreichtnde Bedingung fiir eine Murwitz- 
gleichung mit komplexen Kotffizienten n Ungleichungen. H. Brrnarz [3] 
hat nun gezeigt, daB diese Ungleichungen sich als Quotienten von Deter- 
minanten schreiben lassen, wobei die Determinanten in einfacher Weise aus 
den Koeffizienten der Gleichung zu bilden sind. 
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Nach H. BrtHanrz [3] ergibt sich bei zweckmaBiger Wahl von » fiir die 

Ungleichungen die Darstellung 

(31) Do 0, ¥=1,2,...,0 (Dem), 


ov 8 
wobei die D, die Hauptabschnittsdeterminanten vom Grad 2y der folgenden 
Matrix 





., Sy,99-1= (— $¥~-"a,-, w= 1,2,...,2n 
SS t ‘pf, 2-1 be 
(32) M = (a,,) mi G,= +8 a,, “+ 


bedeuten. Hierbei ist a; = 0, wenn i > n oder i < 0 ist. 


n 
D,(- 1) 2) ist die Resultante von f(— iz) und — i] (iz). 
Wir untersuchen nunmehr den Zusammenhang zwischen dem Bilharzschen 
Kriterium und dem auf komplexe Koeffizienten ausgedehnten Kriterium von 
Hurwitz. H. Brrwarz hat noch gezeigt, daB 


(33) D,= 2°-d, 
gilt, wobei d, die Hauptabschnittsdeterminante vom Grad 2» der Matrix M 


bedeutet : M = (a,,) mit a,= aj+ iaj’ und 


Bu a9-1™ G,—» 
nage fiir uw — » = 0 (mod 4) 


Gyev = —Ay-» 


a o—-1 = Gy» 
en wee fir 4 — » = 1 (mod 4) 


Gye = Ay-» 


By av-1 = — Bye g., 
gil , fiir uw — vy = 2 (mod 4) 


a 


‘#, 2e um? 
a a =-—a_, 
a 2 * ” fiir uw — v = 3 (mod 4) 
Ay, ev _ — Ay» 
p=1,2,...,2n 
y= 1,2,...,%. 


Multipliziert man in (29) die Zeilen r mit r = 2,3 (mod 4) und die Spalten s 
mit s = 2,4 (mod 4) mit —1, was den Wert von (29) nicht andert, so erhalt 
man die d, mit der aus (30) folgenden Erganzung, daB auch eine Wurzelabzahlung 
bewiesen ist. Es gilt also die Relation: 

R,= d,(v = 1,2,...,n). 


$6 

W. ScuMEIDLER [35] hat eine Untersuchung des Zusammenhangs der Kri- 
terien von BrLHaRz und Hermirs als wiinschenswert bezeichnet. Nachdem der 
Zusammenhang des Kriteriums von BrLHarz und des erweiterten Kriteriums 
von Hurwirz aufgezeigt ist, konnen wir uns auf eine Klérung des Zusammen- 
hangs des erweiterten Kriteriums von Hurwitz mit den Hermiteschen 
Bedingungen beschranken. Hurwitz geht von dem Polynom (5) aus. Es ist 
zweckmaBig, zum Vergleich auch das Hermitesche Kriterium fiir diese 
Schreibweise des Polynoms auszusprechen. 
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Man erhalt nach einiger Rechnung: Mit (5) und 
n 
F*(z)= > (-—1)ya,2"-" 
v=0 
bildet man entsprechend zu (17) 
F(z) F*(y)—F(y) F*(2) _ sgn tyne, 
sr 9 i,k=1 





so ist F(z)= 0 dann und nur dann Hurwitzgleichung, wenn die Hermitesche 
Form n sf 
2 Bul-U0, 
positiv definit ist. Ist der Rang der Hermiteschen Form n-und bezeichnet 
man die »-te Hauptabschnittsdeterminante mit B,, so gilt: 
In der Folge p, 2 B, 
eB Boa 
gibt die Anzahi der positiven Glieder die Zahl der Wurzeln mit negativem 
Realteil, die Zahl der negativen Glieder die Anzahl der Wurzeln mit positivem 
Realteil an. Dabei gilt mit (18): 
By, =4y~-1,4 + Me-ae41 + ° °° 

oder 

Byy = O-3,4 + G%-ansit**'- 
Das Endglied lautet in beiden Fallen: 

Gj sx-1-n,n Wennt+k—-l2n 

Qise-1 Wenni+k-—lsn. 
Bei Hermire ist B, von der Ordnung v. Bei Hurwrrz aber ist R, von der 
Ordnung 2». Wir werden zuniachst zu den R, gleichwertige Determinanten R* 
von der Ordnung » bilden und dann zeigen, daB 2°R* = B, ist. 

Bildet man mit i*F(— iz) = U(z) + iV (z) 


U(2) Viyy—Uy) Viz) _ SB pnt yn 
“FF i,F=1 ” 


so gilt fiir die R;, die Darstellung: 


Rix= Te-1,0+ Te-2,8414 °° * 





oder 
Rye= 1-14 Ni-aesit*'s 
wobei das Endglied in beiden Fallen lautet: 
Tesk-1-an Wen t+k-—loan 
Toise-1 Wenni+k-—lsn. 


Es ist: 
Tin = %By— OB; 
und mit 
Ry... Ry 
(34) Rt= 








ie a | i 
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gilt 

Rt= 2~B, (w= 1,2,...,m). 
Nach einer SchluBweise von E. Nerro [28] ist namlich R*= R,, so daB noch 
der Zusammenhang der R* mit den B, zu untersuchen bleibt. Es ergibt sich: 


1, 
Tye= ttt as, 


und _— 
R;, - 2° B;, . 

Multiplizieren wir in (34) die k-te Spalte (k= 1,2,...,¥) mit i*-' und die 
j-te Zeile mit i'-/(j = 1,2,...,¥), so bleibt R¥ unverandert, und R,, geht 


Pts: a 
in = By(—1)* tiber: 
se a a, ‘ , 1 ‘ 1 
R,,t*-18-? = g vt 8 5B, = = B= =e Bix(- 1)*. 


Es gilt somit: R*= 2-*B,. Die Hurwitzschen und Hermiteschen Bedingungen 
fiir Gleichungen mit komplexen Koeffizienten stimmen also bis auf positive 
Faktoren iiberein. . 

M. Fustwara [21] hat bemerkt, daB die Hermiteschen Bedingungen 
im Falle reeller Koeffizienten in die Bedingungen von: Litnarp-Currart [26] 
iibergehen. Die Aquivalenz des Kriteriums von Lifwarp-Curpart mit dem 
von Hurwitz fir reelle Koeffizienten hat M. Fustwara [20] bereits gezeigt. 
Sein Ergebnis ist also in dem hier mitgeteilten als Sonderfall erithalten. 


§7 

Nachdem der Zusammenhang der Kriterien von H. BrHarz und Cu. Her- 
MITE iiber das als Zwischenglied benutzte erweiterte Kriterium von A. Hur- 
witz aufgezeigt ist, wird nun der Zusammenhang der beiden Koeffizienten- 
bedingungen direkt nachgewiesen. 

Wir gehen von den Bilharzschen Bedingungen aus. Wir multiplizieren in 
den Hauptabschnittsdeterminanten D, (r= 1, 2, . . ., m) von (32) die v-te Zeile 
mit i*-1(y= 1,2,...,2r), die (2s —1)-te Spalte mit i?-* und die 2s-te Spalte 
mit i!-*(g = 1,2, ..., r). Dabei geht D, in D, tiber, und es gilt: 

(35) * D,= irr+D,. , 
Die D, sind die 2r-reihigen Hauptabschnittsdeterminanten der folgenden 
wait R= (@,,) mit 
tk 
Gy, 29-1 = Ay-» (v= 1,2,...,m) 
Ge, = (-l1}-’ Z,-, (w= 1,2,..., 2m). 


Dabei ist a,= 0, wenn i > n oder i <0 ist. D,(- 1)| . ist die Resultante 
von f(z) und f(— z). 

Die Determinanten D,(r = 1,2,...,n) kénnen auch wie die Bézoutsche 
Form der Resultante von /(z) und /(—z) gebildet werden: 





Hai—w—tw—2) _ "5" 4, aye, 
ijk=0 


z—y 
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Dabei gilt D,=(—1)'|A,,\742- 9 und wegen (35) folgt 
D, = #¢+9 |A,,\77'-0- 
Nach HermirsE sind die Determinanten 
A, = |Aj,(—1)*| F¥-0 = lAcalia'- 0° + 
zu betrachten. Damit ergibt sich A,= D, und die Ubereinstimmung der 
Bedingungen von BrLHarz und HERMITE. 


§8 

Wir kniipfen abschlieBend noch einmal an den Paragraphen 4 an. Mit 
Hilfe eines Satzes von W. Scuerpner [34] und M. Norruer [29] beweist 
man leicht folgendes Theorem: 

Notwendig und hinreichend dafiir, daB die Gleichung F(z)=0 [genau] 
v Wurzeln besitzt, die symmetrisch zur imaginiren Achse liegen, sind die Be- 
dingungen: 

R, oe R,-; te fake R,- 6-1 = 0; (R,-. + 0, R, = 1). 
Dabei heiBen Wurzeln symmetrisch zur imaginiren Achse, wenn sie entweder auf 
der imaginiren Achse liegen oder sich in elementfremde Paare zusammenfassen 
lassen, deren Elemente sich nur im Vorzeichen des Realieils unterscheiden. 

Beschrinkt man sich nun auf reelle Koeffizienten und beriicksichtigt die 
Beziehung (29a), so folgt der Satz: 

Notwendig und hinreichend dafiir, daB F(z) = 0 [genau] v Wurzeln besitzt, 
die symmetrisch zum Nullpunkt liegen, ist, daB in jeder der folgenden Zeilen 

HA, H,—1 

A,-1 A, 

A, w—a H,o—y» 

A,—~—» 
wenigstens eine der Hurwitzdeterminanten verschwindet [und H,_, und H,,- +1 
ungleich Null sind (H,= 1; H_,= a,~)]. 

Bezeichnet man die Wurzeln von F(z) = 0 mit z,,2,,...,2,, so folgert 
man aus dem letzten Satz bei beliebiger Numerierung der Wurz-ln die folgen- 
den Darstellungen fiir die Hurwitzdeterminanten: 

FF] [=] 
(36) Ay—@-y = 3) 2ax-1 Yr 2e-1 + ~, 2x Yr,ek-1° 


Die y,,, sind Funktionen der Wurzeln, und es gilt y,, .;—,+0 fiir z,.,-,;= — 2», 
mit k+ i(i= J. Pee (51) . Ferner enthalt y,, keine der Summen 
Zap-at 2 fir E= 1,2,..., [3 als Faktor. 

Fir H,,_.,, gilt auch die Darstellung 


m+1 
(36a) Ay-om = ~, (2x-1 + Zax) Pox-1, 
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wobei die ®,,_,(¢= 1,2,...,m+ 1) Funktionen der Wurzeln bezeichnen, 
die fir alle i + k die Summe z,,_, + 2, nicht als Faktor enthalten. 

Diese Darstellungen der Hurwitzdeterminanten, die einen gewissen der 
Wurzeldarstellung von OrLanpo [30] fiir H,_, vergleichbaren AufschluB 
tiber die Struktur der Hurwitzdeterminanten in bezug auf den Aufbau aus 
den Gleichungswurzeln vermitteln, und der letzte Satz fihren unmittelbar zu 
dem folgenden Ergebnis: 

Notwendig und hinreichend dafiir, dap (genau) » Wurzeln der Gleichung 
F(z) = 0 symmetrisch zum Nullpunkt liegen, sind die folgenden Bedingungen: 


H,= H,-,= +>: = H,-,+,:= 9; (H,-,° A,-@+y* 9). 


Dieses Ergebnis gestattet, die Bedingungen (11) durch Hurwitzdeter- 
minanten zu ersetzen. 

An anderer Stelle [6] wurde bereits der Sonderfall mitgeteilt, daB die 2k 
obersten Hurwitzdeterminanten verschwinden, wenn F(z) = 0 k rein imaginare 
Wurzelpaare besitzt. 

Man gelangt noch zu folgendem Koppelungsgesetz fiir das Verschwinden 
der Hurwitzdeterminanten der Haupt- und Nebenfolge: 


Verschwinden die r obersten Hurwitzdeterminanten der Hauptfolge 
H,-1,; H,-s, H,,-5, o0 A, ~ (27-1) , 
so verschwinden auch die r obersten Hurwitzdeterminanten der Nebenfolge 
Hi, Hy~» H,~4, dete. A, ~ (27-2) ° 


Die Umkehrung gilt ohne Einschriinkung, wenn man noch a,,+0 voraussetzt. 
Verschwindet aber das Absolutglied, so kann nur das Verschwinden von H,,- (2,~1) 
nicht gefolgert werden. 
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Uber kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeiten 


Von 


WILHELM KLINGENBERG in Gottingen 


Kurt REIDEMEISTER zum 65. Geburtstag gewidmet 


0. Zusammenfassung der Ergebnisse 


0.0. Wir hatten in einer fritheren Note [5}') kompakte Riemannsche 
Mannigfaltigkeiten betrachtet und dabei insbesondere nach Folgerungen 
gefragt, die sich aus einer Information iiber den Wertebereich der Riemann- 
schen Kriimmung?) der Mannigfaltigkeit ziehen lassen. In dieser Note wollen 
wir diese Untersuchungen fortsetzen, und zwar ohne die in [5] haufig ge- 
machte Einschrankung, daB die Dimension der Mannigfaltigkeit gerade ist, 
und in den Abschnitten 1 und 3 auch ohne die Voraussetzung, daB die Werte 
der Riemannschen Kriimmung positiv sind. Der Einfachheit halber beschran- 
ken wir uns wiederum auf Mannigfaltigkeiten der Klasse C”. 

Zunachst erinneren wir daran, daB fir eine beliebige kompakte Riemannsche 
Mannigfaltigkeit M zu jedem Punkt p der Schnittort C(p) von p folgender- 
maBen erklart ist, vgl. [5] und WuirEHEaD [12]: C(p) ist das Komplement 
(in M) zu der Menge derjenigen Punkte r ¢ M, fiir die eine Umgebung existiert, 
in der jeder Punkt r’ dieser Umgebung durch genau ein geodatisches Segment pr’ 
der Lange d(p,r’) (das ist der Abstand zwischen p und r’) mit p verbunden 
werden kann. 

C(p) laBt sich auch auf folgende Weise kennzeichnen: Da M kompakt 
ist, gibt es auf jedem von p ausgehenden geodatischen Strahl G genau einen 
Punkt q mit folgender Eigenschaft: Fiir jeden Punkt r ¢ G, der vor g gelegen 
ist, ist das Segment pr von G die einzige kiirzeste Verbindung von p mit r, 
wahrend dies fiir keinen Punkt von G hinter q richtig ist; C(p) ist die Menge 
dieser Punkte g fiir alle geodatischen Strahlen G, die von p ausgehen. 

Wenn wir fiir eine von hinten gegen den Punkt q ¢ C(p) konvergierende 
Folge von Punkten auf G die geodatischen Verbindungssegmente mit dem 
Punkt p betrachten, so erkennen wir: Der Punkt g ¢ C(p) ist entweder kon- 
jugiert zu p auf G, oder es gibt zwei verschiedene geodatische Segmente der 
Lange d(p, q), die p mit q verbinden; beide Méglichkeiten kénnen gleichzeitig 
eintreten, wie das Beispiel der Sphire mit der gew6hnlichen Metrik zeigt. 
- deutungen findet sich in [4). 








1) Eine Voranzeige der Ergebnisse von [5] mit Bewei 


2) In der angelsichsischen Literatur heiBt die Riemannsche Kriimmung einer 
Riemannschen Mannigfaltigkeit “sectional curvature” ; CarTan [2], p. 195 spricht einfach 
von “courbure riemannienne”. Im Falle dim (M) = 2 handelt es sich um die GauBsche 
Kriimmung. 
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0.1. In Abschnitt 1 beweisen wir das 

Theorem 1. Sei M eine kompakte, einfach zusammenhingende Riemannsche 
Mannigfaltigkeit. Dann gibt es, jedenfalls fiir dim (M) = 2, fiir jeden Punkt p¢ M, 
auf dem Schnittort C(p) von p einen Punkt, der beziiglich eines minimalen, 
von p ausgehenden geodiitischen Segments konjugiert ist zu p (Vgl. MyErs [8a)}). 

Bemerkung. Der einfache Zusammenhang von WM ist eine wesentliche 
Voraussetzung, wie das Beispiel des Torus und des elliptischen Raumes zeigt. 

Aus diesem Theorem 148t sich nun leicht eine bemerkenswerte Folgerung 
ziehen. Sei namlich L > 0 eine obere Schranke fiir die Werte der Riemann- 
schen Kriimmung K von M. Dann folgt nach einem klassischen Satz von Mor- 
se [6] und ScHoENBERG [11], daB ein Punkt g, der auf einem von einem 
Punkt ausgehenden Strahl G konjugiert ist zu p, wenigstens den Abstand 
n|VL von p besitzt, gemessen auf G. Wenn nun q auf dem Schnittort C(p) 
von p gelegen ist, so ist die Lange des Segments pq auf G gleich dem Abstand 
d(p, q) von p und q,,das heiBt, es gilt d(p,q) = 2//L. Damit ergibt sich aus 
Theorem | das 

Theorem 2. Sei M eine einfach zusammenhangende kompakte Riemannsche 
Mannigfaltigkeit. Wenn L > 0 eine obere Schranke fiir ‘die Werte der Riemann- 
schen Kriimmung K auf M ist, und wenn dim(M)= 2 oder wenn M die in 
Theorem 1 genannte Eigenschaft besiizt, so gibt es zu jedem Punkt p « M einen 
Punkt q ¢ M, der wenigstens den Abstand x|\L von p besitzt. Insbesondere ist 
also x// L eine untere Schranke fiir den Durchmesser von M. 

Bemerkungen. 1. Der einfache Zusammenhang von MM ist offenbar eine 
wesentliche Voraussetzung. 

2. Die angegebene Schranke fiir den Durchmesser ist die bestmégliche, 
wie das Beispiel der Sphare mit der konstanten Riemannschen Kriimmung L zeigt. 

3. Wir bemerken ausdriicklich, daB unter den angegebenen Voraussetzungen 
die Riemannsche Kriimmung K auch negative Werte annehmen kann; aller- 
dings miissen positive ‘Werte fiir K vorkommen, wie sich aus einem klassi- 
schen Satz von HapamarpD [3] und Cartan [2] ergibt. 

4. Unter den Voraussetzungen dim (M) gerade und K strikt positiv hatten 
wir Theorem 2 schon in [5], Theorem 1, als Folgerung aus einem weiterreichen- 
den Ergebnis hergeleitet. Unter diesen Vorayssetzungen findet sich dieses 
Ergebnis auch schon angekiindigt bei Muro [7]. Fiir den Spezialfall 
dim(M)= 2, K strikt positiv ist Theorem 2 von PocorEeLov [9] bewiesen. 

5. Theorem 2 ist ein Gegenstiick zu folgendem klassischen Satz von 
Bonnet [1] und Myers [8]: Ist H eine positive untere Schranke fiir die Werte 
der Kriimmung K auf einer kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit M, 
8o ist nl/VH eine obere Schranke fiir den Durchmesser d(M) von M*). Damit 
ergibt sich folgendes 


Korollar. Geniigt die Kriimmung K einer einfach zusammenhiingenden 
Riemannschen Mannigfaltigkeit M den Ungleichungen 


(1) O0<H<K<L 


3) Hier braucht man also nicht vorauszusetzen, daB M einfach zusammenhangend ist. 
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so gentigt der Durchmesser d(M) von M, jedenfalls fiir dim(M) gerade, den Un- 
gleichungen 

(2) nlVL < d(M)<x/VH. 

_ 0.2. In Teil 2 bringen wir unter Voraussetzung von Theorem 2 eine Ver- 
scharfung des Spharentheorems von Ravcu [10]. Wir hatten schon in [5] eine , 
Verscharfung dieses Spharentheorems fiir den Fall dim(M) gerade gebracht, 
mit einem Beweis, der einfacher und durchsichtiger erscheint als der ur- 
spriingliche Beweis von Ravcu. Der Beweis des folgenden Theorems, der 
auch den Fall dim(M) ungerade einschlieBt, ist jenem vereinfachten Beweis 
nachgebildet. 

Theorem 3. Sei M eine einfach zu enhiingende kompakte Riemannsche 
Mannigfaltigkeit. Wenn die Riemannsche Kriimmung K von M den Ungleichungen 
(3) O0<AL<KeL 

‘geniigt*), wobei L eine positive Konstante ist und h = 0,66 ... die Lésung der 
Gleichung sinx V/h = (2/3)//h, und wenn M die in Theorem 2 formulierte Eigen- 
schaft hat, so ist M homeomorph zur Sphére. 

Wenn dim(M) gerade ist, so gilt die Behauptung unter der einzigen 
Voraussetzung, dap h= 0,54... die Lésung der Gleichung sin x/h = V/h ist.5). « 

Bemerkungen. 1. Ravucu [10] hatte das vorstehende Theorem unter der 
Voraussetzung bewiesen, daB Ah = 0,74... die Lésung der Gleichung. 
sina V/h = (1/2)/h ist. 

2. Es ist nicht bekannt, ob man die’ Konstante h in dem vorstehenden 
Theorem noch weiter verkleinern kann. Alles, was man weiB, ist, daB fir 
dim (M) gerade h > 0,25 sein muB, da mit einem h < 0,25 auch der komplexe 
projektive Raum mit der gewdhnlichen Metrik die Voraussetzungen des 
Theorems erfillt, und dieser Raum ist fir Dimensionen >2 nicht-homeomorph 
zur Sphare*). 

3. Fir den Fall dim(M) = 2 braucht statt (3) nur 0 < K vorausgesetzt 
zu werden. Das ist der Inhalt des klassischen Satzés von Bonnet [1]. 

Der Beweis von Theorem 3 stiitzt sich, ahnlich wie in [5] fir gerad- 
dimensionale Mannigfaltigkeiten, auf eine Abschitzung fir den Abstand 
d(p,C(p)) zwischen einem Punkt p und seinem Schnittort C(p). In [5] hatten 
wir fiir dim (M) gerade allein schon aus der Voraussetzung 0 < K < L, L eine 
positive Konstante, die Abschatzung d(p,C(p)) =2/\/L hergeleitet, voraus- 
gesetzt natiirlich, daB M kompakt ist und einfach zusammenhingt. Es ist 
uns nicht gelungen, diese gute Abschatzung (es ist eine optimale Abschatzung, 
wie das Beispiel der Sphare mit der konstanten Riemannschen Kriimmung L 
zeigt) auf den Fall dim(M) ungerade zu iibertragen, obgleich zu vermuten 
ist, daB sie gilt. Es gelang uns vielmehr nur, unter den angegebenen Vor- 
aussetzungen die Beziehung d(p,C(p)) > (52/6)///L zu beweisen. 

*) Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit min(K): max(K) >h. Man weiB, dab 
im Falle min(K) : max(K) = 1 M isometrisch zur Sphare ist. 

5) Dieser letzte Teil des Theorems war bewiesen in [5], Theorem 2. 


*) M. Bercer hat in C. R. Acad. Sci. Paris 247, 1165—1168 (1958) unter anderem 
bewiesen: Falls dim(M) gerade und in (3) h = 0,25 ist, so ist M eine Homologiesphare. 
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0.3. In Abschnitt 3 beweisen wir zwei Sitze, die nicht mit dem Vorangehen- 
den in unmittelbarem Zusammenhang stehen, die aber fiir eine weitere 
Strukturuntersuchung kompakter Riemannscher Mannigfaltigkeiten vielleicht 
von Bedeutung sind. 

Theorem 4. Sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und sei T 
das Tangentialbiindel iiber M. Jedem Element von T, d.h., jedem tangentialen 
Einheitsvektor t mit Basispunkt p¢ M ist derjenige Punkt q ¢ M zugeordnet, 
in welchem der von p in Richtung t ausgehende geodiitische Strahl den Schnitt- 
ort C(p) von p das erste Mal trifft. Behauptung: Diese Abbildung von T auf M 
ist stetig. 

Korollar 1. Der Schnittort C(p) eines Punktes p¢ M ist stetiges Bild der 
Richtungssphdre von p. 

Korollar 2. Der Abstand d(p,C(p)) zwischen einem Punkt p und seinem 
Schnittort C (p) ist eine stetige Funktion von p. 

Theorem 5. Set M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Jedem 
Punkt p € M ist sein Schaittort C (p) zugeordnet. Andererseits ist der Durchschnitt 
der Schnittérter C(q) aller Punkte q¢C(p) gerade der Punkt p, d.h., C(p) 
bestimmt seinerseits p. 

Bemerkung. Im Falle des elliptischen Raumes ist die vorstehend beschrie- 
bene eindeutige Zuordnung zwischen p und C(p) nichts anderes als die in 
diesem Raum erklarte Polaritaét. Diese Zuordnung 14Bt sich also als. eine 
verallgemeinerte Polaritét zwischen der Menge der Punkte und der Menge 
der Schnittérter einer beliebigen kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit 
interpretieren. 

0.4’.) Ergainzend bemerken wir noch, daB sich der Beweis von Theorem 1 
auch auf vollstandige Mannigfaltigkeiten ibertragen l48t. Man erhalt damit 
folgende Verallgemeinerung von Theorem 1 (eine kompakte Mannigfaltigkeit 
ist ja auch vollstandig!): 

Theorem 1*. Sei M eine volistiindige, einfach zu hiingende Riemann- 
sche Mannigfaltigkeit. Falls dann, fiir einen Punkt p von M, der Schnittort C (p) 
nicht leer ist, so enthélt, jedenfalls fiir dim(M) = 2, C(p) einen Punkt, der be- 
ztiglich eines minimalen, von p ausgehenden geodétischen Segments konjugiert 
ist zu p. 

Hieraus folgt, wie schon gesagt, Theorem 1. Wir erhalten hieraus, jedenfalls 
fiir dim(M) = 2, aber auch unmittelbar das folgende klassische Resultat: 

Korollar (Hapamarp [3] und Carran [2]). Hine vollstindige, einfach 
zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit, deren Kriimmung K iiber- 
all < 0 ist, ist diffeomorph zum euklidischen Raum. 

Denn wegen K < 0 besitzt ein Punkt p auf M keine konjugierten Punkte 
auf M, also ist C(p) leer. 





1, Beweis der Theoreme 1 und 2 . 
1.1. Die Struktur des Schnittorts, falls er keine konjugierten Punkte enthilt. 
- Im diesem Falle besitzt jeder Punkt qg des Schnittorts C(p) eines Punktes p 
7) Zusatz vom 12. Januar 1959. 
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wenigstens zwei minimale geodatische Verbindungssegmente mit p, héchstens 
jedoch endlich viele. Wir nennen die Anzahl der minimalen geoditischen 
Verbindungssegmente zwischen g und p die Ordnung von q. 

Sei o ein minimales geoditisches Segment von p nach q¢C(p). Da q 
nicht konjugiert ist zu p beziiglich o, bilden die Endpunkte der von p aus- 
gehenden und zu o geniigend benachbarten geoditischen Segmente derselben 
Lange wie o eine Hyperfliche, deren Tangentialhyperebene in q orthogonal 
ist zu Tangente an o in g. Hieraus erkennen wir: Falls g ¢ C(p) die Ordnung 2 
hat, so haben auch alle zug geniigend benachbarten Punkte von C(p) die 
Ordnung 2. Falls dagegen-q¢ C(p) eine héhere Ordnung besitzt, so gibt es 
in jeder Umgebung von g Punkte von C(p), die nur die Ordnung 2 haben. 

Damit kénnen wir die betrachtete Riemannsche Mannigfaltigkeit M, 
jedenfalls als topologische Mannigfaltigkeit, darstellen durch die Einheits- 
kugel B, im Tangentialraum von p, auf deren Randsphare S, (das ist die 
Richtungssphare in p) eine Zelleneinteilung gegeben ist sowie eine Identi- 
fikation der Punkte dieser Zellen. Und zwar wird das Innere der Zellen maxi- 
maler Dimension (also der Kodimension 1 beziiglich B,) gegeben durch die- 
jenigen Richtungen, fiir die der in dieser Richtung von p ausgehende geo- 
datische Strahl (kurz der zur Richtung gehérige Strahl genannt) C(p) in 
einem Punkt der Ordnung 2 trifft, und zu identifiziéren sind diejenigen 
Richtungen, deren zugehérige Strahlen den Schnittort C(p) (das erste Mal) 
in demselben Punkt treffen. 

1.2. Beweis von Theorem 1. Wir nehmen an, daB es, unter den Voraus- 
setzungen von Theorem 1, einen Punkt p ¢ M gibt, fiir den der Schnittort C(p) 
keinen, beziiglich eines minimalen geoditischen Verbindungssegments, zu p 
konjugierten Punkt enthalt. Dann kénnen wir, wie in 1.1 ausgefihrt, M, als 
topologische Mannigfaltigkeit, reprasentieren durch die Einheitskugel K, im 
Tangentialraum von p, auf deren Rand S, eine Zelleneinteilung der Ko- 
dimension | sowie eine Identifikation 2 der Punkte dieser Zellen gegeben ist, 
unter der ein innerer Punkt einer Zelle der Kodimension-1 mit genau einem 
weiteren Punkt einer anderen Zelle der Kodimension 1 zu identifizieren ist. 

Seien nun g und q’ zwei verschiedene Punkte auf S,, die dasselbe Bild 
unter z besitzen, jedoch mit keinem weiteren Punkt von S, zu identifizieren 
sind. Wir verbinden q und q’ durch eine auf 8, gelegene Kurve y. Falls 
dim(M) = 2, also S, ein Kreis, so kénnen wir y so wahlen, daB y mit einem 
Punkt s auch jeden anderen Punkt s’ mit 2(s) = 2(s’) enthalt. Dann gibt es 
aber einen Punkt r auf y so, daB in jeder Umgebung von r Paare von (wiederum 
auf S, gelegenen) Punkten zu identifizieren sind, das heiBt, in jeder Umgebung 
des zur Richtung r gehérigen von p ausgehenden geodatischen Strahls gibt es 
Paare von (von p ausgehenden) geodatischen Strahlen, deren Treffpunkte mit 
C(p) tibereinstimmen, vgl. Myrrs [8a]. Dann ist aber der Treffpunkt des zur 
Richtung r gehérigen Strahls mit C(p) konjugiert zu p beziiglich dieses Strahls. 
Damit ist Theorem 1 bewiesen. ~ 

Bemerkung. Auf eine Ubertragung der vorstehenden topologischen Schliisse 
auf den Fall dim(M) > 2, bei der die Besonderheiten der vorliegenden 
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Darstellung der Mannigfaltigkeit M als eine Kugel mit Randidentifizierungen eine 
Rolle spielen, gedenken wir, zusammen mit einem ins Einzelne gehenden 
Beweis des hier nur angekiindigten Theorems 1*, in einer nachfolgenden 
Arbeit einzugehen. 

1.3. Beweis von Theorem 2. Die Behauptung folgt, wie schon in 0.1. 
angedeutet, unmittelbar aus Theorem 1 und dem Vergleichssatz von MorsE 
und ScHOENBERG. 


2. Beweis von Theorem 3 

2.1. Es geniigt, das Theorem 3 fiir den Fall L= 1 zu beweisen, da sich 
der allgemeine Fall durch eine MaSstabsinderung auf M stets auf diesen 
Fall zurickfiihren laBt. 

Wir betrachten also eine einfach zusammenhingende, kompakte Rie- 
mannsche Mannigfaltigkeit M, fiir die die Werte der Kriimmung K den 
Ungleichungen 
(4) 0<A< Kal 


geniigen*), wo h = 0,66... die Lésung der Gleichung sina /h = (2/3) Vh ist. 
Ferner gebe es zu jedem Punkt p¢ M einen Punkt q¢ M mit d(p,q)= 2. 
Zunachst beweisen wir den 

Satz 1. Unter den angegebenen Voraussetzungen gilt fiir den Abstand d(p,C (p)) 
eines Punktes p von seinem Schnittort C(p) die Beziehung 
(5) d(p,C(p)) > 5 2/6 

Beweis. Der Abstand d(p,C (p)) eines Punktes p von seinem Schnittort C (p) 
ist eine stetige Funktion von p, vgl. Korollar 2 zu Theorem 4. In [5], Lemma 3, 
hatten wir schon gezeigt, daB d(p,C(p)) unterhalb stetig ist, und auch schon 
aus dieser Tatsache folgt: Es gibt auf der kompakten Mannigfaltigkeit M 
einen Punkt p, fiir den d(p,C(p)) ein Minimum wird. Wir bezeichnen dieses 
Minimum mit d. 

Wir brauchen nur den Fall zu betrachten, daB dieses Minimum < z ist. 
Dann wissen wir aus [5], Lemma 1, daB der Punkt p Anfangs- und Endpunkt 
eines geschlossenen geodatischen Segments y der Lange 2d ist, welches auch 
in p keine Ecke hat. Der p auf y gegeniiberliegende Punkt g gehért zu C(p); 
er hat unter den auf C(p) gelegenen Punkten den minimalen Abstand d von p. 

Fir den Beweis des Satzes geniigt es, wenn wir unter diesen Gegebenheiten 
folgende Faille zu einem Widerspruch fihren: 


(6) Fall A: a[2<d<s 52/6 
(7) Fall B, (n ganz und = 1): a/(2n + 1)<d<a/2n 
(8) Fall C,, (n ganz und = 2): a/2n <d<a/(2n — 1) 


Zu Fall A. Nach Voraussetzung gibt es einen Punkt r¢ M, der vom 
Punkt p ¢ M den Abstand z hat. Sei pr ein p mit r verbindendes Segment 
der Lange a. Unter den beiden Richtungen des geschlossenen Segments y 
in p gibt es eine, die mit der Anfangsrichtung von pr in p einen Winkel < x/2 
bildet. In dieser Richtung tragen wir auf y die Strecke z ab. Der so erhaltene 
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Punkt s auf y hat wegen (6) den Abstand 2d — x von p. Wir haben also die 
Beziehungen 

(9) 2a — 2d= a — (2d — x) = d(p,r) — d(p,s) < d(r,s) 

Die Punkte s und r liegen auf zwei von p ausgehenden geodatischen Segmenten 
der Lange x, die bei p einen Winkel < 2/2 bilden. Nach dem Vergleichssatz 
von Ravucu (Ravcu [10], Theorem 2; auch bewiesen in [5], Proposition 1) 
ergibt sich fiir d(r,s) auf Grund von (4) die Abschitzung 

(10) d(r,s) < (x/2yh ) sina Yh = 2/3. 

Aus (9) und (10) folgt jedoch d > 52/6, ein Widerspruch zu (6). Damit ist 
Fall A ausgeschlossen. 

Zu Fall B,, n ganz und = 1. Wie im Fall A sei r ein Punkt im Abstand x 
von p und pr ein p mit r verbindendes Segment der Lange x. Wie in Fall A 
tragen wir auf y von p aus in derjenigen Richtung, die mit pr einen Winkel <2/2 
bildet, die Strecke 2 ab. Der so gewonnene Punkt s auf y hat wegen (7) den 
Abstand 2 — 2nd von p. Damit erhalten wir unter Verwendung von Ravcus 
Vergleichssatz (10) die Beziehung 


2nd =x — (x — 2nd) = d(p,s) — d(p,r)< d(r,s)< 2/3 


Dies ist jedoch ein Widerspruch zu (7). 

Zu Fall C,, n ganz und = 2. Wie oben wiahlen wir einen Punkt r ¢ M und 
einen Punkt s auf y. Wegen (8) ist d(p,s)= 2nd — x. Damit erhalten wir 
wie oben 


2a — 2nd = x — (2nd — x) = d(p,s) — d(p,r) < d(r,s) < 2/3, 


ein Widerspruch zu (8). 
Damit ist Satz 1 bewiesen. 

2.2. Wir setzen den Beweis von Theorem 3 fort. Nach wie vor sollen die 
am Eingang dieses Abschnitts gemachten Voraussetzungen gelten®). 

Da M kompakt ist, gibt es eine untere Schranke H > h fiir die Werte 
von K auf M, d. h. auf Grund von (4) 


(11) 0<A< HE Ks 1 


Hieraus folgt (7/H) sinzVH <(x/Vh ) sinayh = 22/3. Es gibt also eine Zahl 9 
mit 
(12) (12/33) 2/H < (x/VH) sinoyH < 2 0/3 < 22/3 

Wir halten o fiir den Rest dieses Abschnitts fest. Ferner wahlen wir fir 
den Rest des Abschnitts zwei Punkte p und g vom Abstand o < 2 auf M; 
nach Voraussetzung gibt es solche Punkte. 

Wegen Satz 1 ist der Schnittort C(p) des Punktes p um mehr als 5/6 > 50/6 
von p entfernt. Die Menge B(5 0/6) der Punkte von M mit einem Abstand 
< 5 0/6 von p ist also diffeomorph zur offenen Kugel und der Rand S(5 0/6) 
von B(5 0/6) ist diffeomorph zur Sphare im Tangentialraum M, von p¢ M. 
Satz 2. Die Punkte von S(5 0/6) haben einen Abstand < 5 0/6 < 52/6 vom 
Punkte q. 
~~ *) Die folgenden Uberlegungen dieses Abschnitts entsprechen dem § 4 der Arbeit [5]. 











358 WILHELM KLINGENBERG: 

Beweis. Sei S(o) die Menge derjenigen Punkte von M, die wir erhalten, 
wenn wir auf jedem geodatischen Strahl von p aus die Strecke o abtragen. 
Offenbar gehért g zu S(o). Nach dem Vergleichssatz von Ravcu |. c. ist der 
Abstand des Punktes g ¢ S(g) von einem anderen Punkt von S(g) < (2///H) 
sing H < 20/3. Andererseits hat ein Punkt von S(59/6) einen Abstand < 0/6 
von einem Punkt von S(g), also hat ein Punkt von S(59/6) einen Abstand 
< 0/6 + 20/3 = 50/6 von gq. 

Satz 3. Der Schnittort C(q) des Punktes q liegt ganz in B(50/6). 

Beweis. Der von q ausgehende und durch p laufende geodatische Strahl 
trifft den Rand S(5 0/6) von B(50/6) erst wieder in einer Entfernung 0 + 59/6 
= 1109/6 von g, gemessen auf dem Strahl. Diese Zahl ist nach (12) gréBer 
als die obere Schranke 2/|/H fiir den Durchmesser von M. Der Strahl trifft 
also den Schnittort C(q) von g innerhalb von B(50/6). Andererseits trifft kein 
Punkt von C(q) den Rand S(50/6) von B(50/6), da die Punkte von S(50/6) 
gemaB Satz 2 um weniger als 50/6 < 52/6 von q entfernt sind, wihrend nach 
Satz 1 C(q) mindestens den Abstand 52/6 von q besitzt. Da C(q) als stetiges 
Bild der Richtungssphaére durch gq (vgl. hierzu Korollar 1 zu Theorem 4) 
zusammenhangend ist, gehdrt C (q) ganz zu B(50/6). 

Satz 4. Jeder Punkt von M — B(50/6) hat einen Abstand < 50/6 von q. 

Beweis. Angenommen, es gabe einen Punkt s in M — B(5o/6), der einen 
Abstand => 50/6 von q hat. Nach Satz 3 gehdrt s nicht zu C(q), es gibt also 
ein wohlbestimmtes geodiatisches Segment gs der Lange d(s,q) => 50/6, das q 
mit s verbindet. gs ist Teil eines von g ausgehenden geodatischen Strahles G. 
Sei r der erste Treffpunkt von G mit C(q). Nach Satz 3 gehért r zu B(50/6), 
es gibt also auf G einen letzten Punkt ¢ vor r, in welchem G den Rand S (59/6) 
von B(5o/6) trifft. s liegt damit auf dem Segment gt, das nach Satz 2 eine 
Lange < 50/6 hat, ein Widerspruch. 

Satz 5. Auf jedem von p ausgehenden geodiitischen Segment der Liinge 50/6 
gibt es genau einen Punkt m, der den gleichen Abstand < 50/6 von p und von q 
hat. Indem man in den vorstehenden Uberlegungen die Rollen von p und q ver- 
tauscht, ergibt sich: Auf jedem von q ausgehenden geodiitischen Segment der 
Linge 50/6 gibt es genau einen Punkt n, der den gleichen Abstand < 50/6 von p 
und von q hat. 

Beweis. Sei ps ein von p ausgehendes Segment der Lange 5 0/6. Wenn 
ein Punkt r entlang ps von p nach s lauft, waichst der Abstand d(p,r) von 0 
bis 50/6. Andererseits gilt d(q,r) = o fiir r= p und nach Satz 2 d(q,r) < 50/6 
fiir r= s € 8(50/6). Es gibt also wenigstens einen Punkt m zwischen p und s 
auf ps mit d(p,m) = d(q,m) < 50/6. Angenommen, es giibe noch einen zweiten 
Punkt m’ mit dieser Eigenschaft auf ps. Wir kénnen annehmen, daB m 
zwischen p und m’ gelegen ist. Dann haben wir d(q,m’) = d(p,m’) = d(p,m) + 
+ d(m,m’) = d(q,m) + d(m,m’). Das steht aber im Widerspruch zu der Tat- 
sache, daB g,m,m’ Punkte eines eigentlichen Dreiecks sind, dessen Seiten 
die eindeutig bestimmten kiirzesten Verbindungen zwischen seinen Ecken 
bilden. 
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Satz 6. Wir bezeichnen mit B, (bzw. B,) die Teilmenge der Punkte r ¢ M 
mit d(p,r) < d(q,r) (bzw. d(q,r) < d(p,r)). B, (bzw. B,) besteht aus den nach 
Satz 5 eindeutig bestimmten, von p ausgehenden Segmenten pm mit d(p,m) 
= d(q,m) < 50/6 (bzw. aus den nach Satz 5 eindeutig bestimmten, von q aus- 
gehenden Segmenten qn mit d(q,n) = d(p,n) < 50/6). Die Vereinigung B, UW B, 
vor B, und B,ist M, der Durchschnitt B, -\ B, ist gleichzeitig der Rand Rd B, 
von B, und der Rand Rd B, von B,. B, sowie B, sind homeomorph zur ab- 
geschlossenen Einheitshalbsphire der Dimension von M. 

Beweis. Sei r ein beliebiger Punkt von M. Nach Satz 4 ist d(p,r) < 50/6 
oder d(q, r) < 50/6. Wir betrachten den ersten Fall, im zweiten hat man 
ganz entsprechend zu schlieBen. 

Es gibt ein geoditisches Segment ps der Lange 5 0/6, das den Punkt r 
enthalt. Nach Satz 5 gibt es genau einen Punkt m auf ps mit d(p,m) = d(q,m)< 
< 50/6. Daraus folgt: Wenn d(r,p) < d(r,q), so gehért r zu pm, r + m; wenn 
d(r,p) = d(r,q), 80 ist r= m; wenn d(r,p) > d(r,q), so ist d(q,r) < 50 /6, und 
aus einer ganz analogen Uberlegung, bei der p und q ihre Rollen vertauschen, 
folgt, daB r zu einem Segment der Form gn gehért mit r + n,d(q,n) = d(p,n) < 
< 50/6. 

Damit ist gezeigt, daB B, aus den Segmenten der Form pm und daB B, 
aus den Segmenten der Form gn besteht. Ferner ergibt sich B, B,= M; 
B, \ B,, bestehend aus den Punkten mit gleichem Abstand von p und von q, 
ist gleichzeitig Rd B, und Rd B,. Das Innere von B, (bzw. B,) wird von den 
Punkten r mit d(r,p) < d(r,q) (bzw. d(q,r) < d(p,r)) gebildet. 

Wir konstruieren nun eine Abbildung ® von B, auf die abgeschlossene 
nordliche Hemisphaére der Einheitssphire S, dim(S)= dim(M). Zunachst 
fixieren wir mit Hilfe einer linearen Abbildung einen Diffeomorphismus der 
Richtungssphire im Punkte p¢ M auf die Richtungssphire im Nordpol u 
von S. Dann ordnen wir jedem der B, konstituierenden geodatischen Seg- 
mente pm den von u in der entsprechenden Richtung ausgehenden Viertelkreis 
zu, indem wir das Segment pm im Verhiltnis (2/2): d(p,m) strecken. Da pm 
ganz im Komplement von C(p) gelegen ist, ist ® ein Homeomorphismus. 

Unter ® geht Rd B,= Rd B, in den Aquator von S iiber. Indem wir jedes 
im Verhiltnis (2/2):d(n,q) gestreckte Segment gn von B, auf den vom 
Punkt ®(n) ¢ S nach dem Siidpol v von S verlaufenden Viertelkreis abbilden, 
erweitern wir ® zu einer eineindeutigen Abbildung von ganz M auf S. Da 
Rd B, ganz in M — C(q) gelegen ist, ist ® auch in B, ein Homeomorphismus. 
Damit haben wir einen Homeomorphismus von M auf die Einheitssphire S 
der Dimension von M konstruiert. Theorem 3 ist bewiesen. 


3. Beweis von Theorem 4 und 5 
3.1. Beweis von Theorem 4°). Wir betrachten eine konvergente Folge im 
Tangentialbiindel 7 iiber M, d.h., eine Folge tangentialer Einheitsvektoren t; 
mit Basispunkten p, derart, daB die p, gegen einen Punkt p und die t, gegen 


*) Fiir 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten M finden sich Schliisse von der Art, wie wi 
sie im folgenden bringen, schon bei Myers [8a]. 
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einen. tangentialen Einheitsvektor ¢ in p konvergieren. Mit g, (bzw. q) 
bezeichnen wir denjenigen Punkt, in dem der von p, (bzw. p) in Richtung ¢, 
(bzw. t) ausgehende geodatische Strahl G, (bzw. @) den Schnittort C(p,) von p; 
(baw. C(p) von p) das erste Mal trifft. Unsere Behauptung ist, daB die Folge 
der g, gegen q konvergiert. 

’ Fir jedes i sei p,q; das von ‘p,; nach q, laufende Anfangsstiick von G, der 
Lange d(p,,q;). Da M kompakt ist und die Langen der Segmente p,q, be- 
schrankt sind, gibt es eine konvergente Teilfolge, deren Elemente wir ebenfalls 
mit'p,q;= 0; bezeichnen. Der Grenzwert dieser Folge ist ein Segment o = pq’ 
auf dem von p in Richtung ¢ ausgehenden Strahl G. Wir wollen zeigen, da8 
q = q ist. Da pq’ die Lange d(p,q’) hat, kann q’ jedenfalls nicht hinter dem 
‘Punkt gq € @ gelegen sein. Wir haben also den Fall auszuschlieBen, daB q’ vor g 


In diesem Falle wiirde der Punkt g € C(p) erst um ein Stiick d(q’,q) = 246 >0 
hinter g’ kommen; da der erste konjugierte Punkt von p auf G friihestens bei g 
liegen kann, ist dieser also um mindestens 26 > 0 von q’ entfernt gemessen 
auf G. Dann ist aber auch fiir alle geniigend nahe an pq’ gelegenen Elemente 
o;= p,q; der gegen pq’ konvergierenden Folge der Punkt g,¢ C(p,) um min- 
degtens 4 > 0 vor dem ersten konjugierten Punkt auf G, gelegen. Da q,¢ C(p,), 
gibt es noch ein zweites p, mit g; verbindendes Segment 1, der Lange d(p,,q,), 
fiir s geniigend groB. Die Folge der rt, besitzt als Haufungspunkt ein p mit q’ 
verbindendes Segment t der Lange d(p,q’). Zwei Fille sind mdéglich, naémlich 
(a) o+T und (b)' o=T. ; 

Fall (a) ergibt unmittelbar einen Widerspruch; denn ein vor g € C(p) 
auf G gelegener Punkt qg’ kann nicht zwei verschiedene Verbindungssegmente a 
und t der Lange d(p,q’) mit p besitzen. Im Fall (b) argumentieren wir folgender- 
maBen: Da qg; um mindestens 6 > 0 vor dem ersten konjugierten Punkt von p,; 
auf G, gelegen ist, sind die Endpunkte aller von p,; ausgehenden und mit 
o;= Pq; in p; einen Winkel < a bildenden geodatischen Segmente der Lange 
d(p,,q;) voneinander verschieden, sobald a > 0 nur geniigend klein ist und i 
geniigend groB. Dabei ist es in der Tat méglich, fiir alle geniigend groBen i 
denselben kleinen Winkel « > 0 zu wahlen, so daB diese Eigenschaft gilt, da 
der Verlauf eines geodatischen Segments stetig von seinem Anfangspunkt und 
seiner Anfangsrichtung abhangt. 

Wenn nun gemaB Fall (b) eine Teilfolge der Paare o;,1; denselben Grenz- 
wert o= t= pq’ hat, so miissen die Segmente o;, 1, dieser Teilfolge fiir 
geniigend groBes i bei p; einen beliebig kleinen Winkel bilden, auch kleiner 
als etwa ein Winkel « mit der eben besprochenen Eigenschaft. Das ist aber 
ein Widerspruch, da sich o, und 1; in q, treffen. 

Damit ist g= q’. die einzige verbleibende Méglichkeit; Theorem 4 ist 
bewiesen. 

Das Korollar 1 ist eine unmittelbare Folge aus Theorem 4. 

Korollar 2 ergibt sich folgendermaBen: Sei p; eine gegen einen Punkt 
p € M konvergierende Punktfolge auf M. Diese Folge la8t sich zu einer Folge 
im Tangentialbiindel T iiber M erweitern derart, daB die Einheitsvektoren in p, 
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gegen die Einheitsvektoren in p konvergieren. Aus Theorem 4 ergibt sich, 
daB dann die Folge der C(p,) konvergiert gegen C(p) im Sinne der auf den 
kompakten Teilen von M induzierten Metrik, welche besagt: Zwei kompakte 
Teile A und B haben einen Abstand < e, wenn die e-Umgebung von A den 
Teil B und die e-Umgebung von B den Teil A enthilt. 

Wenn aber die Folge der p,; gegen p und die Folge der C(p,) gegen C(p) 
konvergiert, so konvergiert auch die Folge d(p,,C(p,)) gegen d(p, C (p)). 

3.2. Beweis von Theorem 5. Wir hatten schon in [5], Lemma 2, gesehen: 
Wenn q € C(p), so p € C(q); der Beweis ist ganz einfach. 

Damit gilt also jedenfalls, daB der Punkt p dem Durchschnitt aller C (gq) 
mit q¢€C(p) angehért. Angenommen, es gehére noch ein Punkt r+p zu 
diesem Durchschnitt. Wir betrachten einen von p ausgehenden und durch r 
laufenden geodatischen Strahl G, so daB das Segment pr von G die Lange d(p,r) 
hat. G treffe C(p) das erste Mal im Punkt g. Nach Voraussetzung gehéren p 
und r zu C(q). p € C(q) impliziert, daB fir alle Punkte s auf G, die zwischen p 
und r liegen, der Teil gs von G die kiirzeste Verbindung mit qg ist, wahrend 
r € C(q) besagt, daB dies nicht der Fall ist — ein Widerspruch. 
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On the Postulates for Lattices*) 
By 
J. A. Katman in Auckland**), New Zealand 


Introduction 


Let 2 be the family of all algebraic systems {= (Z,A,V) consisting of a 
set L together with binary operations \ and V on L; let w be the following 
set of laws for systems in 2: 


(1) eA (zV y)= 2, (5) 2 V (x A y)= 2, 

(2)zV (yA z)= 2, (6)zA (yV x)= 2, 

(3) (yV xz) A z= 2a, (7) (yA z)V z= 2, 

(4) (c# Ay) V r= 2, (8) (x V y)Azv=2a, 

(A) x A (yAz) = (x#A y) Az, (B) x V (yV z) = (xV y) Vz, 
(C) t\y=yz, (D) aVy=yV 2, 

(J) zsN a= 2, (J) 2V e= 2; 


and for each & ¢ w let 2& be the family of all | in 2 such that | obeys all the 
laws in &. SorKIN has considered the set w in [4, § 2] where he has found all 
the subsets of w which constitute an independent system of axioms for lattices. 
For each Cw LE is a family of generalized lattices; some of the 
families 2 & have been studied by P. Jornpan and others in [1] and the 
papers cited therein. At the beginning of the study of any family 2 & the 
following problems arise: P,: to find all the subsets of w which constitute an 
independent system of axioms for the family 2 £; and Q, : to find all the laws (X) 
in w which are obeyed by every | in 2 &. SorK1N has solved the problem P,, 
and the problem Q,, is trivial. In this paper we shall prove results which 
essentially solve all the problems P; and Q,. Since w has 2" subsets it is not 
practical to tabulate the solutions of the problems P, and Q, directly ; however 
we shall give tables from which one can fairly easily determine the solution 
of any particular problem P, or Q,. The totality of problems P, is equivalent 
to the totality of problems Q,; other forms of this totality of problems are: 


*) Some of the results in this paper were presented to the American Mathematical 
Society on April 28, 1956. Part of the work in § 2 is taken from the author’s Ph. D. thesis 
(Harvard University, 1955); the author thanks Professor G. Brrxnorr for valuable 
advice. Most of the research for the paper was supported by the University of New Zealand 
Research Fund. 

**) University of Auckland, New Zealand. 
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to find all relations among the laws in w (all such relations are formal con- 
sequences of those indicated in § 3 (1)); and to find a collection of counter- 
examples which are together adequate for the testing of any conjectured 
relation among the laws in w (the examples in the proof of Lemma 4 essentially 
comprise such a collection). 

In § 1 of the paper some elementary results concerning closure operations 
on a given complete lattice are extended to results concerning closure operations 
which commute with the elements of a given group of lattice-automorphisms 
of the given lattice. In § 2 the notion of “c-isomorphism” for systems in 2, 
a common generalization of the notions of dual-isomorphism for lattices and 
anti-isomorphism for rings, is studied in relation to the laws in w. The main 
results of the paper are contained in §3, and some applications to JonDAN’s 
studies of noncommutative lattices are pointed out in § 4. 


1. Closure operations 

Let L be a complete lattice with greatest element V, let G be a group of 
lattice-automorphisms g: x zg of L, and let € be the set of all closure 
operations ¢: x xc on L which are ‘‘compatible with @’’, i.e. which are such 
that xg¢ = xcg for all x in L and all g in G. Then it is easy to verify that € 
becomes a complete lattice when for c, c’ in € we set csc’ if and only if 
axes xc’ for all x in L. Let 8 be the set of all subsets Z of Z which are such 
that (i) V € Z, (ii) if X ¢ Z then InfX € Z, and (iii) if z € Z then zg € Z for allg 
in G; then 8 becomes a complete lattice when for Z, Z’ in 8 we set Z< Z’ 
if and only if Z ¢ Z’ (set-theoretic inclusion). Also, a dual-isomorphism y of € 
onto 8 may be defined by setting 


cy={xz|a2¢Land z= xc}, 
the inverse dual-isomorphism py~! being given by 
a(Zp-') = Inf {y| y¢ Zand y= 2}. 
If ¢, is a partially defined unary operation on L, ie. a mapping of some 
subset L, of L into L, and if ¢ in € is given by 
c= Inf {d | } €€ and zd > zc, for all z in L,}, 


we shall call ¢, a “G-support’”’ of c. If Z, is any subset of L, and if Z in 8 is 
given by 
Z = Inf {W | W €8 and W 2Z,}, 
we shall call Z, a “G-base” of the closure operation Z y~'. If ¢ is any closure 
operation on L, and x € L, we shall say that x is ‘‘c-closed” if z= xc, and 
that x is “c-independent”’ (cf. (3, p. 38]) if no y in L is such that y < x and 
yc = xC. 
2. a-isomorphism 

For each | = (L,A,V) in 2 define (m= (L,A,,V,) and lo = (L,A,,V,) in 2 
by setting zA,y= yV2a,2V,y=arAy,xA\,y=xVy,andzV,y=a2\y, 
for all z and y in L. If transformations o:{— lo and rt: {— It of & into itself 








364 J. A. Kaman: 


have been defined, define a transformation ot:1—I(or) of 2 into itself by 
setting {(or) = (lo) for each [ in &. It is not difficult to verify that, with this 
composition, a‘= 9?=« (the identity transformation), and ox=2'%9; it 
follows that 2 and g generate a group J" of transformations on 2, and that 
each element of J” may be written in at least one way in the form 2™o"(m = 0, 
1, 2,3; = 0,1). If 1, ' in 2 and o in F are such that Io is isomorphic to [’ 
we shall say that [ is “c-isomorphic’’ to [’. 

Consider now the permutations p and q of the elements of w which are 
defined by setting (X)p = (Y,) {(X)q= (¥,)] if (¥,) [(¥,)] is the entry in 
Row p[q] and Col. X of Table 1. It is easily verified that the following state- 











Table 1 
, 1sse4BC78A4BODiIA 
e 12345678ABCDIGJ 
p $.38.41.06869798 43D 64854 
p 34283786856 ABCODIGT 
p 4123678656 BADCIJII1 
q 56781234BAD CJ I1 
Pq 67854123ABCDISJ 
pq |78563412BADCJI1 
pqis5672341<ABCDISJ 


ments are equivalent for all | in 2 and (X) in mw: (i) | obeys (X); (ii) la obeys 
(X)p; (iii) lo obeys (X)g. Let P be the subgroup which p and q generate in the 
group of all permutations of the elements of w. Then it is easily seen that the 
elements p™g"(m = 0,1,2,3;n= 0,1) of P act as indicated in Table 1 
(p°q®= e, the identity of P), and that p*= g*= e and gp= pg. It follows 
that the elements of P are precisely the p™q*(m = 0,1, 2,3; n = 0,1), and that 
the mapping 


(1) A: p™q" > (p™q") A= 20" (m = 0,1,2, 3; = 0,1) 


is a homomorphism of P onto J” (we shall see in §3 that A is in fact an iso- 
morphism). 

Lemma 1. For all { in 2, (X) in , and r in P, { obeys the law (X) if and 
only if {(rA) obeys the law (X)r. 

Proof. We have already noted that the lemma is true for r= p and r= g. 
But if the lemma is true for r = r, and r = r, then it is true for r = r,r,, since A 
is a homomorphism. It follows that the lemma is true for all r in P. 

For each & ¢ w let a be the set of all (X) in w such that every | in 2é 
obeys (X); then a: §— a is a Glosure operation on the subsets of w. If § ¢ w 
and r¢ P let &(ru) = {(Y) | (¥)= (X)r for some (X) in §}; then uw is an 
isomorphism of P onto a group G of lattice-automorphisms of the Boolean 
algebra of all subsets of w, and, with the help of Lemma 1, it is not difficult 
to prove 

















On the postulates for lattices 365 

Lemma 2. The closure operation a is compatible with G. 

If £,% £ w are such that 7 = &(ru) for some r in P we shall call § and 7 
“‘congruent” subsets of w and write = 7. It is easily seen that congruence 
is an equivalence relation on the subsets of w, and it follows from Lemma 2 
that if a subset € of w is a-closed (a-independent] then every 7 congruent to & 
is a-closed [a-independent]. 


3. Main results 


If a partially defined unary operation ¢, on a given set has domain 
{§,,.--,€n}, amd if cy: &—> &co= ,(i=1,...,”), we shall say that c, has 
“defining relations’ &,— ,,..., &,—> ,- If the distinct elements of a non- 
empty subset & of w are (X,),..., (X,,) we shall write = [X,...X,,]. Let a, 
be the partially defined unary operation on the subsets of w which has defining 
relations 
[12] [J], [15] > [J], [1C]— [8], [1D]— [6], [lJ] [4], 

{123]— [8], [127A]— [8], [1267B]— [D], [1368B/]— [D], 
and let a, be the closure operation on the subsets of w which has G-support ap. 

Lemma 3. a,< a. 

Proof. It will be sufficient to show that a 2 fa, for each é in the domain 
of ay. We consider the defining relations of a, in turn. If (L,\,V) € 2{12] then, 
for all z in L, r= 2xV[xAzj=2zV [xA{xV (xA z)}])=2V 2x; hence 
[12] a 2 [J] = [12] a,. The same argument shows that [15]a 2 [J]. The 
reader will easily verify the inclusions [1C] a 2 [8], [1D] a 2 [6], and [lJ]a 2 
2 [J]. For every (Z,/\,V) in 2[123] we have the identities x = [(z V y) V zr] Ax 
= [(x V y) V {x A (xV y)}] Aw= (x V y) A 2; hence [123] a 2 [8]. By what 
has already been proved, [127A ]a 2 [12]a = [12/]a 2 [lJ]a 2 [J]; hence we 
have the following identities for every (L,/\,V) in 2[127A]: = 2V{(zVy) Az} 
=[zAz)V{(ixVyAzp=[{rA (xz V y} Az] V {(xV y) A a= [xA 
A {(zV y) A ap) V {(zV y) Aaz}=(xzV y)Az; thus [127A)a2 [8]. The 
inclusion [1267B]a2[D] follows from the identities «V y= (zV y) V 
V{zA(xV y= (x#V y)Va=—a2V (yV z)={xA (yV z)}V(yV 2z)=—yVz. 
Finally, (1368BJ]a 2 ([D] by the identities x V y= (zV y) A(x V yV 2) 
=(zVyVaVy)A(zqVyVaj=rzVyVa= (xVyVaAl(yVazVyV 2) 
=(tVyVaz)A(yVa)=yV-z. 

Let Z, be the following family of subsets of w: 

%= w — [A], x= w — [AC], x= [123568ACIJ], 
: x,= (1235784 BIJ], x;= [123584 BIJ], x,.= [1236784 BDIJ}, 
(2) yp= [1258A BOL], x4= [13684 BCD}, x,= (13684 BCL I}, 
%o= [13684 BCDIJ}, x,,= [1368A BCI], x,.= (174 B}, 
and let a, be the closure operation on the subsets of w which has G-base Z,. 

Lemma 4. a < ay. 

Proof. It will be sufficient to show that each x, in Z, is a-closed. We do 
this by exhibiting for each i= 1,...,12 a system [,= (L,,A,V) such that 
Math. Ann. 137 26 
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(,€ 2x, and [,¢ 2[X] for every (X) in w—-x,. For each i we first define L, 
and then give the rows of the respective “multiplication” tables for \ and V. 
The definitions are as follows!) : 


L,= {0,1, 2, 3, 4}, 00000 01111 01202 01033 01234, 
01234 11234 22244 33434 44444; 

L,= {0,1, 2, 3, 4}, 00000 01111 01202 01133 01234, 
01234 11234 22244 33434 44444; 

Ls = {0,1, 2}, 000 011 012, 022 112 222; 

L, = {0,1}, 01 01, 00 11; 

Ls = {0,1, 2}, 000 012 012, 022 111 222; 

L, = {0,1, 2}, 010 011 012, 022 212 222; 

L, = {0,1}, 00 01, 00 11; 


L, = {0,1}, 01 10, 00 00; 
L, = {0,1}, 01 11, 00 00; 
Lyo= {0,1, 2}, 000 011 012, 022 212 222; 


L,,= {0,1, 2}, 000 011 012, 012 222 222; 
L4.= {0,1, 2}, 000 001 002, 012 222 222. 


Corollary. The mapping A defined in § 2 (1) is an isomorphism of P onto I’. 

Proof. We wish to show that if r, and r, are distinct elements of P then 
r,A# 1,4. Consider the direct union [, x |, x l,,.= 1 say, where the [, are 
defined as in the proof of Lemma 4. Clearly {| obeys the law (1) but obeys 
none of the other laws in w. Hence, by Lemma 1, [(r,4) obeys only the law 
(1)r;(i= 1,2). Since (1)r,4 (1)r, it follows that [(r,4) 4 [(r,4) and hence 
that r,A 4 1r,A. 

We now state two theorems which comprise the principal results of this 
paper. The proofs of these theorems will be discussed together following the 
statement of the second theorem. 

Theorem 1. The operation a, is a G-support of a and the family Z, is a 
G-base of a. 

Theorem 2 is a description of Table 2. All brackets have been omitted 
in the body of this table, and the symbol @ denotes the empty set. 

Theorem 2. A subset of w — [AB] is a-independent if and only if it is 
congruent to one of the subsets @ listed in Col. 0 of Table 2. The entry in 
Row @ and Col. i(i = 1, 2, 3, 4) of Table 2 is (9. «,) a, where a,= 9,a,= [A], 
a= [B], and «,= [AB], and is marked with a star if and only if 0U «, is 
an a-dependent subset of w. 

Note. It may easily be checked that each entry in Col. 0 of Table 2 is the 
lexicographically first element of its congruence class (w — [AB] is understood 
to be arranged in the order [12345678CDIJ]}), and that the entries in Col. 0 
are arranged in lexicographic order. Thus no two of the subsets in Col. 0 are 
congruent to each other. 


1) The cases i = 1, 4, 6, and 10 correspond respectively to Lemmas 7, 10, 9, and 8 
in [4]. 
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Table 2 
Col. 0 Col. 1 Col. 2 Col. 3 Col. 4 
6 6a (@U[A)a (@U[B))a (@U[AB) a 

8 8 A B AB 

1 1 1A 1B 1AB 

12 121J 12AlJ 12 BIJ 12ABIJ 

123 1238 IJ 1238 ALJ 1238 BIJ 1238 ABIJ 

1234 12345678 IJ 12345678 ACIJ 12345678 BDIJ w 

12340 12345678CIJ 12345678 ACIJ* 12345678 BCDIJ*| w* 

1235 12358 IJ 12358 AlJ 12358 BIJ 12358 A BIJ 

12356 123568 IJ 123568 ACI J 12345678 BDIJ wo 

123567 | 12345678/J 12345678 ACI J* 12345678 BDIJ* w* 

12357 123578 1J 123578 AlJ 123578 BIJ 123578 A BIJ 

1235D | 12345678DIJ 12345678 ACDIJ* | 12345678 BDIJ w* 

1236 12368 1J 12368 Al J 123678 BDIJ 123678 ABDIJ 
12367 123678 IJ 123678 Al J* 123678 BDIJ* 123678. A BDIJ* 
1237 12378 1J 12378 Al J 12378 BIJ 12378 ABIJ 

1237C 12345678CIJ 12345678 ACIJ 12345678 BCDIJ*| w* 

1230 123568C1J 123568 ACIJ 12345678 BCDIJ | w 

123D 123678 DIJ 123678 ADIJ* 123678 BDIJ 123678. A BDIJ* 
125 12517 125 AlJ 125 BIJ 125ABIJ 

1256 1256 1J 1256 ALJ 1256 BIJ | 1256 A BIJ 

1257 1257 1J 12578 Al J 1257 BIJ 12578 ABIJ 

1258 1258 1J 1258 ALJ 1258 BIJ 1258 A BIJ 

1258D | 12345678DIJ 12345678 ACDIJ* | 12345678 BDIJ w* 

125D 124567 DIJ 12345678 ACDIJ | 124567 BDIJ w 

126 1261J 126 AlJ 126 BIJ 126A BIJ 

1267 1267 IJ 123678 AlJ 1267 BDIJ | 123678 ABDIJ 

1267C 12345678CIJ 12345678 ACIJ 12345678 BCDIJ* | w* 

1268 1268 IJ 1268 ALJ 1268 BIJ 1268 A BIJ 

126C 123568C1J 123568 ACI J 12345678 BCDIJ | w 

127 1271J 1278 AlJ 127 BIJ 1278 ABIJ 

1278 1278 1J 1278 Al J* 1278 BIJ* 1278 ABIJ* 

1270 124578C1J 124578 ACIJ 124578 BCI J* 124578 A BCIJ* 

128 128 1J 128 AlJ | «128. BIJ | 128ABIJ 

128 D 123678 DIJ 123678 ADIJ* | 123678 BDIJ 123678 A BDIJ* 

120 1258C1J 1258 ACIJ | 12958 BCIJ | 1258 A BCIJ 

12CD 12345678CDIJ | 12345678ACDIJ | 12345678BCDIJ | w 

12D 1267 DIJ 123678 ADIJ 1267 BDIJ 123678 ABDIJ 

13 13 13.4 13B 13AB 

135 13517 135 ALJ 135 BIJ | 135ABIJ 

1357 1357 1J 1357 ALJ 1357 BIJ 1357 ABIJ 

1357C 12345678C1J 12345678ACIJ | 12345678BCDIJ*| w* 

135C 123568C1J 123568 ACIJ | 12345678BCDIJ | w 

135D 134568 DIJ 134568 ADIJ* | 134568 BDIJ 134568 A BDIJ* 

136 136 136A | 136B  +136AB 

1368 1368 1368.4 | 1368B | 1368AB 

13681 1368] 1368 AI | 1368 BI 1368 A BI 

13687 1368 1J 1368 ALJ | 1368 BDIJ 1368 ABDIJ 

136] 1361 136 AI | 136 BI | 136AB1 

1367 13617 136 ALJ | 136 BIJ | 136A BIJ 

13C 1368C | 1368AC | 1368 BC 1368 4 BC 

13C1 1368CI | 1368 ACI | 1368 BCI 1368 A BCI 





26* 
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Table 2 (continued) 
Col. 0 Col. 1 Col. 2 Col. 3 Col. 4 
6 6a (@U[A)a (6U[B)a (@U[AB)a 

13CJ 1368CIJ 1368 ACIJ 1368 BCDIJ 1368 ABCDIJ 
13D 1368 D 1368 AD 1368 BD 1368 ABD 
13 DI 1368 DI 1368 ADI 1368 BDI 1368 ABDI 
13DJ 1368 DIJ 1368 ADIJ 1368 BDIJ 1368 ABDIJ 
13] 13] 13 AI 13 BI 13 ABI 
13J 131 13 AlJ 13 BIJ 13 ABIlJ 
15 151J 15AlJ 15 BIJ 1I5ABIJ 
15C 1258C1J 1258 ACIJ 1258 BCIJ 1258 A BCIJ 
15CD 12345678CDIJ | 12345678 ACDIJ 12345678 BCDIJ o 
16 16 16A 16B 16AB 
16C 1368C 1368 AC 1368 BC 1368 A BC 
16CI 13680] 1368 ACI 1368 BCI 1368 A BCI 
16CJ 1368CIJ 1368 ACIJ 1368 BCDIJ 1368 ABCDIJ 
16] 16] 16 AI 16 BI 16ABI 
16J 161J 16AlJ 16 BIJ 16ABILJ 
17 17 17A 17B 17AB 
17C 1478C1J 1478 ACI J 124578 BCIJ 124578 ABCIJ 
17CD 12345678CDIJ | 12345678 ACDIJ 12345678 BCDIJ o 
17] 17IJ 17AlJ 17 BIJ 17ABlJ 
18 18 18A 18B 18AB 
18D 1368 D 1368 AD 1368 BD 1368 ABD 
18DI 1368 DI 1368 ADI 1368 BDI 1368 ABDI 
18 DJ 1368 DIJ 1368 ADIJ 1368 BDIJ 1368 ABDIJ 
18] 18] 18 AI 18 BI 18ABI 
18J 18IJ 18AlJ 18 BIJ 1I8SABIJ 
1¢C 18C 18 AC 18 BC 18ABC 
1cD 1368CD 1368 ACD 1368 BCD 1368 ABCD 
1CDI 1368CDI 1368 ACDI 1368 BCDI 1368 ABCDI 
1CcDJ 1368CDIJ 1368 ACDIJ 1368 BCDIJ 1368 ABCDIJ 
1c! 18CI 18ACI 18 BCI 18ABCI 
1cJ 18ClJ 18 ACIJ 18 BCIJ 18ABCIJ 
1D 16D 16AD 16BD 16ABD 
iDI 16DI 16ADI 16 BDI 16ABDI 
1DJ 16DIJ 16ADIJ 16 BDIJ 16ABDIJ 
lJ lI 1AlI 1BI 1ABI 
lJ lIJ 1AIJ 1BIJ 1ABIJ 
Cc. Cc AC BC ABC 
cD cD ACD BCD ABCD 
CDI CDI ACDI BCDI ABCDI 
CDIJ CDIJ ACDIJ BCDIJ ABCDIJ 
cI cI ACI BCI ABCI 
CclJ CclJ ACIS BCIJ ABCIJ 
CJ CJ ACJ BCJ ABCJ 
I I Al BI ABI 
IJ IJ AlJ BIJ ABILJ 

















Proofs of Theorems land 2. Let 6, be the entry in Row 6 and Col. é of Table 2. 
In order to prove Theorem | it will be sufficient to show (i) that for all 6 
in Col. 0 and all i =1, 2,3, 4, (a) @Ua,¢ 5, (this is easily checked), (b) 5, is 
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a,-closed, and (c) 6;¢ (0 «,) a,; and (ii) that if 7 ¢ w is a,-independent then, 
for some @ in Col. 0 and some «,, 7 = 6 «,. Indeed if (i) and (ii) hold, and x 
is any a,-closed set, then x = ya, for some a,-independent set 7, and hence, 
by (ii), 6 and a, exist such that x = (9 «,) a,; but (0 U «,) a,= (0U a) ag, 
for (8U a) a,¢ (8. &) a, since a,< a, (by Lemmas 3 and 4), and (6 U «,) a,¢ 
© 6,a,= 6,5 (8 a) a, by (i); hence x = (0 a) ag, ie. every a,-closed set 
is a,-closed, and therefore a,> a,. In view of Lemmas 3 and 4 it follows that 
@,= @= ay, as asserted by Theorem 1. Directly from the definition of a,, one 
may verify (i) (b), and prove that 9 «, is a,-independent if 9, is unstarred; 
directly from the definition of a,, one may verify (i) (c) and (ii), and show that 
6. a is a,-dependent if 9, is starred. Since there are no stars in Col. 1 of 
Table 2, these verifications complete the proofs of Theorems | and 2. 

Corollary (Sorxrn*)). A subset of w is an independent system of axioms 
for lattices if and only if it is congruent to one of the following sets: [1234 A B}, 
[12356A B), [123A BC), [125ABD), [126ABC], [12ABCD), [135A BC}, 
[15A BCD}, [17 ABCD]. 

The corollary may be proved by inspection of Table 2. 


In [2] the author has classified the family 2[AB] according to the laws 
(1)—(8); this classification may likewise be obtained by inspection of Table 2. 

The reader may have observed that in the proof of Lemma 3 the full 
strength of the associative laws was used only in showing that [1368 BJ] a 2 
2 [D)]— the proofs of the other inclusions still hold when (A) and (B) are 
weakened to 


(Ay) x A (y A x) = (x Ay) Aa, and (B,)z V (y V x)= (x V y) V a, 


respectively. We conclude § 3 by indicating an extension of Theorem 1 which 
is suggested by this observation. Let w, be the set obtained by adjoining the 
laws (Ay) and (B,) to w, and for each & C w, let Fa, be the set of all (X) 
in w, such that every | in 2 which obeys all the laws in & necessarily obeys (X). 
The group @ of § 2 may be regarded as acting on the subsets of w,, and, as 
in § 2, a. is a closure operation, compatible with G, on the subsets of w,. It 
may then be proved, by the methods used above, that the partially defined 
unary operation on the subsets of w, with defining relations [A] — [Ag], 
[C] > [Apo], the first six of the relations in § 3 (1), [127A,] — [8], [1267 B,] — 
— [D}, and [1368 BJ] + [D], is a G-support of a,, and that the systems |, 
described in the proof of Lemma 4, together with the system (L,,/,V) 
given by 


L,= {0,1, 2, 3}, 0000 0111 0122 0123, 0233 3133 


3323 3333, 

define a G-base for a,. 
*) SorKIN lists the relevant subsets of w explicitly (the notion of congruence is not 

used in [4]). Some of the results in [4] were announced by the author (cf. [2]) before 

he learnt of SorKry’s prior work. 
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4. Applications 


Among the classes of noncommutative lattices which JorDaNn has investi- 
gated are the families §,= 2[464B], §,= 2[1467AB], and §,= 2 [3456 AB]. 
The work in § 2 extends the application of Jorpan’s work; for example, it 
shows that any result about the family §, is equivalent to a result about the 
family 2[15AB]. From §3 we see that the axioms for the families J, and §, 
are independent, and that the sets [345.4 B] and [356.4 B] each constitute an 
independent system of axioms for the family §,. Finally, the results of § 3 
support JoRDAN’s selection for special study of the families §, and §, of non- 
commutative lattices. For, in studying particular families 2 of generalized 
lattices, one should presumably pay special attention to the cases where é is a 
maximal proper a-closed subset of w; such a subset & is congruent to one of 
the sets x,, %4, %, and x. of §3 (2), by Theorem 1; of these four sets only x, 
includes neither commutative law; and there is no essential difference between 
the families 2x, and 3, 3s- 
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Komplementire Fourierkoeffizientenraume 
und Multiplikatoren 


Von 
GUNTHER Goes in Ludwigsburg*) 


Einleitung 


In der vorliegenden Note wird die in [4] begonnene Charakterisierung 
komplementarer Fourierkoeffizientenraume Z* fortgesetzt und auch auf solche 
Raume £* ausgedehnt, bei denen P, d.h. die Menge der trigonometrischen 
Polynome keine Grundmenge in £ bildet. So erweist sich z. B. der Raum 
(dV)* als identisch’ mit dem Raum derjenigen Funktionen, deren Fourier- 
reihen (= FRn) beschrankt konvergieren. 

Aussagen von Karamata, Katayama, Izumi und Saré liefern weitere 
Kriterien fir die Zugehdrigkeit eines Elementes / zu einem Raum E*. 

Bekannte und neve Multiplikatorenbedingungen lassen sich mit Hilfe des 
Begriffs des komplementaren Raumes einheitlich formulieren. Die Identitat 
gewisser Multiplikatorenklassen wird gefolgert. 


§ 1. Definitionen und Vereinbarungen 
Die Buchstaben /, g, h usw. bezeichnen reellwertige, Lebesgue-integrierbare 
und mit 27 periodische Funktionen f(t), g(t), (t) usw. der reellen Verinder- 
lichen t, welche fiir fast alle ¢ im Intervall (— oo, oo) definiert sind und deren 
FRn vom Typ 


(1) f = (a,, by) =2 (a; cos jt + 6; sin jt) 

j= 
sind. Es sei also ag= 0. Diese Festlegung bewirkt, wie leicht zu erkennen sein 
wird, keine Einschrankung der Allgemeingiltigkeit unserer Aussagen. 

Da aquivalente Funktionen / gleiche FRn erzeugen, sind die unten de- 
finierten Funktionenraume als Faktorriume nach dem Unterraum L, der 
Funktionen, welche aquivalent Null sind, zu verstehen. Ferner verstehen wir 
unter f im folgenden stets den durch 


(2) f= lima, (f;t)= limo,(f)=lim J) *+1=F (a, cos jt + b,sinjt) 


noo n> n—rcoj=1 n+1 
definierten Reprisentanten aus der Klasse [f] von aquivalenten Funktionen 
(vgl. [4]). : 


*) ‘Der Verfasser dankt der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir ihre finanzielle 
Unterstiitzung bei der Abfassung der vorliegenden Note. 
Math. Ann. 137 27 
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Die Zeichen /, j, h usw. stehen fir trigonometrische Reihen vom Typ (1). 
Sind diese Reihen FRn, so bezeichnen sie die durch /, g, h usw. erzeugten FRn. 
Integrale sind Lebesgue-Integrale und Stieltjes-Integrale sind Riemann- 
Stieltjes-Integrale. Die Buchstaben Z und EZ, bezeichnen neben Funktionen- 
raumen auch zugeordnete Raume von Reihen oder Folgen (vgl. [4]). 

Mit f als Klassenreprasentant gemaB (2) und f gemaB (1), sowie unter 
Beachtung der Besonderheit, daB alle Funktionenriume als Faktorraume 
nach dem Unterraum L, aufzufassen sind, definieren wir: 


2x 
1) f€L,(1< p< o), wenn f[ |f|?dt existiert. Die Norm sei 
6 


Ifle= (Fur a)? 
0 


speziell sei |f|,— fl, und L,= L. 
2) f€L., wenn |fln= sup |f(6)| < o. 
Osts2a 


3) f ¢ Lo, wenn f dem von ZAANEN modifizierten Orlicz-Raum angehért. 
Wegen der genauen Definition und Eigenschaften dieser Réume sei verwiesen 
auf [25] oder [26]. Die Norm fiir f ¢ Lg sei 

] Qn | 


| 22 
\flo= sup | f fgdt}= sup f |fg| dt, 
g€ My \0 | g€ Myo 


2x 
wobei M y die Menge aller Funktionen g ist, fiir die { wy (\g|) dt < list. Dabei wird 
0 


mit Y wie iiblich die zu ® komplementare Young-Funktion bezeichnet (wegen 
einer aquivalenten Normdefinition fiir die Raiume Lg ohne Beniitzung der 
komplementaren Funktion s. [15] und [22)). 


4) f ¢ L$, wenn f/ ¢ Le und wenn @ die sog. A,-Bedingung erfiillt. Diese 
besagt: Es existiert eine Konstante M > 0 derart, daB fiir alle u > u, > 0 gilt: 
@(2u) < M@(u). Dabei ist u, irgendeine Zahl > 0. 

5) f « LY, wenn f ¢ Le und wenn ¥ die A,-Bedingung erfiillt. 

6) 7 € C, wenn f stetig ist fiir ¢ € (— 00, oo). Die Norm sei ||/| ~= Max |f(t)|. 

OSts2a 
7) f€ V, wenn f schwankungsbeschrankt ist im Intervall (0,22). Die 
2Q- 
Norm sei fiir f ¢ V: \\f\p= f |df|. 
0 


8) f¢ A, wenn f absolutstetig ist im Intervall (0,22). Die Norm sei 
(beachte, daB f € A genau dann, wenn /f’¢ L) fiir f € A: If 4= If’ |z= Wfiir- 

9) f « P, wenn f ein trigonometrisches Polynom ist. 

10) f € P.., wenn / eine formale trigonometrische Reihe ist. 

11) Ist £C P., so ist der zu E gehérige ,,Stieltjes-Raum“ dZ der Raum 
der / = (a,,6,), fir die F = (— 4, +) ¢€ E ist. Ist E ein normierter Raum, 
so auch dE und fir / ¢ dE sei 


Wlae= |Ple- 
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12) Ist Ec P., so ist der zu Z komplementare Raum Z£* der Raum der 
/ = (a;, 6,), bei denen fiir jedes g = (c,, d,) < Z die Summe 


<i, 9> = J) (a,c, + b,d,) 


j=1 
existiert. Ist H dabei so beschaffen, daB gewisse der Koeffizienten 
c;,d;(j= 1, 2,...) Null sind fiir alle g ¢ Z, so gelte dasselbe fiir die entspre- 
chenden Koeffizienten a,, b;(j= 1, 2,...) aller {¢ £*. Ist E als Folgenraum 
ein BK-Raum (vgl. [27] oder [28]), d. h. ein Banachraim mit koordinaten- 
weiser Konvergenz, so ist auch #* ein BK-Raum (vgl. [4]), und fiir f ¢ 2* sei 
dann die Norm 

\/\z-= 2 sup sup |<, ,(9)>| . 
n |igi\esl 


Dabei sei hier und im folgenden 
8 (9) = DY (c; cosjt + d, sinjt) . 
ju 
13) Ist Ec P., so ist der zu £ ,,C,-komplementire Raum“ (C,— Z)* der 
Raum der / = (a,, b;), bei denen fiir jedes g = (c,, d;) ¢ E die C,-Summe 


n . 
; +1- 
C,- <f, )>= = ~ <= (a,c; + b,d;) 
existiert. Ist H dabei so beschaffen, daB gewisse der Koeffizienten 
c,,d;(j= 1,2,...) Null sind fiir alle g ¢ 2, so gelte dasselbe fiir die ent- 
sprechenden Koeffizienten a,,6;(j= 1,2,...) aller fe (C,— £)*. Ist E ein 
BK-Raum, so auch (C,— £)* (dies laBt sich ganz entsprechend wie in 
[4; Satz 2.1] zeigen), und fir f ¢ (C,— E)* sei die Norm 
Fic me = % sup sup |<f, on(9))| 
" IER 
Dabei sei hier und im folgenden 
o,(g)=  * ae" (c,; cosjt + d; sinjt). 
s¥ n+l 
14) Ist 2c P,, und £ ein BK-Raum, so ist Hy die Untermenge von £, 
in der das trigonometrische Orthogonalsystem eine Basis bildet, oder gleich- 
bedeutend: Ey ist die Untermenge von £, in der Abschnittskonvergenz (= AK) 
(vgl. [27]) vorhanden ist. Das heiBt, es ist genau dann { < Ey, wenn f ¢ EB und 
wenn 


lim {s,(/) —/\p= 0 


nx 


ist. Die Norm fiir Elemente in Zy sei dieselbe wie in Z. Im allg« meinen ist 
Ey dann kein vollstandiger Raum. 

Vereinbarungen. 1. Bei Funktionen h(x, t) der zwei Veranderlichen z und ¢ 
bedeute A(x, t) ¢ BZ, daB h(x, t) < Z, wenn A(z, t) als Funktion der einen Ver- 
anderlichen ¢ betrachtet wird. x ist dann als Parameter zu betrachten. Ent- 
sprechendes gelte bei der Unterstreichung von x oder wenn h(x, t) eine Reihe 
mit zwei Verinderlichen ist. 


27* 
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2. Stets sei F = (- +, +) , wenn {= (a;,6;), und Entsprechendes gelte 
bei anderen Buchstaben. 

Bemerkung. Bekanntlich sind die Raume Z = L,(1 < p< ~), C, V, A und 
die zugehérigen Raume dZ, E* und (C,— £)* BK-Raume (s. [4]), wenn sie 
als Fourierkoeffizientenriume oder allgemeiner als Folgenriume betrachtev 
werden. Fiir die Raume EF = Lg 1aBt sich Entsprechendes leicht zeigen. 


§ 2. Charakterisierung einiger komplementirer und C,-komplementirer Riume 


In [4] wurde gezeigt (s. den dortigen Satz 2.5), daB fir 2 = L,(1< p< o), 
C und A gilt: Genau dann ist / ¢ Z*, wenn sup |/s,,(/)||g- < oo ist. Dabei ist 





beziehentlich H°= L,, mit - = 1 fir 1 < p< o, und p’= o~ fiir p= 1 
und umgekehrt, #°= dV fir = C und H°= dL. fir E = A und in diesen 
Raumen £* ist fiir / ¢ E* 


|e = “— lsn(f)\e 


(vgl. [4; vor Satz 2.2]). Anders liegen die Verhaltnisse bei den Raumen £*, 
wenn E= L., V oder LY ist. Jedoch ist eine Charakterisierung der Raume 
I*, und V* durch Konvergenzeigenschaften der Teilsummen oder der gliedweis 
integrierten Teilsummen méglich. Fir die Raume L$ *, (C, — L2)* und (C,— L3)* 
werden ebenfalls Klassenbedingungen angegeben. 

Die Folge {s,(/; t)}} = {s,(/)} heiBt beschrankt konvergent, wenn 
lim s,(/; t) = f existiert fiir jedes t ¢ <0, 2%) und wenn Pu Is, (Ale < 00 ist. 


n—- ~© 


Satz 1. Genau dann ist f ¢ V*, wenn {s,(F; t)} beachrinkt konvergiert'). 
Beweis. Sei / ¢ V* und g(t); z) = =". - cnr) mit 0<t,< 22. Dann 
ist g(t,; x) € V fiir jedes ¢,€ (0, 272), also ist 


8,(F; ty) = (8n(f), 9 (to, 2)) 


konvergent fiir jedes ¢,¢ (0,22), und zwar beschrinkt konvergent wegen 
\/pe= 2+ suplis,(F)|¢ < oo (vgl. [4; nach Satz 2.2)). 


n 

Ist umgekehrt {s,,(F)} beschrankt konvergent, so ist F ¢ L* (s.0.), also 
auch F ¢ L., (s. [4; Satz 2.2]). Es ist zu zeigen, daB / ¢ V*, d.h. es ist zu zeigen, 

1) Zusatz wahrend der Korrektur: Nach Abschlu8 der vorliegenden Note bemerkte 
der Verfasser, daB die Aussage von Satz 1 unmittelbar aus einem allgemeineren Satz von 
Herrn W. Orticz folgt [s. W. Ort1cz, On the convergence of functionals representable as 
integrals over some classes of bounded functions, Studia math. 18, 208—217 (1953); 
theorem 5, 8. 215], ja schon Gr. Ficutennouz [s. Gr. Ficnrennouz: Sur les suites 
convergentes des intégrales définies. Bull. Int. Ac. Polon. cl. A, sci. math. et nat., Cracovie 
1923, aia | &. 99] bewies mit einem Satz von H. Lesescve [14; 8S. 65]: Goss dann 





anne al rial g(t) dt fiir jedes g¢€ V, wenn fiir jedes xz € (0,22) H, s(e) = fhy(o at 
existiert endl die Folge {H,(=)} beschrankt konvergiert. 
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daB fir jedes g ¢ V 


lim IKén(F).d> — (em (F),9>| = tim L 


m>n-—-+> co >n—-+ co 


Qx 
J (6,(F) — &,(F)) dg| = 0 





ist. 

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daB g(t) 
nicht konstant ist fiir 0 < t < 2%. g € V laBt sich dann zerlegen in zwei monoton 
wachsende Funktionen g, (¢) und g,(t), so daB g(t) = g, (t) — g_(t) ist. Ist dann 
(vgl. [1; Seiten 6, 7]}) fiir jede Zahl s mit g,(0) < s < g, (22) 


B, (8) = meee = 9: (t)) 
und fiir jede Zahl s mit g,(0) < s < g,(22) 
Ba(s) = supe(s 2 galt). 


so ist 
22 


0:(2 7) 
J 8,(F'; t) dg(t) = I 8n(F; B,(8)) ds — 


9:(0 


92(2 =) 
[ ea(Fs Ba(s)) ds 
(0) 


92 
Wegen der Stetigkeit von £,(s) und ,(s) ist nun auch fiir jedes s (0S s< 22): 
lim s,(F; B,(s)) = F(B,(s)) und lim s,(F; B,(s))= F(B,(s)) 


n-—> Cc 


und die Funktionen F(,(s)) und F(£,(s)) sind meBbar und beschrankt. Es 
existiert also eine Konstante M, so daB bei Beriicksichtigung der beschrankten 
Konvergenz von 8,,(F’) auch 


sup |s,(F; 8, (s))| < M fir g,(0) <s <g,(2z) und n=1,2,... 
sup |s,(F; 8,(8))| < M fir g,(0) < s<g,(2m) und n=1,2,.... 
8 
Nach dem Konvergenzsatz von Lesesecve (26; S. 48] existiert also fir 


jedes g ¢ V 
22 


‘lim 2 <s,(f),9> = lim J 8, (F; t) dg(t) 
9,(22) 9:(27) 
=lim { 8,(F;8,(s))ds—lim f 8,(F; B,(8))ds. 
n—>oo g,(0) n—» co g,(0) 


Also ist f ¢ V*. 

Betrachtet man anstelle der Teilsummen s,, die Teilsummen ¢,,, so l4Bt sich 
ganz entsprechend der folgende Satz beweisen: 

Satz 1’. Genau dann ist fc (C,— V)*, wenn {o,,(F; t)} beschriinkt konvergiert. 

Bemerkungen. 1. W. H. Youne (24; 8S. 563, § 3, ff.] hat schon — wenn auch 
in anderer Form — die Teilaussage von Satz 1: {s,,(F)} beschrankt konvergent 
impliziert { ¢ V* ausgesprochen, jedoch einen Beweis (anderer Art) nur an- 
gedeutet. (Siehe die Berichtigung am Ende der Arbeit.) 

2. H. M. Scuwarrz [17; S. 948, th. 1] bewies eine Aussage, welche die 
‘folgende Aussage enthilt: {s,(F)} beschrinkt konvergent und g ¢ V impliziert 
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lim i ‘9ds, (F) = i gaF , wenn die beiden letzten Integrale existieren. In 


n-> co 


cnet Satz 1 wird iiber die Existenz dieser Integrale nichts vorausgesetzt. 
Trivialerweise existiert jedoch Te ds,(F) fir g «¢ V, dagegen braucht t? dF 
nicht zu existieren, da F nieiidernin unstetig ist (vgl. [4; Satz 2.4}), und 
Ie dF = — {Fag existiert bekanntlich nur dann fiir jedes g ¢ V, wenn F'¢€ C. 
7 3. J.D. Wasven es a. (23; S. wes; Ist g¢ V und {s,,(F)} beschrankt 
konvergent, so ist lim j " ea(F) dg = a lim s,(F) dg, wenn die Integrale 


existieren. et om 

4. Esist (C,— dV)* ¢ C, denn selbst (d V)* ¢ C. Dagegen ist C c (C, — dV)*, 
denn fiir { ¢ C konvergiert nach Frs&r o,,(/) sogar gleichmaBig gegen f. 

5. Esist V c (d V)* [29; S. 28, 2.622 und S. 25, 2.6] und wegen d V c (d V)** 
alsodV c(dV)**c V*. 

6. Nach Izumi und Saré4 [7; Satz 3] gilt: Aus / ¢ L.. und 


6 
F 6 
| (f(x + u) — f(x—u))du=o a (6 > 0) 
é Ig 5 
gleichmaBig fiir alle x « (0, 22) folgt: f « (dV)*. 
Satz 2. Genau dann ist f ¢ L*%,, wenn f ¢ L und wenn fiir jede meBbare t-Menge 


H ¢ (0, 2x) lim J 8, (f) dt = fiwae 


ao 
ist [d. h. wenn s,(f) schwach rs gegen f « L}. 
Beweis. Nach Haun [5; Seite 45] ist die Existenz von 
lim J 8, (f) dt = fre dt 


fiir jede meBbare t-Menge H « 00, 22) hinreichend und notwendig dafiir, daB 
fiir jedes g ¢ L., 
2 22 
, . 1 2 ¥ 
lim (6,(/),9)=lim + [ s,(f)gdt=+ | fgat 
n— 2 nu— oc 0 0 
existiert. Daraus folgt die Behauptung. (Beachte, daB [9; Seite 220] 
L2, c(C,— L..)*= L.) 

Bemerkung. Bekanntlich [1; 8. 136] oder [14; 8S. 52] ist die eben genannte 
Bedingung fiir die schwache Konvergenz von {s,,(/)} gegen { < Z aquivalent der 
Gesamtheit der folgenden 3 Bedingungen : 

a) sup|s,(/)Iz< oo (d. h. f € C* [4; Satz 2.3, Folgerungen]}), 


b) lim fs ({) dt = [tat existiert fiir jedes (,¢ (0, 22), 


c) Zu Sele e> O existiert ein 6 > 0 derart, daB fiir jede t-Menge H ¢ (0,22) 
mit MaB m(H) < 6 
If sn(/) dt| <e (n= 1,2,...) 
H 


ist. 
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Diese aquivalenten Bedingungen fir f ¢ L%, beniitzen wir beim Beweis 
von Satz 5. 
Satz 3. Genaw dann ist { ¢ (L3)*, wenn sup ||s,(/)||¥ < oo ist. 


Beweis. Der Beweis kann ganz entsprechend wie im Fall / ¢ L,(1< p< ~) 
gefiihrt werden [4; Satz 2.3] und [26; 8.138, th. 2] unter Beachtung der 
Tatsache, daB P dicht ist in L3 (P ist dicht in C und C ist dicht in L$ (26; 


8. 128, 8.]). 
Satz 3’. Genau dann ist { ¢ (C,— L3)*, wenn sup | lo, is 3 < oc ist, und es 
st (C,— L$)*= LY. 


Beweis. Der erste Teil: Genau dann ist f ¢ (C, — L3)*, wenn sande. y< © 
n ¥ 


ist, 14Bt sich wie bei Satz 3 mit Om anstelle von s,, beweisen. Wir zeigen noch, 
daB f ¢ LY genau dann, wenn sup| On (F)\\ , < oo ist, so daB (C,— L3)*= Ly ist 


Sei 7 \on(f)I - y< &. — exiationt eine Indexfolge {n,} und ein } ¢ Ly 


(26; 8. 159, th. 9] ‘mit der — daB fiir aon g ¢ L$ 


lim f 9(t) 6 (f: t) dt = i “gat 
nme co 0 
ist. Also ist speziell fiir g = - cos j¢(j = 1,2, .. .) 


. = : ‘ 
lim + cos jt o,,(f; t)dt = lim 


moe "gs NE—> 20 


n+1—j 
m+ 1 


a;= a; (j= 1,2,...). 


Entsprechendes ergibt sich mit g = 2 sin j¢ (j= 1, 2,...) far 6, (j = 1, 2,...). 
Also ist f = / - (a;,6;) €L 
Ist umgekehrt / LY, so 0 gibt es eine Zahl p > 0, so dab i "W(\pf\) dt<K 





ist fiir eine Zahl K mit 0 < K < oo [26; 8. 80]. Auf Geant der Konvexitit 
von ¥(u) [29; 8.69, 4.141] und [26; S. 77, Def.] und der Jensenschen Un- 
| gleichung [29; S. 68] ist is 

2 
| P(\po,(f;2)|\)< — | Pi\pf\) yalast)dt, 

wobei 6 
1 
yn(®st)= 357 | ——s 

sin 


9 


der Fejér-Kern ist. Daraus folgt durch Integration [29; 8. 83, 4.33] 


2a 22 2a 
| W (\po,|)dx< - | [¥ (\pél) yn(x, t) dtdzx 
i) 


/ Y(\ Pf\) > Ty Yn(x,t)dxdt 


| P(\pf\)dt< K 


0 
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Also ist [26; S. 79, th. 1] Ip oly = Ploy = K+ 1 und somit 
sup|o,(f)| 7 < ~. 
n 
Bemerkungen. 1. Die Teilaussage: /¢ LY impliziert sup lon Aly < oo gilt 
n 


offensichtlich, wie der Beweis zeigt, fiir beliebige Raume Ly (also nicht nur 
fir die Raume LY). 

2. Da es zu jedem p(lops eine Youngfunktion ® gibt, so dab 
Lo= L, ist (26; 8.82], und da L,(1< p< ©) C {L$} und L,(1 < p< ~) c 
C {LY} ist, da ferner L, = Ly fiir L,= Lg, so sind in den Satzen 3 und-3’ die 
folgenden bekannten Aussagen enthalten : 

1) f¢ Lg(1 < p< o) genau dann, wenn sup lsn(f yl < 2 (1 < p's ©) 


2) f ¢ (C,— L,)*(1 < p < ~) genau dann, wenn sup |a,(/)| p< © (1< p’< ~) 


und es ist (C,— L,)*= L, (1 < p< ~). 
(vgl. zu 1) [4; Satz 2.3, Folgerungen), zu 2) [29; S. 84, 4.33 und 8. 79, 4.31].) 
Satz 4. Genau dann ist fe, LY)*, wenn lim lo, (f) — 0m (f= 0 und 


m > n—>0o 
es ist (C,— LZ)*= Li. 

Beweis. Wir zeigen zunachst, daB (C,— LZ)*= Lé ist. Nach Satz 3’ ist 
(C, — L6)*= LZ, also ist wegen LE c(C,—- (C, — L§)*)* zuniachst 
Lé c(C,— LY)*. Sei nun f € (C,— LY)*, cho wean Le. C {L}} fiir jede Young- 
funktion und wegen (C,— L..)*= L [9; 8. 220] auch f ¢ L. Dann existiert nach 
Fesér und Lepescv fast iiberall lim |o,(/)| = |f|, also ist nach dem Satz von 


Fatovu auch fiir jedes 


2x 22 
9 < Lg: { \fg| dt < sup lon(f) g| dt Ssuplio, (fg Igy < =, *) 





2x 
also existiert {fal dt fiir jedes g ¢ LY, also ist f « L$ (26; S. 136]. Damit ist 


(C, — LY)*= L8. 
DeB hows leatf) - om (fh 3 = 0 hinreichend ist fir f ¢ L4, ist klar (vgl. [4; 


tiie 2 aus Satz 4.1}). Sei umgekehrt f ¢ L$, also [PUN az <x 


[26; 8. 81, Cor.]¥(u) ist konvex, nicht negativ und ¥'(0) = 0. Also ist (29; 8.86] 
22 
i . 
lim ¥(zIf-9,|)dz= 0 


n-—> co 


also auch [26; S. 83, 84 Lemma a] 
tim | (F ~ o4)|| = lim | — oy] $= 0 


n—> co "7 


Daraus folgt die Behauptung. 


*) Fir / € (C,— Lo)* ist |f|(c,—2g)* = sup ||, (f)||w [26; S. 142, Remark 2°). 





Es gilt mit K = 


wenn 
l. 
und 


mit m(H) < 6 


dingung K ¢ Lt. 





so ist auch c) erfiillt mit ¢ anstelle von e: Fir jedes feste n = ny ist wegen 
8,,(K) ¢ L fiir alle t-Mengen H vom MaB m(H) < 6 


Ist dann 6,= Min(é, 5), so gilt fiir alle t-Mengen H, mit m(H,) < 56) wegen 2. 


und 


| [ &% (R) at = =| || an.) dt — [one — 8 (R)) dt) < 


Hy He 


aif ty ad +| feet = By inpat < 


Eine reelle Zahlenfolge 4 = {A,}(k = 1, 2, .. .) heiBt eine Multiplikatoren- 
folge oder kurz ein Multiplikator der Klasse (Z, Z,), wenn durch A jedes 
f= (a,, b,) eines gewissen Raumes E£ mittels der Transformation 7’ definiert 
durch 7/= (A,a,;, 4;b;) transformiert wird in ein h= 7/ eines gewissen 
Raumes E,. Wir schreiben dafiir kurz: 7 ¢ (EZ, E,). 


Satz 5. Genau dona ‘ist T ¢€ (Lx, Cy), wenn K € L%.. 
Beweis. Katayama [12; 8. 122, th. 1] zeigte: Genau dann ist 7 ¢ (L..,C y), 


2. zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 existiert, so daB fiir jede t-Menge H ¢ (0, 2) 
If (ent) — 8 (R)) dt| << ist (m,n=1,2,...). 

Es geniigt also zu zeigen, daB diese Bedingungen aquivalent sind der Be- 

Um dies einzusehen, haben wir nur diese zwei Bedingungen zu vergleichen 

mit den drei Bedingungen a), b), c), welche in der Bemerkung nach Satz 2 


angegeben wurden. 1. entspricht a) und 2. ist aquivalent der Bedingung c), 
denn ist c) erfillt mit {= K, so ist auch 


Ist umgekehrt 2. erfillt fiir ein e = ~ und alle t-Mengen H mit m(H) < 4, 


d. h. c) ist erfiillt. 
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§ 3. Einige Sitze iitber Multiplikatoren 


Edy conit 


\8n(K)|,= O(1) (n> o) 


| f(sn(K) — 8,(K))dt|<2e==&  (m,n=1,2,...). 
H | 


2 
/ s,,(K) dt} <<. 
a 


J (8n,(K) — &m(K)) dt < . 
A 


t,iL; 
at o=: 
lH. 
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b) ist aber trivialerweise erfiillt mit K anstelle von /, wenn T ¢ (Lx, Cy). 
Also gilt: 1. und 2. sind aquivalent a), b), c), also sind die Bedingungen 1. und 2. 
aquivalent der Bedingung K ¢ L*,, woraus die Behauptung folgt. 

Definition. Ein normierter Raum £ c P.,, besitzt eine translationsinvariante 
Norm, wenn fiir jedes / ¢ Z gilt: 


\/\e=\/(x + Ole fiir jedes x € (0,27). 
Satz 6. Ist E CP, ein BK-Raum, in dem P dicht ist, und besitzen E 


oder E* translationsinvariante Normen, so gilt: 
Genau dann ist 7 ¢ (EZ, (dV)*), ja sogar T ¢ (E, Cy), wenn K ¢ E*), 
Beweis. Ist E c P.,., E* ein BK-Raum mit translationsinvarianter Norm‘), 
P dicht in E, f ¢ P und K ¢ E*, so konvergiert 


{s,(1f)} <= {<sn(f; t), R(x T t)>} = x A; (a; COS j x ¥ b; sinj) 
j=1 


gleichmaBig in x und es ist sogar fiir jedes f ¢ Z 
Isn(P hos Wx ||\(K (a + tiie =F lx (Kl xe= OQ) — (n+). 
Also ist die Folge der Normen der Operationenfolge {t,,/} = {s,,(7' /)} beschrankt 
{1; S. 80, th. 5]. Mit dem Grundmengenprinzip [1; 8. 79, th. 3] folgt daraus 
Th « Cy fiir jedes fe E . Also ist T ¢ (Z, Cy) und um so mehr 7’ €« (E, (dV)*). 
Ist umgekehrt 7 ¢ (E, (dV)*), so konvergiert fiir jedes /¢ E und jedes 
x € (0,22), also auch fiir x = 0 


{s,, (Tf; z)} = {<s,(f), R(x + t)>}, also ist K < E*. 


Ganz entsprechend 1aBt sich der folgende Satz beweisen. 

Satz 6’. Ist E CP.., BE ein BK-Raum, in dem P dicht ist. und besitzen 
E oder E* translationsinvariante Normen, so gilt: Genau dann ist 
T ¢ (E, (C,— dV)*), ja sogar T € (E, C), wenn K «¢ (C,— E)*. 

Bemerkung. Wie man leicht bestatigt, sind die Riume EF = L,isps ~~), 
Lo, C, V und A sowie die zugehérigen Stieltjesriume und komplementiren 
Raéume BK-Raume mit translationsinvarianter Norm, so daB die Satze 6 und 6’ 
fiir diese Raume E£ gelten, wenn P dicht ist in Z, alsoz. B. fir 2 = L,(1 S p < ov), 
L$, C, A. 


§ 4. Weitere Charakterisierung der komplementiren Riume 


Aussagen von Karamata [10, 11], Tomié [20], Izumi und Saté [7] und 
Katayama [12] liefern weitere Bedingungen zur Charakterisierung der 
Raume C* und L*, bei Beachtung der Aussagen in [2] und [4]. 


%) Satz 6 und Satz 6’ sowie deren Beweise wurden wahrend der Korrektur (28. 2. 1959) 
durch den Verfasser verbessert. 

*) Ist nur Z als Raum mit translationsinvarianter Norm bekannt, so ist im Beweis 
nur /(t) durch j(z + t) und K (x +t) durch R(t) zu ersetzen. — Die im Beweis an die 
Normen hinten oben geschriebenen Buchstaben x und ¢ geben an, beziiglich welcher 
Veranderlichen die jeweilige Norm zu nehmen ist. 











Sa 


au 


folk 


Sat 
hin 
Da 
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Satz 7. 1. Ist {A,} eine quasikonvexe Folge, d.h. ist mit A*Aj= 4,— 24;.,+ 
+ Aji(f7= 1,2,...) 


d (j + 1)| 424,| < @, 
j=l 
so ist genau dann K ¢ O*, wenn i= 0 (55 


)G> «). 
2. Aus { € dV, also F ¢ V und 


ae | . ea 
folgt f ¢ O*. ry i 


Beweis. 1. K ¢ C* ist hinreichend und notwendig fair 7 ¢ (C, Cy) (s. [10] 
oder [2] und [4] oder Satz 6. Andererseits ist 4, = O/ wy) bei 
quasikonvexen A, hinreichend und notwendig fiir 7 ¢ (C, Cy) nach Tomié [20]. 
Daraus folgt die Behauptung. _ 

2. Ist nur eine andere Formulierung eines Satzes von Izumi und Saré [7; 
Satz 4]. 

Bemerkung. Es ist (dV ~dC) ¢ C*c (dV dC). Die rechte Inklusion folgt 
aus der Aussage von Srpon [18]: 


sup |\s,,(/)\|,< oo impliziert f ¢ (dV dC). 





é 
| fee + u)— F(t —u)) du 


/0 








Es ist aber fiir f ¢ C* die Norm |/|¢+= sup |s,,(/)!| , < oo. ({[4; Folgerungen aus 


Hilfssatz 2.2].) Diese Aussage von Srpon folgt iibrigens auch aus der Aussage 
von HEtson [6]: 
sup |s,,(f)|,< co impliziert a,— 0(1), 6;= 0(1) (j>-), 


zusammen mit der bekannten Tatsache [29; 2.632], daB f ¢dV und a,= o(1), 
b;= 0(1) (j-> co) zusammen / ¢ dC implizieren. 

Die Relation (dV \dC) ( C* folgt aus einer Aussage von F. Riesz [16]: 
fe(dV ndC) impliziert nicht stets a;= 0(1), 6;= 0(1), zusammen mit der 
Aussage (s. 0.) von HELSoN. 

Satz 8. Ist {A,} eine quasikonvexe Folge, so ist genau dann K ¢ L%, wenn 


‘ 1 : 

A= o| ej) (j > 00). 
2. Ausf ¢ Lund 
|| @ 

; [we + u) — f(t - u)) du} m4 aie 
110 iL = 

folgt f ¢ L%.. 


Beweis. 1. K ¢ L*, ist hinreichend und notwendig fiir T ¢ (L.., Cy) nach 


Satz 5. Andererseits ist A;= °F bei quasikonvexen A, nach Katayama [12] 


hinreichend und nach Karamata [11] sogar notwendig fiir 7 ¢ (L.., Cy). 
Daraus folgt die Behauptung. 

2. Ist nur eine andere Formulierung eines Satzes von Izumi und Saté 
(7; Satz 2}. 
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Bemerkungen. 1. Bekanntlich [29; 7.3 (iii)] folgt aus |f|lg*|f| ¢ Z [mit 
lg* |f| = Max(Ig/f|, 0)]: f € Ly also wegen Lyc L& [4; Satz 2.2] auch f ¢ LE. 
2. Kosinusreihen mit quasikonvexen Koeffizienten sind genau dann ¢ Lt, 
wenn sie € Ly. Dies folgt aus Satz 8, 1. und dem bekannten Satz von Kotmo- 
aorow [13] oder [29; 5.12 (ii)]: Ist die Folge {/,;} quasikonvex, so gilt: Genau 


dann ist K ¢ Ly, wenn 4;= 0 : (j + co). Ubrigens ist die Voraussetzung 
Igy rig} 


A;= 0(1) (j > cc) im Satz von Kotmocorow unnétig (wir haben ihn deshalb 
ohne diese Voraussetzung angegeben), denn ist K ¢ Ly, so ist K ¢ L wegen 


re CL, also Aj= 0(1) (j+ &), und ist A= o( 55 -) Gj ©), so ist auch 
= 0(1) (jo). 
3. Es isth= ¥ Se €(0* nL) [29; 5.12] und [29; 5.7.4] aber h ¢ L* 
j=2 


nach Satz 8, 1. 

4. Sranosevié [19; Satz 2] bewies: Ist / < L und f eine gerade Funktion, 
sowie A, eine quasikonvexe Folge mit 4;= 0(1) (j + -), so ist Tf < L. Diese 
Aussage 14Bt sich in zweierlei Hinsicht verbessern: Die Bedingungen fiir die 
A, implizieren R ¢ L [29; 5.12, (i)], also ist die mit diesen A, gebildete Trans- 
formation T ¢ (dV, L) (29; 4.64), d. h. es geniigt f ¢dV vorauszusetzen, und 
die Beschrankung auf gerade Funktionen ist unndtig. 


§ 5. Folgerungen. Identische Multiplikatorenklassen 


Zusammenfassungen oder Folgerungen aus bisherigen Ergebnissen sind 
die folgenden Aussagen. 

_ L. Far E=L,(l spas ~), LZ, C, A gilt: Genau dann ist T ¢ (Z, Cy), 
wenn K ¢ E*. 

(Fir Z = L,(1 < p< ~) s. (2; Satz 1) und [4; Folgerungen aus Satz 2.3}, 
fir E = Ls. (2; Satz 1] und Satz 3 der vorliegenden Note; fiir Z = C s. [10] 
und [4; Folgerungen aus Satz 2.3]. Die Aussage fiir 2 = A folgt aus derjenigen 
fir Z = L.) 5) 

Fir # = V ist eine exteptaphant Aussage nicht richtig, wie das Beispiel 


fu x mite V, k= 5 cosjx ¢ V*, aber T/= ¥ s ¢Cy zeigt. 
=i ? 


j j=1 = 1 
(Vgl. auch [3].) 

2. Fir = L,(lso p< ~), LZ, C, A gilt: Genau dann ist 7 ¢ (EZ, C), 
wenn K ¢€ (C,— E)*. 

Diese auBer im Fall E = LS bina Aussagen ((8] und [21]) sind somit 
den in 1. aufgefiihrten ganz enteprechend. Dabei sei darauf hingewiesen, dai 
(C*,-—L,)*=Ly (Lops ow) [9; 8. 220] (C,— L3)*= Ly (s. Satz 3’), 
(C,— C)*= dV [4; Folgerungen nach Satz 5.2] und (C,— A)*= dL., ist.*) 

Auch hier ist offensichtlich (s. 1.) eine entsprechende Aussage im Fall Z = V 
nicht richtig. 

*) Fir Z + L.~ folgen die Aussagen i. auch aus Satz 6, fiir E = Lx s. Satz 5. 

*) Fir EF + L. folgen diese Aussagen auch aus Satz 6’. 


amie 








_ 
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3. Aus Satz 6 folgt mit 1. die Identitaét gewisser Multiplikatorenklassen’). 
So ist 
(L,, (d V)*) = (L,, Cy) (1 = Ps oo) 
(C, (dV)*)=(C, Cy) 
(Lg, (dV)*) = (LZ, Cy), 
also auch (s. [4; Bemerkungen nach Satz 4.7]) fiir 1 < p< ~ (L,, (dV)*) 
= (Ly, Cy) = (Ly, L*) und fiir 1< p< oo (Ly, (4V)*) = (Ly, Cy) = (Ly, L*) 
(L,, C) - (L,, Le = (d V, Ly) mr (LZ, Ly); ferner ist (C, (d V)*) “2 (C, Cy) 
(C, L*) = (L, C*) = (L, Ly) und (L$, (dV)*) = (L$, Cy) = (LB, L*). 
4. Aus Satz 6’ folgt mit 2. entsprechend (L,,(C,— dV)*)=(L,,C)(ls ps o), 
(C, (C,— dV)*) = (C, C) und (L$, (C,— dV)*) = (L$, C), also auch (s. [4; Be- 
merkungen nach Satz 4.7]) bei Beriicksichtigung von 3. fiir 1< p< 
(L,, (C,— dV)*) = (L,, C) = (Ly, (dV)*) = (L,, Cx) = (Ly, L*) 
os (L,, Lx) = (d V, Ly’) - (L, Ly) ; 


ferner ist [21]: 

(C, (C, — dV)*) = (C, C) = (L, L) = (Lq, L..) = (V, V) = (L, dV) = (C, L,.). 
Da K ¢ (C,— L,)*= L,-(1 < p<) auch hinreichend und notwendig ist fiir 
T€ (L,, L..) (8. [21]), so ist auch fir 1 < p<  (L,, (C,— dV)*) = (L,, C) 
= (L,, L..) = (dV, Ly) = (L, L,). Ferner gilt (s. [21}) (L.., (C,—dV)*) 
= (L..,C)= (dV, LZ) und, wie man leicht zeigt, (L3, (C,— dV)*) = (L2, C) 
= (LS, L.) = (L, LY). 

5. Fiir speziellere Multiplikatoren fallen weitere Multiplikatorenklassen 
zusammen. Da eine Kosinusreihe mit quasikonvexen Koeffizienten gerlau dann . 
zu L*%, gehért, wenn sie auch zu Ly gehért, (s. Bemerkungen 2. nach Satz 8), 
so gilt fir Transformationen mit quasikonvexen A,(dV, Ly) = (L., Cy) 
= (Lx, (dV)*), denn T¢(dV,Ly) genau dann, wenn K¢Ly (s. [3)), 
T ¢ (L., Cy) genau dann, wenn K € L*, (s. Satz 5), und 7 ¢ (L.., (dV)*) genau 
dann, wenn K ¢ L* (s. Satz 6). 

6. Es ist Cc (C,—dV)* [29; 8.88] und dV = (C,— C)* (s. [4; Folge- 
rungen nach Satz 5.2]). Also ist (C,— (C,— dV)*)*c (C,— C)*= dV. Da aber 
allgemein Zc (C,— (C,— E)*)* gilt, so ist d V = (C,— (C,— dV)*)*= (C,—C)*. 
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Zusatz uihrend der Korrektur: Bemerkung 1. nach Satz 1’ bedarf der Berichtigung: 
W.H. Youne hat die angegebene Teilaussage von Satz 1 schon friiher ausfiihrlich be- 
wiesen, jedoch ist sein Beweis von dem unsrigen verschieden. [W. H. Youne: On the 
theory of the application of expansions to definite integrals. Proc. London math. Soc. 
(2) 9, 463—485 (1910—11); S. 475]. — Zu § 5.6. sei bemerkt, daB fiir jeden komplemen- 
taéren bzw. C,-komplementéren Raum £C Px folgendes gilt: 2 = E** bzw. 
E = (C, — (C, — B)*)*. 


(Eingegangen am 20. Dezember 1958) 
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Uber algebraische Integralgleichungen 
mit nichtnegativen Koeffizienten 


Von 


Hetmvut ScHakFER in Pullman, Washington 
Nach ScHMEIDLER [1] heiBt eine nichtlineare Integralgleichung der Gestalt 
n—1 : 
(I) x" y® (8) ~~, o y? (8) ag(s, y) = f(s) 


(x ein komplexer Parameter), wo das Argument s der gesuchten Funktion y 
etwa eine kompakte Menge 2 des k-dimensionalen Euklidischen Raumes 
durchlauft und 


a,(8, y) = ; Zz - { ¥ f K pa,...ay (8s ty - - - ty) y™ (ty)... ¥"(t,) dt, ... dt, 
homogene Integralformen (n — £)-ter Ordnung sind, algebraisch vom Grade n. 
Offenbar ist fiir n = 1 die lineare Integralgleichung 2. Art 


(I,) xy (8) a | K (8, t) y(t) dt = f(s) 


in (I) enthalten. In einer kirzlich erschienenen Arbeit [2] hat ScumEIDLER die 
Existenz eines reellen Eigenwertes x, [d. h. einer Zahl xq, fiir die (I) bei f(s)= 0 
eine nicht identisch verschwindende Lésung besitzt] fiir ungerades n und 
symmetrische Kerne K = K,(s,t,,...,t,)') bewiesen. Dies ist eine natur- 
gemaBe Verallgemeinerung des bekannten Eigenwertsatzes fir (I,) bei symme- 
trischem Kern K (s, t). In einer friiheren Arbeit [1] hatte Scumem.eEr den Satz 
von JENTzSCH, nach dem (I,) bei (etwa stetigem) K(s, t) > 0 einen positiven 
Eigenwert x, mit positiver Eigenfunktion besitzt, auf Gleichung (I) verall- 
gemeinert*). Eine schwachere, aber hinsichtlich der Voraussetzung wesentlich 
allgemeinere Aussage iiber (I,) ist: 

Fiir (etwa stetiges) K(s,t) = 0 besitzt (I1,) entweder iiberhawpt keinen Higen- 
wert + 0, oder der absolut gripte Eigenwert x, ist positiv mit einer Higenfunktion 
Yo(8) = 0. Fiir x > x, ist der lésende Kern I'(s, t; x) > 0. 

Diese Aussage ist in der Literatur iber Integralgleichungen anscheinend 
nirgends formuliert und offenbar weniger geliufig. Das Ziel dieser Note ist, 

1) Genauer: Es sei fiir alle Kerne a,=-+--=a,= 8+ 1=(n+1)/(v+1) und 
E Kpa---a= Kp(6, ty, - - -»t,) symmetrisch in allen Variablen. Ferner wird das Nicht- 
verschwinden einer gewissen Diskriminante 

*) Der Beweis in [1] ist nicht korrekt, da die Abbildung 7 -> y, [1] p. 249 oben, nicht 
- stetig ist. Ein neuer Beweis unter schwacheren Bedingungen findet sich in einer demndchst 
im Pacific J. Math. erscheinenden Arbeit des Verfassers. 
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den Satz — soweit es sich um Werte x > 0 des Parameters handelt — auf 
algebraische Integralgleichungen beliebigen Grades n mit nichtnegativen 
Koeffizienten zu verallgemeinern. Hierunter verstehen wir eine Gleichung (I), 
in der alle Kerne K,,,___, = 0 und in simtlichen Variablen stetig sind. 

Wir bezeichnen mit K(2) den positiven Kegel im Raum C(Q), d. h. die 
Menge aller stetigen reellen Funktionen y(s) > 0 auf 2. Unter einer Lésung 
von (I) verstehen wir ein y € K(Q), das (I) fiir gegebenes x > 0 und f ¢ K(Q) 
geniigt. Auf C(Q) bzw. K(Q) wird, wenn von stetigen Abbildungen die Rede 
ist, die durch ||g| = sup |g(s)| erzeugte Topologie gleichmaBiger Konvergenz 

seQ 


auf {2 zugrunde gelegt. 

Satz 1. (I) sei eine algebraische Integralgleichung beliebigen Grades n = 1 mit 
nichtnegativen Koeffizienten. Dann gibt es ein offenes Intervall J = {x : x > x20} 
mit den Eigenschaften : 

1. Es existiert eine auf J x K(Q) nach unten halbstetige*) Abbildung R mit 
Werten in K(Q) : (x, f) > y*, so dap y*= R,,(f) eine Lésung von (1) zu (x,f) ist. 

2. R ist monoton: f,< f, und x,S x, bedingen y}< y3. Es gilt 

1 


|R (A) S C(x) |f\* , 


C (x) eine von rechts stetige, abnehmende reelle Funktion. 

3. y* kann aus (x, f) durch sukzessive Approximation bestimmt werden. 

4. Ist x. > 0, 80 ist x Higenwert von (I) mit einer Kigenlisung z, ¢ K(Q). 

Aus der Konstruktion von R ergibt sich noch das folgende Kriterium fiir 
das Vorhandensein eines positiven Eigenwertes von (I): 

Zusatz. Divergiert das zur Definition von R*) verwendete Iterationsverfahren 
fiir ein x > 0 und f = 1, 80 existiert ein Higenwert x)= x von (1). 

Der Beweis fiihrt iiber eine Reihe von Hilfssatzen. 


Aus dem Zusatz léBt sich, wie unten gezeigt werden wird, das folgende ein- 
fache Kriterium fiir die Existenz eines positiven Eigenwertes x, von (I) her- 
leiten: 

Satz 2. Es sei fiir wenigstens ein By, 0 < bys n — 1, einer der in ay (s, y) 
auftretenden Kerne, etwa Kg,4,.. 4,» positiv. Ist C > 0 untere Grenze von Kp... x, 
und mQ = [dt, so besitzt (I) einen Eigenwert x, mit positiver Kigenfunktion 

a 
und es ist 
ee! saith 
xz (Cr ma) a-h . 

Dieser Satz ist eine unmittelbare Verallgemeinerung des Satzes von 

JENTzscH auf den algebraischen Fall. — Es sei noch darauf hingewiesen, daB 


in der vorliegenden Arbeit nur von Methoden der klassischen Analysis Ge- 
brauch gemacht wird. 








%) Das heiBt ist e > 0 vorgegeben, so sind die Bildelemente einer geeigneten (x, /)- 
Umgebung samtlich > R,,(/) — e. Aus 2. folgt dann R,,,(/,) > 2,.(f) fiir x, | x, f, ¢ f. 
*) Siehe S. 387. 
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Hilfssatz 1. Hs sei wp die Abbildung (ay. . . ., @,—;) > 2 von E, in E,, wo 2, 
die gréBte nichtnegative Wurzel der Gleichung 
n—1 
B=0 
bedeutet. w ist definiert, stetig und monoton im Bereich {a, => 0; B = 0,..., n — 1}. 
Beweis. Offenbar ist y im angegebenen Bereich definiert, und es ist z,= 0 
genau, wenn a,= 0 fiir alle 8. Offenbar ist y an der Stelle (0, . .-., 0) stetig. 
An jeder anderen Stelle ist aber z, einfache Wurzel, woraus die Stetigkeit 
von wp folgt. Die Monotonie von y wird unmittelbar ersichtlich, wenn man z, 


n—1 


als gréBte Abszisse der Schnittpunkte der Kurven z" und 3’ a,2° ansieht. 
B=0 
Wir betrachten nun die Gleichung 


n—1 
(1) x" y" (8) ~~, x y? (8) ag(8, w) = f(s) . 


Fiir jedes x > 0 ist gegebenen w ¢ K(Q), f ¢ K(Q) eine nicht negative reelle 
Funktion y(s) zugeordnet, wenn fiir jedes s ¢ 2 y(s) als gréBte Wurzel = 0 
von (1) bestimmt wird. Nach Hilfssatz 1 ist y ¢ K(Q2), d.h. stetig. Wir be- 
zeichnen die Abbildung (x, w, f) > y mit F. Nach Hilfssatz 1 ist F monoton: 


(2) F (x, Wf) SF (xq, Wy, f2), wenn x%,S %, WS Wy, f, S fy. 
Wir konstruieren nun eine Folge {y,,} durch die Vorschrift 
(3) Ym+i= F(x, Ym: f); Yo= 0 (m = 0,1,2,...). 


Nach (2) folgt aus y,< y, fiir alle m: y,,S Ym4- 
Definition. Fiir jedes Paar (x, f), fiir das die nach (3) gebildete Folge {y,,} 
gleichmifig beschriinkt ist, setzen wir y*= lim y,, und definieren R: (x, f) > y*. 


m—> oc 


Hilfssatz 2. Die Abbildung R ist in ihrem Existenzbereich nach unten halb- 
stetig und monoton. y* ist Lésung von (I). 

Beweis. Wir beweisen zunichst, daB y* — wenn immer es existiert — 
(I) lést. Wegen der Beschranktheit von {y,,} ist (y,, sind stetig) y* eine meB- 
bare beschrankte Funktion, die (I) an jeder Stelle s¢ 2 geniigt. AuBerdem ist 
y* gréBte Wurzel = 0 von (1), wenn wir a,(s, w) durch a,(s, y*) ersetzen. 
Dazu geniigt es zu zeigen, daB aus y*(s)) = 0 folgt a,(8, y*) = 0 fir alle £. 
Aber aus y*(s,)= 0 folgt y,,(8))= 0 fiir alle m, daher a4(8, y*) = limay(8o, y,,) = 0. 

m—> co 


Folglich ist nach Hilfssatz 1 y* stetig, denn es gilt a,(s, y*) « K(Q) wegen der 
Stetigkeit der Kerne Kg, a, 

Um die Halbstetigkeit der ‘Abbildung R einzusehen, beachten wir: Jedes 
Ym ist nach Hilfssatz 1 stetig in s. Da y*, wenn der Limes existiert, ebenfalls 
K (Q) angehért, ist nach dem Satz von Dini die Konvergenz gleichmaBig in s. 
Andererseits ist y,, als Abbildung von {x: x > 0} x K(Q) in K(Q) stetig fir 
jedes m (Beweis durch Induktion). Sei y* = Bal und ¢ > 0 vorgegeben. Dann 


gibt es ein my, so daB |y*— y,,,(%, f)| <> > ist. Fiir eine Umgebung U von 


Math. Ann. 137 28 
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(x, f) ist ['¥m.(%, 7) — Ym.(% A) <-¢- Hieraus folgt 


¥* (A) = Ym. (% F) = Ymal™ f) — Fz y* (x, f) —€ 


fir alle (%, 7) ¢ U, die im Existenzbereich von R liegen. Die in 2. des Satzes 1. 
behauptete Monotonie von R ergibt sich daraus, daB (x, /) > y,, im gleichen 
Sinne monotone Abbildungen sind. Letzteres ist eine unmittelbare Folge von 
Hilfssatz 1. 

Hilfssatz 3. Enthalt der Existenzbereich von R einen Punkt (x, 1) (x > 0), 
so enthilt er die Menge Ix K(ié), I= {u: 2x}. Auf IxK geniigt R der 
Beziehung 


1 
(4) |R.(A)| S C(x) fl" - 
C(x) kann als von rechts stetig und abnehmend vorausgesetzt werden. 

Beweis. Aus der Monotonie der Abbildungen (x, /) > y,, im Sinne von 2. des 
Hauptsatzes ergibt sich, daB mit (x, f) auch (u, g) zum Definitionsbereich von R 
gehért, wenn x Sw und g </. Existiert andererseits R im Punkt (x, f), so 
auch im Punkt (x, cf) fiir c =] 0. Beide Aussagen zusammen liefern den ersten 
Teil der Behauptung. Weiter folgt sogar (x, c"/)+cy*, wenn (x, /)—> y*. 
Wegen der Monotonie von R (Hilfssatz 2) ist aber R,(/) < R,(1) fir f < 1, 
folglich 

|R.()| <1 R.()] = CG) - (fs). 
Setzen wir c"= || fir ||f| +1, so haben wir die gewiinschte Beziehung. 
Offenbar ist das so definierte C(x) monoton abnehmend und von rechts stetig 
wegen der Halbstetigkeit nach unten von R. 

Hilfssatz 4. Die gréBte Menge M reeller Zahlen > 0, fiir die R auf M x K(Q) 
definiert ist, ist ein offenes (nicht leeres) Intervall J. 

Beweis. Wir zeigen zunaichst, daB der Existenzbereich von R einen Punkt 
(x, 1) enthalt. Hierzu brauchen wir in (1) x nur so groB zu wahlen, daB aus 
w € K(Q), w < 1 stets y < 1 folgt. Dann ist die Folge {y,,} beschrankt, da sie 
mit y= 0 beginnt; und R,(1) existiert. Nach Hilfssatz 3 existiert nun R auf 
IxK(Q), I= {u: 2x}, und wir kénnen beweisen, daB dann R auch auf 
J, xK definiert ist, J, ein geeignetes offenes Intervall >J; hiernach gibt es 
ein gréBtes offenes Intervall J positiv-reeller Zahlen, das der Behauptung 
genigt. 

Es sei also x linker Endpunkt von J; wir setzen x —e= (A+ 6) (e > 0,6 > 0) 
und schreiben anstelle von (I) 


n—1 n-1 
y”(s)— 3 A"-# y? (8) ag(s, y) = (A+ 4)" f(s) + 6 DS (n— B) A" wh ag(s, w) + 
B=0 B=0 


(6) +++++ 6"a9(8, w) . 

Fiir gegebenes 6 > 0 und w ¢ K(Q) fassen wir die rechte Seite als Element 
f,€ K(Q) auf. Da R nach Voraussetzung auf x x K(Q) existiert, haben wir 
nach (4) und (5) mit y*= R,(f,), <1 


= 
n 


1 
ly*| SC(x) IA * < C (x) (A + 1)" If] + 6 D(A) fol} 
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[Hier bezeichnet D(A) ein Polynom in 4 mit von 4, w unabhangigen nicht- 
negativen Koeffizienten.] Wir bestimmen jetzt 5,< 1 so, daB 


(6) O(x)" {(A + 1)" + 1} D(A) 6,51 
ausfallt. Dann folgt aus 0 < 6 < 6, und 

(7) eo] S C(x)" {(4 + 1) + 1} I fl 
die Beziehung 


ly*|"S Ce) ((4 + 1)” Uf] + WA} = Ce)” (4 + 1)"+ DUA, 


also die gleiche Abschatzung fiir y*. Wir bestimmen nun eine Folge {7,,} durch 
Yo= 9, Ymir= Re(Gm) (m= 0,1, 2,...), wo g,, die mit 7,, anstelle von w ge- 
bildete rechte Seite von (5) ist. Da 9, sicher der Abschitzung (7) geniigt, ist 
fiir 6 < 6, die Folge beschrinkt. Andererseits ist {7,,} fiir festes 6 und / nach 
Hilfssatz 2 monoton, daher konvergent: lim 7,,= 7. 7 ist eine Lésung von (I), 


m—> co 


fiir f ¢ K(Q) und x — e, falls 6 < 6, oder 


1 1 
es*— 45 7~*(I- Trae) 
y ¢ K(Q), d.h. die Stetigkeit von 7 in s, ergibt sich aus Hilfssatz 1 und der 
Tatsache, daB 7 gréBte Wurzel von (1) zu den Koeffizienten a,(s, 7) ist. 

Aus der Existenz einer Lésung 7 an der Stelle (x — e, f) folgt nun aber, 
daB die R,_,(f) definierende Folge {y,,} konvergiert. Denn aus a,(s, y,,) < 
S a,(s, ¥) folgt y,,< 7¥(m = 0, 1, 2, . . .), so daB {y,,} beschrankt ist, w.z.b.w. 

Hilfssatz 5. Auf jeder Menge M= M,xM,: M,= {x:x>y>0}, M, 
relativ kompakt in K (Q2), folgt aus der Beschréinktheit von R die relative Kompakt- 
heit von Ry, (M,) c K(Q). 

Beweis. Mit A = x- geniigt y*= R,,(f/) der Gleichung 


n—1 
(y*)” — oP ry Pals, y*) = Af (s) . 


Aus 0 < 4 < y~ und der vorausgesetzten Beschrinktheit von | y*| folgt die 
Gleichstetigkeit der Koeffizienten A"a,(s, y*) ¢ K (2). Weiter sind nach Vor- 
aussetzung A"/(s),/ € M,, gleichstetig. Wie wir im Beweis von Hilfssatz 2 
gesehen haben, ist y* gréBte Wurzel, fiir jedes s ¢ 2, von (1) zu den Koeffi- 
zienten a,(s, y*). Diese gréBte Wurzel ist nach Hilfssatz 1 stetige Funktion der 
Koeffizienten a,. Daher durchliuft y* eine gleichstetige Menge von Funk- 
tionen, d. h. Ry, (M,) ist relativ kompakt in K(Q). 

Hilfssatz 6. Sei x. wntere Grenze des Intervalles J (H. 8. 4). Ist x, > 0, 80 ist 
%9 Eigenwert von (1) mit einer Bigenlisung z,¢ K (Q). 

Beweis. Es sei x, > 0. Fiir x | x, kann aber C(x) nicht beschrinkt bleiben, 
da sonst R von jedem x > x, um ein festes Stiick ¢, > 0 nach links fortgesetzt 
werden kénnte [dies folgt aus der Abschatzung (6)], was der Maximalitat von J 
widerspricht. Daher gilt fir y*= R,(1): |y* = |R,(1)] = C(x) > + oo, falls 

° 28* 
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% +x, > 0. Nach Hilfssatz 5 ist die Funktionenmenge {z,}, z; = a » Xy + Hos | 


relativ kompakt. z, lést (I) fir x= x, und f = HF . Jede konvergente 

Teilfolge von {z,} konvergiert gegen eine normierte Eigenlésung z, von (I) zu xp. 
Mit den Hilfssitzen 2, 3,4 und 6 ist der Beweis von Satz 1 beendet. Der | 

Zusatz ergibt sich wie folgt: Divergiert die Folge {y,,} in (x, 1) fiir ein x > 0, 

so enthalt das Intervall J (H. S. 4) nach Hilfssatz 3 nicht den Punkt x. Daher 

ist inf J = x,= x > 0 Eigenwert von (I) nach Hilfssatz 6. 


Zur Konstruktion von y* fiir gegebenes (x, /) bemerken wir noch (Satz 1,3.): 


Ym+, kann aus y,, ebenfalls durch ein Iterationsverfahren gewonnen werden, 
r—1 


indem auf die Gleichung 2*— 3; b,z¢= 0(b,20) die Iterationsvorschrift 
e=0 


r—1 1 
241 = ( Dh ot)" , %y= 0 (by + 0) angewendet wird. Nach Art einer Diagonal- 
e=0 


folge kann so eine monotone Funktionenfolge bestimmt werden, die gegen y* 
konvergiert. 
Beweis von Satz 2. Nach dem Zusatz von Satz 1 geniigt es zu zeigen, daB 
1 v 
fiir f = 1 und jedes x < (o> ma) n—6. die zur Definition von R dienende Folge 
{Ym}: 
n—1 


(8) x” (Ym +1(8))" — 2 Om +1(8))? a,(s, Ym) = 1; Yo = 0 
(m= 0,1,2,...) | 
divergiert. Aus (8) folgt y,,= ~ (m = 1) und 


x" —-Po(y, 4 1(8))"- > f.. Sf Ran wit. s- te ...e. OR. 
2 


> C nicht kleiner als 


ty = 


Das Integral rechter Hand ist wegen Ky... 


CIT f ymdt. 


e=1 2 


Fiir jeden der vy Faktoren haben wir, mit { dt = m 2 und a= min ,, nach der 
Q 


1sesr 
Hélderschen Ungleichung 
(a. b 
Sf yedt=(mQ) = * (f ¥mat) * , 
Q a 
Weiter ist 2a, = n — By und wir erhalten 
n— B. n— Be 








x" —Po(y,, 44 (8))"-F* > C(mQ) x ee (f Ym dt) " 
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Hieraus folgt, nach Potenzierung mit oh und Integration iiber 2, 





x f Yi1dt2O"-h .(mQ)*= Fe  f ysdt. 
ad Fs 


1 ’ 
Daher ist fiir x < (or ma) n— bs die Folge { y* dt nicht beschrankt, woraus die 
a 
Divergenz. von {y,,} folgt. 
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In einer kiirzlich erschienenen Arbeit!) wurde die Frage, wann eine reelle 
Mannigfaltigkeit M?"-* im C* lokal darstellbar ist als reell-parametrige Schar 
analytischer Mannigfaltigkeiten M?-*, auf folgende Frage zuriickgefihrt: 
Wann besitzt die Verteilung aller kontravarianten komplexen Tangential- 
vektoren 





= r) Powe 8 
(0.1) X= 2 X, dz, + 22, oe, 
an M**-r mit komplexen X, und X* eine Unterverteilung mit einer Basis 
n a — OP a 
(0.2) Ye= 2 laa, Yom 2 Vn ag y=1,2,....n—-k, 
die integrabel ist, fiir die also die Bedingungen 
n—k i n—k ae 
(0.3) (%. Y,] _ x Goa,» Y,, [Y,, Y,) _ a G0,» Y, 
= s=1 
und 
= n—k n—k — 
(0.4) [Y,, Y,] ba = boo. yt ps ea. Y, 
v=1 v=1 


erfillt sind. Dabei sind z,, . . ., z, die komplexen Koordinaten des Raumes C*. 
Die Schwierigkeit der Aufgabe besteht darin, eine solche Unterverteilung zu 
finden. Diese Untersuchung verfolgt nun das Ziel, fiir den Fall der Hyper- 
flichen Bedingungen fiir die Existenz derartiger Verteilungen anzugeben. 
Wir werden hierbei von Ergebnissen der oben genannten Arbeit, aus der wir 
einige Formeln hier zusammenstellen, wesentlich Gebrauch machen. 


1) F. Sommer [11]. 
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Bei einer Hyperfliche, die durch eine zweimal stetig differentiierbare 
Gleichung 


(0.5) P (2) - - «> Bp» By -- +) %) = 0 
mit 

ap ap ag ay 
(0.6) Rang(52,..., 32, th e)=1 


gegeben ist, ~ man annehmen, da8 in der Umgebung des betrachteten 
Punktes aberall 2% ? + Qist. Dann la8t sich eine Basis aller Tangentialvektoren 


angeben, nimlich ‘die Vektoren X, vom Typus (1,0), X, vom Typus (0,1) 
und den rein imaginéren Vektor X vom Typus (1,1): 


C) C) 


(0.7) xX,= nox, ~ Pr Oz,’ y=1,2,...,n-—1, 
a @ 

(0.8) X,= Pade, ~%* oz,’ y=1,2,...,n-1, 
a r) 

(0.9) X= Pa oz, Pa 5e, 

wobei = FE a= 42, = 1,2,...,, ist. Fir diese Vektoren gelten 

die Beziehungen 

(0.10) [X,, X,] = a, X,— a, X,, 

(0.11) [X,, X,] = 4,X,— 4,X,, 0,o=1,2,...,n—1, 

(0.12) [X,, Xo] = 56, X,— 6, X. — %oX, 





mit 


1 - 1 
(0.13) a,= % (Pn Pun— PxPnnd> F,= ae. eet cos 
(0.14) b= Ca. (Pn Put — Pr Pn)» b= mPa Pin — Px Pan), 


und 


l 
(0.15) ¢4= Pave (Pn Pa Put — Pn PI Punk — Pu PHPnIt+ Pu PT Pua)» 
*,A=1,2,...,n—l, 
mit 


Cah ap ee 
Pui Gz0z, ’ Pri= 92,08, ’ Pul = Fa 0m, ’ x, A=1,2,...,.n—1. 
Die c,, sind die Koeffizienten der Hermiteschen Form 





(0.16) Hm 2. txi 2,34, -u, %, 
unter den tne ee 

oe 5 
(0.17) 7 »= 0 - Fa 
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also Koeffizienten einer Hermiteschen Form 
n-—1 


(0.18) H* = 2. C4 Uy 0;. 


x A= 
Der Rang dieser Form ist in einem Pashto der Hyperflache genau dann gleich 
k —1, wenn dort?) 
(0.19) d pid" gph (d'd" of -+0, d pid’ gh (d'd"’ pF=0 
ist, wobei 


n [ n 
(0.20) dgp=) 9,dz,, d"p= 3X 9; di,, 
v=1 vy=1 
n 
(0.21) d'd"p= JS 9,7, 42,\ dz, 
y,u=l1 
und 


(0.22) (d'd’gy=d'd"p Add" gi---A d'a"g, (d'd"g)=1, 





r Faktoren 
ist. 

Wir werden zuniachst zeigen, daB die Bedingungen (0.19) in der Umgebung 
eines Punktes auf der Hyperflache hinreichend dafiir sind, daB dort die Flache 
eine (2k—1)-parametrige Schar analytischer Mannigfaltigkeiten M?~* ist. 
Man wird danach fragen, ob diese Bedingungen auch notwendig dafiir sind, 
daB die Hyperfliche eine (2k —1)-parametrige Schar analytischer Mannig- 
faltigkeiten M?,~ * ist, oder — anders ausgedriickt — ob es méglich ist, daB die 
Flache beim Bestehen der Beziehungen (0.19) in eine Schar analytischer 
Mannigfaltigkeiten geblittert werden kann, deren komplexe Dimension 
groBer als n — k ist. Diese Frage ist nun in der Tat zu bejahen; und zwar hangt 
dies damit zusammen, ob die Hermitesche Form (0.18) semidefinit oder 
indefinit ist. Ist das letztere der Fall, so kann es sein, daB die Hyperflache in 
analytische Mannigfaltigkeiten héherer Dimension als n — k geblattert sein 
kann. Jedoch gilt die Beschrnkung, da8 diese Dimension héchstens n — *+ H+? 
ist, wenn + der Index der Hermiteschen Form (0.18) ist [die Definition des 
Indexes siehe unter (2.3)]. DaB tatsaichlich der genannte Fall eintreten kann, 
zeigen wir am Beispiel der Hyperflichen im C*. Dort lassen sich genau die 
Bedingungen angeben, unter denen eine Hyperfliche mit einer Gleichung 
gy = 0 in eine 3-parametrige Schar analytischer Mannigfaltigkeiten der kom- 
plexen Dimension eins geblattert sein kann. obwohl die Bedingung 

da’ pid" gh (d'd" pP+0 
erfillt ist. Dabei zeigt sich, daB ganz spezielle Bedingungen zusitzlich zum 
indefiniten Charakter der zugehérigen Hermiteschen Form (0.18) erfillt sein 
miissen, damit eine solche Blatterung médglich ist. Ein Beispiel zeigt, daB 
diese Bedingungen erfiillt sein kénnen, ein zweites Beispiel, daB sie nicht 
erfillbar sein miissen. 
*) Siehe: F. Sommer [11]. 














Analytische Blatterung von Hyperflichen 


1. Eine hinreichende Bedingung 
Zunachst beweisen wir den folgenden 
Satz 1. Hine Hyperjliiche H sei als Nullstellengebilde einer viermal stetig 
differentiierbaren Funktion 


(1.1) PU aj; - » 2» Magy By es +s Be) 

gegeben. Uberall auf H sei 

(1.2) Rang (52... 52.525. GE)=1, 
ferner 

(1.3) dp Ad" ph (a'd" p+ 0 

und 

(1.4) d’p Ad" ph (d'd" p= 0. 


Dann ist H in der Umgebung eines jeden Punktes P als (2k —1)-parametrige 
Schar analytischer Mannigfaltigkeiten M"—* der komplexen Dimension n — k 
darstellbar. 

Wir wollen zuerst zeigen, da8 wir annehmen diirfen, die Beziehungen (1.3) 
und (1.4) gelten in einer vollen 2n-dimensionalen Umgebung der Hyper- 
fliche. Sind namlich die Bedingungen (1.1), (1.2), (1.3) und (1.4) fiir irgendeine 
viermal stetig differentierbare Funktion ¢ erfiillt, so sind sie fiir jede andere 
solche Funktion g*, fiir die (1.1) und (1.2) gilt, gleichfalls erfillt. Eine solche 
Funktion g* unterscheidet sich von y in einer Umgebung der Pyperfliche 
multiplikativ um eine Funktion y, die wenigstens dreimal stetig differentiierbar 
und iiberall von Null verschieden ist: 


(1.5) y= py, y+. 


Dieser Satz der reellen Analysis ist leicht einzusehen: Es seien (2,, . . ., Z_) 
und g*(z,,...,2,) @-mal stetig differentiierbare Funktionen der reellen 
Variablen 2,,...,2%,; @21. Auf der reellen Mannigfaltigkeit M*-' sei 

a” 52) 
eee 





Y(%,---, Z,)= 0 und p*(z,,..., 2z,) = 0, sowie Rang ( 


a g* 6 g* 
und Rang (5 °° 30) 1. 
Dann ist in der Umgebung eines Punktes P der Mannigfaltigkeit etwa 
a g* 


: £ + 0 und=— + 0, was man wegen der Proportionalitat der Vektoren 


* 
(32 ye) und (SE ..-3©) annehmen darf. Wir fiihren dann neue 
ry Oz, Ox, Oz, 


Variable ein: 











¥;= 2;,j)= 1, 3,...»%—1 9 
Y¥n= Y(%, - . +» Tp) . 


Dieses System kénnen wir in der Umgebung von P nach 2,, . . ., 2, wenigstens 
o-mal stetig differentiierbar auflésen. Setzen wir diese Werte in g und g* 
ein, so geht ¢ iiber in ® = y,, —y* in eine g-mal stetig differenzierbare Funktion 


(1.6) 
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@*(y,,..., ¥Y,) und die Hyperfliche in die Hyperebene Z: y,= 0. Dort ist 


auch D*(y,,..., ¥n) = O*(y, ---, Ya—-2 0) = 0 und 5°" + 0. AuBerhalb der 


Hyperebene y,,= 0 ist nun in der Umgebung von P: 


o* D* (y;, . +s Un 
(1.7) o= +0. 
Andererseits ist dort auch 
1 
D* (y,- + +5 Yn 
(1.8) =—- [ DRY) ---+ Yas tYn) at 
mit 
@ D* (y,,..-, Yn) 
C2 (,---. 9) = —— ge 


Rechts in (1.8) steht eine wenigstens (9 — 1)-mal stetig differentiierbare Funktion 
YP (y;, -. +» Yn), die auf der Hyperebene y,, = 0 den Wert PO eo Me = +0 
hat. Also ist in der Umgebung der Hyperebene EZ: 

D*(y:, - +++ Yn) = Yn® PY, - - «> Yad) 


und damit, wenn wir hierin (1.6) einsetzen, in der Umgebung der Hyper- 
fliche M*-?: 





v= 9° 

mit der (9 —1)-mal stetig differentiierbaren Funktion y + 0. Damit ist (1.5) 
bewiesen. Hieraus ergibt sich jetzt: 

ip=yp dop+ ody, 

d” o*= pd" p+ gd” y, 

dd" o*= UypAd" p+ yp:d'd"@ 4- d' Ad" y+ g:d'd’y. 
Fir gy = 0 ist daher 
(1.9) d’ y* Ad" g* A (d'd" pty = y**-d' p Ad" pA (d'a" of, 
so daB die Beziehungen (1.3) und (1.4) in gleicher Weise auch fiir die Funk- 
tion y* gelten. 
Wegen (1.2) kénnen wir annehmen, da8 in der Umgebung eines Punktes P 

der Hyperflache ay + 0 ist. Dann gibt es eine passende komplexe Zahl « + 0, 
so daB die Flache nach «z,+ &Z,, aufgelést, also in der Form 


as - o 1 i 
y*= ax,+ GF, — v(x, rere ere sae Fn-1 9; (tn - az,)) = 0 


dargestellt werden kann. Fiir diese Funktion g*, die mit g viermal stetig 
differentiierbar ist, gelten nun die Beziehungen (1.3) und (1.4) in einer vollen 
2n-dimensionalen Umgebung des Punktes P auf der Hyperfliche. Es geniigt 
also, fiir diesen Fall die Aussage zu beweisen. Dies hat den Vorteil, da8 wir nun 
alle Verteilungen in einer vollen 2n-dimensionalen Umgebung eines Punktes 
der Hyperfliche betrachten diirfen. 
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Wir kommen jetzt zum Beweis von Satz 1 und nehmen wieder sg daB in 
der Umgebung eines Punktes P der Hyperfliche iiberall ¢,= 3+ 0 ist. 


Wir kénnen dann die Formeln (0.7) bis (0.18) benutzen. Unsere pera besteht 
darin, eine Unterverteilung (0.2) der Verteilungen (0.7) und (0.8) zu finden, 
so daB die Bedingungen (0.3) und (0.4) erfillt sind. Dazu konstruieren wir 
eine Basis (0.2) in der Form 


n—1 a n—1 — 
(1.10) Y= DS Gon Xus Yo= DS Jou Xw¥=i,2,...,.8—k, 
x=1 


x=1 


wobei die g,, zweimal stetig differentiierbare Funktionen sind. 
Diese Basis muB die Bedingungen (0.4) erfiillen. Nun ist 


a n—1 <> a 
[Y,,¥,] = a Gua X2(Gr.X,,) zz Gru Xn (GuaX)) 
(1.11) n—1 en n—1 vs n—1 a 
= 2X Gurl Gen) X— X 9 XuIua) Kat X Genus Xo Xa). 


Die letzte Summe liefert nach (0.12): 


n—1 =. n—1 = _— n—1 
(1.12) Xen Ina Xe Xa] seid & GrnGpua hs Xn— b,X,) sa 2 GrnG ura X . 


Wenn die Y, und Y, den Bedingungen (0.4) geniigen sollen, so muB notwendig 
fir alle »,4=1,2,...,n—k gelten: 


n—1 
(1.13) -, Gon Juana =0. 


Die Bedingungen (1.3 und (1.4) sind nun aquivalent damit, daB die Hermite- 
sche Form H* in (0.18) den Rang k — 1 hat. Dann kénnen wir aber genau n — k 
linear unabhangige Vektorfelder Y, der Gestalt (1.10) finden, so daB die g,, 
wenigstens zweimal stetig differentiierbar sind und die Gleichungen 


n-1 
(1.14) DS Gou’ng = 9,¥9= 1,2,....n—k; A=1,2,...,n—-1, 
x=1 


erfillt sind. 
Umgekehrt ist auch jedes Vektorfeld 
n—1 
Y= Pm 9.X,,, 
x=1 
dessen g, den Bedingungen 





n 
(1.15) D 9x°ng = 9,0= 1,2,...,02—-1, 
x=1 . 
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geniigen, eine Linearkombination dieser Y,. Hiervon machen wir nun 
wesentlich Gebrauch und zeigen, daB die Y,, die den Bedingungen (1.14) 
geniigen, unsere Integrabilitatsbedingungen (0.3) und (0.4) erfillen. 

(a) Zunachst folgt aus (1.14) a fortiori (1.13), und damit verschwindet das 
letzte Glied in (1.12). Der erste Summand in (1.12) lautet 


an—l n—1 n—1 


(1.16) 2 Genders Xq— b,X,) = 2 Gabi Y,— 2 Irn b, A ° 


Somit liefert der letzte Summand in (1.11) eine Linearkombination der Y, 
und Y,,. 

(b) Betrachten wir den ersten Summanden in (1.11): Aus (0.7) bis (0.15) 
leiten wir einige Vertauschbarkeitsrelationen her. Zunichst ist nach (0.7), 
(0.8) und (0.15) 


—-ey FA_ Fay Fx 

(1.17) a2 BX, f= ey, , 
so daB (1.14) aquivalent ist mit 

a PA 
(1.18) mim Xo =0 
und auch mit 

s—i 
(1.19) J InX, = 0. 

x=1 Pn 


Aus (1.18) folgt die Vertauschbarkeitsrelation 


n—1 n—1 
. aie 

(1.20) ZAR on)= 5 ELI. 
und aus (1.19) folgt 

an—1l n—1l 

¥(/%, \— Px 

(1.21) LEM a.) = 5 Eig. 
Ferner ist nach (0.10) und (0.11): 
(1.22) X,X,= X,X,+a,X,—4,X, 
(1.23) X,X,= X,X,+ 4,X,-—4@,X,. 


Mit Hilfe dieser Formeln ergibt sich, daB die Koeffizienten in (1.11): 


n—1 a 
(1.24) Ou= 2 Gua(Xs Jor)» x= 1, 2, see t— 1 ’ 


n—l 


den Relationen (1.15) geniigen, so daB der Summand ¥ 9, ,(X,9,,.) X, in 
x, A=1 








 C 
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j (1.11) eine Linearkombination der Y, ist. Es ist namlich 
: n—1 
(1.25) 2 M6 xe~ 2 nedoa(, Grn) 


' = fn (2) Grx) 


= FS ta(E, Bt) Bite) 

















Pa x tml Pn 
Pn " vy vy | Ye Px 
- Pe Xn X,X, (9...) — gy, eX: ax] 
n—1 Mi 
_ 2 c mak X,X, (£*4.,) .* _ X,X, Iv 
n—l1 











—s 
sid Px + ax rT 
a * " ual FX, x) X,X, 9.,| 
"S dual Ra(-2 9,4) — © X,9 
" a, ~ Tn as 
n—l 


Fink a ua|Xe($ a * 64) — oy Xx, 9.»| 


ne E toa( Xi 2) Ro. 


= 0. 








{nach (1.24)] 


{nach (1.17)] 


[nach (1.21)] 


- 7 Sua (aX, = a,X,) (= On) = > (@,X, > a,X,) I> 


{nach (1.23)] 


{nach (1.21)] 


{nach (1.21)] 


{nach (1.18)]. 


Damit ist gezeigt, daB der erste Term in (1.11) eine’ Linearkombination 


der Y, ist. 

é n—-1 = 

(c) Der mittlere Term in (1.11): D g,,(X,9,,) X, ist eine Linearkom- 
x,A=l 


= 
bination der Y,, da er durch Vertauschung von x und A sowie von » und yu 
und Ubergang zum konjugiert komplexen Vektor aus dem ersten Term in 


(1.11) hervorgeht. 


Damit ist die Relation (0.4) fiir die angegebene Verteilung nachgewiesen. 





Es bleibt noch die Aufgabe, die Relation (0.3) zu bestatigen. 
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(d) Zunachst bilden wir den Klammerausdruck 
n—1 
(1.26) [Y,> Y,] _ 2 . [Gre Xu (GuaXa) _ Gua Xa(GruX,)] 


n—1 
- - [Grn (X9ya) X,- 9ur(Xi9-x) X,.) 
x, A=l 
n—1 
+ 2. IoxIualXaX,] 


n—1 
~_ 2 [Weal XaGun) = Gua(X39,x)] x, 


[Vertauschung von x und A im ersten Term] 





n—1 
+ 2 en G ua [Xa — a, X,,) [nach (1.22)] 


a1 
_ pay [9-a(Xagux) — Gua(Xi9>x)) x, 
x, A= 


n—1 n—1 
+ 2. Gox% Y,,— -, Gua%Y, - [nach (1.10)] 
Wir haben also noch nachzuweisen, daB der Vektor 
n—1 n-1 
(1.27) ay 9x x, ‘we &, [9a(X, Gun) cia Iya (X, | x, 
x= ™, = 


eine Linearkombination der Y, ist. Dazu zeigen wir wieder, daB die g, den 
n—1 

Bedingungen )’ g, c,,= 0 geniigen. Es gilt 
x=1 


n-—1 
(1.28) ya (9ra(X2Gux) — Jua(XaGrn)] Cue 


== i = i (Xi Gun) (x, $e) Iua(X2 Gon) (x, #)) [nach (1.17)] 


on Pe 

ae <1 Z| xX, (4x X.2 r) a Guar, (0. x,%)| 

=F Goa Iun XX Fe — 9u2 Grn X, X,, 

Pn x, i vi Spe nam * 05 
— Ge Fe 
o« Pn e Gua Ion [X,., x, Tr [nach (1.18)] 
n-—1 

= pa A ote — 4, X) FE [nach (0.10)] 


n-—1 
| 5, Guat = ox x, — 5 Jon By x "ua X, 22 | 
= 0. [nach (1.18)] . 


Damit ist die erste Relatidn (0.3) nachgewiesen. 
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(e) Die zweite Relation (0.3) ergibt sich durch Ubergang zu den konjugiert 
komplexen Vektoren. 
So ist Satz 1 vollstandig bewiesen. 


2. Notwendige Bedingungen 


Es erhebt sich die Frage, wie es mit den notwendigen Bedingungen fir 
eine lokal-analytische Blatterung einer Hyperflaiche bestellt ist, insbesondere 
ob die hinreichenden Bedingungen aus Satz 1 im wesentlichen auch notwendig 
sind. DaB dies nicht immer der Fall ist, werden wir — unten an einem 


einfachen Beispiel sehen. Unter der Voraussetzung 7? +0 im Beweis zu 


Satz 1 ergab sich als notwendige Bedingung fiir eine integrable Unterverteilung, 
die zu einer lokal-analytischen Blatterung gehért, das Bestehen der Gleichun- 
gen (1.13). Dieses System lieferte uns bereits eine integrable Unterverteilung, 
wenn die Hermitesche Matrix (c,,) nicht den maximalen Rang n — 1 hatte. 
Diese Unterverteilung war durch das Gleichungssystem (1.14) gegeben. Ist 
Y,,..., ¥,-, eine Basis fiir die Vektoren vom Typus (1,0), die diesem System 
geniigen, so kann man sie, falls die Hermitesche Matrix indefinit ist, durch 
weitere Basisvektoren Y,_,.,,..-, Y, erganzen, so daB die g,, der Vektoren 
Y,,..-, ¥, die Beziehungen (1. 13) erfiillen. Es geniigt dazu, die Vektoren 
Y,,-x+»---, Y, so zu wahlen, da8 fir sie und die Vektoren Tutéen ea Fs 
die Relationen (1.13) erfiillt sind, da sich die tibrigen Relationen, an denen 
die Y,,..., ¥,-, und ¥,,..., ¥,,_, beteiligt sind, aus (1.14) ergeben. 

Wir haben also die maximale Dimension / zu ermitteln, fiir die die Re- 
lationen (1.13) gelten, sodann eine Verteilung vom Typus (1,0) dazu zu finden, 
die mit der zugehérigen konjugiert komplexen Verteilung vom Typus (0,1) 
den Relationen (1.13) geniigt, und schlieBlich aus dieser Verteilung eine Unter- 
verteilung zu bestimmen, die die Integrabilitatsbedingungen (0.3) und (0.4) 
erfillt. Die Durchfiihrung dieses Programms scheint betrichtliche Schwierig- 
“keiten zu bereiten. 

Trivial ist der Fall der semidefiniten Formen, weil fiir ihn die Beziehungen 
(1.13) und (1.14) aquivalent sind. Daher gilt*): 

Satz 2. Hine Hyperfliche H sei als Nullstellengebilde einer zweimal stetig 
differentiierbaren Funktion o(2,, . . ., %m, Ey, - - -, Zp) gegeben. Uberall auf H sei 


Ip = 
Rang(ZE. 3E,) =! 
und die Hermitesche Form 





o sal 
(2.1) = inte u, i, 
| a 
sei dort iiberall unter den Nebenbedingungen 
. @ ce 
(2.2) Lah % 2 37, %=0 


*) Siehe: Bennxe, H. und F. Sommer [1]. 
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semidefinit. Damit H in der Umgebung eines jeden Punktes als (2k — 1)- 
parametrige Schar analytischer Mannigfaltigkeiten Mt-* der komplexen 
Dimension n — k darstellbar ist, muB notwendig die Besiehung 

d'p Ad" ph (d'd" g)*= 0 
erfiillt sein. 

Wir wollen nun die Fille betrachten, in denen die Form (2.1) unter den 
Bedingungen (2.2) indefinit ist. Dazu untersuchen wir zunachst die indefiniten 
Hermiteschen Formen im C*. 

Jede Hermitesche Form 148t sich bekanntlich durch eine lineare holo- 
morphe Transformation auf die Gestalt 
(2.3) H= a %yt+ +++ + yFy— MeerTeri—*** — TeriTery R+lsn, 
bringen. r= k + 1 heiBt der Rang, i= k — I der Index der Form. Da wir die 
komplex-linearen Gebilde maximaler Dimension untersuchen wollen, die die 
Form H zum Verschwinden bringen, so kénnen wir k = | voraussetzen. 

Dann liegt auf der Fliche H = 0 sicher kein komplez-linearer Raum von 
héherer Dimension als n — k; denn dieser Raum hatte mit dem Unterraum 
+ 1= 0,..., Z,= 0 einen linearen Teilraum einer Dimension gréBer als Null 
gemeinsam, was aber der Beziehung 7,%,+ +--+ 2,%,= 0 widerspricht. 

Andererseits geht durch jeden Punkt auf der Fliche H = 0 eine Schar 
komplex-linearer Réiume der Dimension n — k. Wir setzen 


2; p41 Uetrti 
(2.4) a aa , » w= : at See . 

zy et re 
Dann lautet die Fliche H = 0: 
(2.5) Yiti— ¥2¥2= 9, 


wobei durch den Akzent der Ubergang zur transponierten und durch den 
Querstrich der Ubergang zur konjugiert komplexen Matrix gekennzeichnet 
wird. Wird durch die analog zu (2.4) gebildeten Vektoren u,, u,, us ein Punkt P 
der Flache gekennzeichnet, gilt also 


(2.6) ui U,— us %,= 0, 


so gehen durch P die auf der Flache H = 0 liegenden (n — k)-dimensionalen 
analytischen Ebenen 


(2.7) Y= %+ A(y2— Uy) 
mit 

(2.8) A‘A=E 

und 

(2.9) u,= Au,, 


wobei £ die l-reihige Einheitsmatrix und A eine Matrix mit k Zeilen und / 
Spalten ist. Umgekehrt hat auch jede durch P gehende (n — k)-dimensionale 
analytische Ebene, die auf H = 0 liegt, die Gestalt (2.7) mit (2.8) und (2.9). 
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Eine solche Ebene geht stets durch den Nullpunkt, da es sonst auf H = 0 
eine (n + k + 1)-dimensionale analytische Ebene gabe. Eine (n — k)-dimen- 
sionale Ebene durch den Nullpunkt kann zunachst in Parameterform geschrie- 





ben werden: 
¥,= B,v B, 

(2.10) ¥,= B,v mit Rang B,|=n"-k, 
¥3= B,v B,; 


wobei v ein (n — k)-dimensionaler komplexer Spaltenvektor ist. 
Liegt die Ebene auf H = 0, so muB schon 


(2.11) Rang (3) sa-s 


sein, da man sonst ein v + 0 so wahlen kénnte, daB y,= 0, y,= 0, aber y,+ 0 
ware. Dies widerspricht aber der Gleichung (2.5). Daher kann man das System 


y¥,= B,v 
nach v auflésen: 


(2.13) v= Ci y+ Coys 


und dies in (2.10) einsetzen. Man erhalt dann die (n — k)-dimensionale Ebene 
in der Form 


(2.14) Wi= Ay.+ Bys. 


Hier muB8 nun B= 0 sein, da sonst ein Punkt mit y,= 0, y,+ 0, y,;+ 0 auf 
der Ebene gewahit werden kénnte, was wiederum (2.5) widerspricht. So 
erhalten wir die Beziehung 

(2.15) n= Ay. 


Da fiir alle y, die Beziehung (2.5) gelten muB, so folgt A’A = E, also die 
Relation (2.8). Weil P auf der Geraden liegen soll, gilt (2.9) und daher schlieB- 
lich (2.7). 

GemaB (2.15) und (2.8) geht durch den Nullpunkt der Fliche H = 0 
eine (2k — 1) l-reell-parametrige Schar analytischer Ebenen der komplexen 
Dimension » — k und durch jeden Punkt P + 0 wegen (2.9) und (2.6) eine 
(2k —1—1)- (l —1)-parametrige Schar solcher Ebenen. 

Kehren wir nun zu unserem allgemeinen Fall einer Hyperflache M*"~" 
zuriick, so ergibt sich folgendes: 

Ist der Rang der Matrix (c,,) des Gleichungssystems (1.13) gleich k —1 
und der Index gleich i, so ist die Hyperfliche H lokal darstellbar als (2s — 1)- 
parametrige Schar analytischer Mannigfaltigkeiten M?~*, wobei 


1 ° 1 
k2825 (k+ ji| + lbaqy(k+ 1) 


ist. Nach Satz 1 l48t sich némlich H lokal in analytische Mannigfaltigkeiten 
blattern, die mindestens die komplexe Dimension n — k haben, also ist s < k. 
Andererseits ist eine Blitterung in analytische Mannigfaltigkeiten einer 
Math. Ann. 137 29 
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Dimension, die grdBer als (n — 1) — + (k —1 + |i|) ist, nicht méglich, da sonst 
die zugehdérigen analytischen Tangentialebenen gleicher Dimension eine Ver- 
teilung liefern wiirden, die die Hermitesche Form (1.13) mit der Matrix (c, ,) 
zum Verschwinden bringen miiBte. Dies ist aber nach den vorstehenden Uber- 
legungen zu den Hermiteschen Formen nicht méglich. Also ist s > : (k+ || +1). 
Fassen wir dieses Ergebnis zusammen: 

Satz 3. Hine Hyperfliche H sei als Nullstellengcbilde einer viermal stetig 
differentiierbaren Funktion (2, ..., Zp; XZ, - . -, %,) gegeben. Uberall auf H sei 

og oe 
Rang (5Z,> 3z,)— 1 

und die Hermitesche Form 





i} 
~ 


ve 


habe unter den Nebenbedingungen 





~ og ; OO a 
~ dz, U,= 0, > oz, @=9 


dort iiberall den Rang k —1 und den Index i. Dann laBt sich die Hyperfliche 
in der Umgebung eines jeden Punktes als (28 —1)-parametrige Schar analytischer 
Mannigfaltigkeiten der komplexen Dimension n— 8 darstellen, wobei n — 8 


mindestens gleich n—k, aber hichstens gleich n — + (k +|i| + 1) ist. 


3. Hyperflichen im C* 


Bisher haben wir noch nicht die Frage beantwortet, ob beim Bestehen 
der Bedingungen (1.3) und (1.4) die Hyperfliche tatséichlich in analytische 
Mannigfaltigkeiten geblattert sein kann, deren komplexe Dimension gréBer 
als n — k ist. Wir wollen diese Fragestellung bei den Hyperflichen im C® 
behandeln. Eine solche Flache H sei uns durch eine viermal stetig differentiier- 
bare Gleichung 

P (X1, Xg, Ly, Z,,X_,X3) = O 
mit 














a9 8p Ap Op Ap AY\_ 
Ran (Gz ’ Oa,’ Ox,’ OF,” OF,’ i) = l 
gegeben. Wir bilden jetzt die Differentialausdriicke d’ p \ d” ¢ / (d'd" o)*. 
Ist auf der Hyperfliche 
(3.1) dgpAd’gpid'd'gp=0, 
so ist die Hyperfliche nach Satz 1 analytisch, d.h. in der Umgebung eines 
jeden Punktes ist sie eine einparametrige Schar analytischer Mannigfaltig- 


keiten der komplexen Dimension zwei. 
Ist in einem Punkte der Flache 


(3.2) dp id" gid'd'g+0 














-~- 


i 
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und auf der Hyperflache in einer vollen Umgebung dieses Punktes 
(3.3) pid’ oh (dda pf=0, 
so ist sie nach Satz 3 dort eine 3-parametrige Schar analytischer Mannig- 
faltigkeiten der komplexen Dimension 1, aber sicherlich keine analytische 
Hyperflache. 

SchlieBlich sei in einem Punkt der Hyperfliche 
(3.4) d' pid’ pi (d'd" gP+G. 
Dann gilt dies in einer vollen Umgebung dieses Punktes. Die Hermitesche 
Form (0.16) hat unter den Nebenbedingungen (0.17) nun den Rang zwei. 
Sie kann definit oder indefinit sein. Dies 1aB8t sich anhand der Differential- 
form (3.4) entscheiden, die die Gestalt 


(3.5) d' pd" (d'd" y= D-dx,\ dz,\ dx, \ dz,\ dz) dz, 
hat. Dabei ist, wie man sofort nachrechnet, 


0 Py Ps Ys 
(3.6) Da —| MrT Pra Pi | 

Pa Pay Pax Pay 

Ps Pax Pax Pst 
Das Vorzeichen dieser reellen Funktion ist invariant gegeniiber Permutationen 
der Ziffer 1, 2, 3, und in einer Umgebung des betrachteten Punktes ist D 
tiberall von Null verschieden. 

Das Vorzeichen von D gibt nun den definiten oder indefiniten Charakter 
der Form (0.16) unter den Nebenbedingungen (0.17) an: Nehmen wir an, 
daB g,+ 0 ist. Dann ist die Form (0.18) mit der Matrix (c,,) definit bzw. 
indefinit, je nachdem die Determinante 
C11 Cis 
Cai Coa 
positiv oder negativ ist. Nun ist aber, wie man aus (0.15) entnimmt, 

Ci Cis 1 ; 
Cai Coa PsPs 
Ist D> 0, so kénnen wir Satz 2 anwenden: die Hyperflache ist in der Umgebung 
des betrachteten Punktes nirgends analytisch geblattert. 

Es bleibt der Fall D<0 zu betrachten. Hier sind nach Satz 3 zwei Fille 
mdglich; denn wegen n= 3,k = 3 und i= 0 ist 3=> s > 2. Also kann s = 3 
oder s = 2 sein, d. h. die Hyperflache H ist entweder nirgends in analytische 
Blatter zerlegbar, oder aber sie ist lokal an gewissen Stellen als 3-pa -ametrige 
Schar analytischer Mannigfaltigkeiten der komplexen Dimension | darstellbar. 

Um zu entscheiden, welcher der beiden Fille vorliegt, betrachten wir eine 
Basis aller Tangentialvektoren an H: 








(3.7) 








C) 
X,,= P3932, ~ 
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Die Flache H |a8t sich nun genau dann in eine 3-parametrige Schar analytischer 
Mannigfaltigkeiten der komplexen Dimension | blattern, wenn es eine Linear- 
kombination 


(3.8) Y = 9,X,+ 9X, 
der Tangentialfelder X, und X, gibt, so daB auf H gilt: 
(3.9) (¥,Y]=9¥-gY, 


wobei g, und g, einmal stetig differentiierbare Funktionen sind, die nirgends 
auf H gleichzeitig verschwinden. Diese Aussage ist ein Spezialfall eines friher 
bewiesenen Satzes*). 

Berechnen wir das Klammerprodukt [Y, Y] aus (3.8), so ergibt sich nach 
(0.12): 


‘a 2 i oo 2 rot 
[Y,¥]= Py 9x 9alXuoXa] + *! 9,(X,9,) X,— Ah) Xx, 


2 2 
ae i. b,9:.9.X,.— eS by Ina Xa— x MeV aX 


x, A= 


- =_ —, 
a > 9:(X1 9x) Sl Land, 


(3.10) j=l 


aKa¥ — 5, gn ¥ — Eek 


x=1 


Ths x 


bt 


+ 3'(¥o,) X.- Saw, 


x= 1 


Dieser Ausdruck hat offenbar genau dann die Gestalt (3.9), wenn 


(3.11) 2 Gi na = 0 
x,A=1 
und 
(3.12) 92Y9:—9¥92= 9, 92Y9,-H¥G.=0 


gilt. Die Bedingung (3.11) léBt sich wie folgt erfiillen. Man berechne die 
Eigenwerte 1,> 0 und A,< 0 der Matrix (c,,): 


Seeeareer . 
(3.13) i . caren Va (eu= ea + ea ' 
A= @ (C1 + ze) — V+ 4 (1— Cra)" + Caen - 


Nun bestimme man zugehérige Eigenvektoren, etwa 


1 
"Tia Sagan i-iaga tga Vet bth de 


912» 922) = (— ; (C—en)—- | (en — €gq)* + Cre Car» Cr9) - 





‘) Siehe F. Sommer [11], insbesondere Satz 4. 
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Dann ist 

1 1 
(3.15) (91> 92) = al (9s1» Gar) + y—a, ef°(912) 922) 
fir beliebiges reelles # und beliebiges komplexes A die allgemeinste Lésung 
on (3.11). Da sich der Faktor A heraushebt, wenn man (g,,9,) in (3.12) einsetzt, 


so bleibt zu priifen, ob der Ausdruck in der eckigen Klammer der Gleichung 


(3.15) der Bedingung (3.12) geniigen kann oder nicht. 
Betrachten wir hierzu zwei Beispiele : 
Beispiel 1. H sei durch die Gleichung 


gegeben. Aus (0.7) und (0.8) entnehmen wir dann fiir einen Punkt mit x,+ 0: 
a2 » = “as ae 
X= — B55 — 19x, Aa= — MG G7,» 
(3.17) 3 2. 3 > 
X= -— %5>-- 4 > xX =-— %355 — 2Ze55° 
1 3 az, 10z,°“3 3 Oz, 2 az,’ 





und aus (0.15) in Verbindung mit (3.16): 


1 l 
(3.18) ae - mabe r 
Ca = ry ©, %) , Cog= hd (x, %—1). 


Hieraus ergibt sich nach (3.13): 
(3.19) A, ice pation, 


XX 


sodann nach (3.14): 


1 - ~ 
|(ou. 9n) = ads (— 2%, %%), 


(3.20) , "I .) 
l(a» 922) = ra (—2,%,— %_%,) , 


x & 
=. me. ' ef? — giv 
|at3| 


und schlieBlich nach (3.15), wenn wir dort A = = un 
3 


setzen: 

Som - 
dia ¥, (e+ x, %,e'¥) , 
(3.21) “ 
92= i oe %,+ x, Z,e'¥). 
Damit erhalten wir aus (3.17) und (3.16): 
Y = 9X, + 9,.X_= (%+ 2 F,e¥) + (—Z,+ 242, ev) =o + 

a 2 


oi a 
+(l +x, %,)e"¥ > , 


(3.22) 


> > - C) a a 
Y = §,X,+ GoXo= (%.+ ©, %e~*¥) 5e- + (— 2+ %_%qe~*¥) >> +. 








a a 
+ (1 + 2%5) e-*¥ 3, 
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Wendet man die Operatoren (3.22) auf g, und g, an,-so folgt 
= -ty ] ~*~ 
Ya= -s-n-inevYy, 
(3.23) ‘a e-'¥ = 
Y9.= — |, 2 iz,evY yp, 


und hieraus ergibt sich nach (3.12) als notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir eine lokal analytische Blatterung der Hyperfliche H die Beziehung Y y = 0 
auf der Flache. Diese Bedingung ist aber trivial zu erfiillen: man sstze 
y = const. 

Es ist nun leicht, eine analytische Blatterung explizit anzugeben: Durch 
einen Punkt (xf, x}, x$) der Hyperflache H geht die durch die Richtung (3.22) 
gegebene analytische Gerade, deren Koordinaten (xf, x, x¥) sich in Parameter- 
form wie folgt ergeben: 





a,*= 2+ w(Z,+ 2, Z,e*Y) , 
(3.24) 2y*= 2+ p(— %,+ 2,7, e*), 

ty*= x3 + p(1 + 2%) fv. 
Man rechnet sofort nach, daB (z,*, z,*, z,*) der Gleichung z,* z,* + 2,* z,* — 
— 2,*2,*= 1 geniigt, d.h. daB die Gerade (3.24) ganz auf H liegt. Fir den 
Schnitt einer solchen Geraden mit der analytischen Ebene z¥= 0 erhilt 
man aus (3.24) die Koordinaten 








- at _ _ Ba%s cil 
“0 T+m%, It+mz,° 

(3.25) “is ad] 2 Xs aa 
*20 1+ 2,7; 1+ 23% fs 


Jede analytische Gerade der Gestalt (3.24) geht also durch genau einen Punkt 
mit den Koordinaten (29, %9,%39), fiir die 29% + Xog%o_g= 1 und x= 0 
ist. Umgekehrt geht durch jeden solchen Punkt genau eine Gerade der Schar 
(3.24), so daB wir die Flache H nach (3.24) auch explizit in der dreiparametrigen 
analytischen Blatterung hinschreiben kénnen: 


X= Lyq + ZonXz3e-*”, 


(3.26) 


Xg= Tq — F49%,€-*, *0%10 + Tmo F20—= 1 - 
Bemerkenswert ist, daB in dem hier angegebenen Beispiel die Hyperfliche H 
nicht nur eine dreiparametrige analytische Blatterung aufweist, sondern daB 
es zu jedem festen wy eine solche Blatterung gibt. Zs existiert also eine ein- 
parametrige Schar solcher Blatterungen der H yperflache. 

Die Frage, ob eine Hyperfliche, deren Faktor D in Formel (3.5) negativ 
ist, analytisch geblattert ist oder nicht, hangt vom Bestehen der Gleichung 
(3.12) ab. Diese Gleichung liefert, in Real- und Imaginarteil aufgespalten, 
zwei quasilineare partielle Differentialgleichungen erster Ordnung fiir den reellen 
Winkel y. Dann und nur dann, wenn diese beiden Gleichungen eine gemeinsame 
reelle Lésung besitzen, lift sich die Hyperfliche dreiparametrig analytisch 
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blattern. In konkreten Fallen 148t sich nach klassischen Methoden der Theorie 
der Systeme partieller Differentialgleichungen feststellen, ob eine Lésung 
existiert oder nicht. DaB dies nicht immer der Fall ist, erkennt man an dem 
folgenden 


Beispiel 2. H sei durch die Gleichung 
(3.27) (x, + %,) (%,+ 2) — 2,%,-1=0 


gegeben. Nach Formel (3.6) ergibt sich wegen(3.27): 


| 0 %+2, +7, —2z,! 
- | 
+7, 1 0 0 as — 
D= - ein , 9 |" — 2+ mF) <9. 
—#; 0 0 -—1 | 





Daher ist Gleichung (3.11) nicht trivial lésbar. Aber nun laBt sich zeigen, daB 
in diesem Falle die Gleichung (3.12) nicht lésbar ist. Wir wollen die etwas 
umstandliche Rechnung dadurch umgehen, daB wir direkt zeigen, daB auf H 
iberhaupt kein Stiick einer analytischen komplex-eindimensionalen Mannig- 
faltigkeit liegt. 

Zunichst liegt in der Ebene z,= 0 keine solche Mannigfaltigkeit. Ist nim- 
lich (a,,69,0) ein Punkt dieser Ebene auf H, fiir den also 


(3.28) (ay+ bo) (@+ by) —1 =0 


gilt, und ginge durch ihn eine derartige Mannigfaltigkeit, die in der Ebene 
23;= 0 lage, so hatte diese in der Umgebung des Punktes eine Parameter- 
darstellung mit den Anfangsgliedern ihrer Entwicklung: 


X= y+ at+--- 
Lo= by + bt + » le 
z= 0. 


(3.29) ’ (a,,b,) + (0, 0) . 





Setzt man dies in (3.27) ein, so ergibt sich eine Gleichung 
(3.30) Dd %, t= 0, 
v,n=0 
deren simtliche Koeffizienten «,, verschwinden miissen. Der Koeffizient «,, 
lautet a, = a,@,+ 6,b,, so daB a,= b,= 0 entgegen (3.29) ware. 

Nun geht aber auch durch keinen Punkt, der nicht in der Ebene z,= 0 
liegt, ein Stiick einer komplex-eindimensionalen analytischen Mannigfaltigkeit. 
Sei (a, by, c9) ein Punkt mit 
(3.31) (a+ bg) (y+ b,) — eo%—1 = 0 
und 


(3.32) + 0. 
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Gabe es darch ihn eine solche Mannigfaltigkeit, so hatte diese eine Parameter- 
darstellung mit den Anfangsgliedern ihrer Entwicklung 

%= d+ at + at?+---, 
(3.33) Z_= by + bt + byt + ---, 

X= Cot Ct + Cgl*+ ---, 
mit 
(3.34) (a,,5,,¢,) + (0,0,0) . 
Setzt man (3.33) in (3.27) ein, so ergibt die linke Seite wieder eine Entwicklung 

» «,,t’t, deren simtliche Koeffizienten verschwinden miissen. Schreibt man 

*u=0 
dies fiir die Koeffizienten a, &9, & 3,11» %e9> X pq, %q1,% 9 UNA a. hin, so erhalt 
man fiir die angegebenen Koeffizienten in (3.33) die Bedingungsgleichungen 


(3.35) (dy + by) (@y+ bo) — Co%—1= 0, 

(3.36) (Gy + bo) 1+ (ao+ bg) b, — H,= 0, 

(3.37) (dy + bo) + (Fy + bo) b,— ep%= 0, 

(3.38) a,@,+ b,b,— = 0, 

(3.39) (G+ by) @g+ (Ay + bo) bg— Eqcg+ a,b,= 0, 
(3.40) (@o+ bo) Z+ (B+ bo) b,— coe + @,5,= 0, 
(3.41) G,a,+ b,b,—%c,.= 0, 

(3.42) a,a,+ b,b,— ¢,2,= 0, 

(3.43) a,2,+ b,b,— c,é,= 0. 


Diese Gleichungen widersprechen sich aber. Zunachst folgt aus (3.34) 
und (3.38): 


(3.44) ¢,+ 0 und (a,, 6,) + (0, 0) , 
sodann aus (3.36), (3.35) und (3.38): 
(3.45) a,+ 0 und b,+ 0. 


Ware namlich a,= 0, so ware 6,+ 0, und nach (3.38) wiirde |b,| = |c,| sein. 
Aus (3.36) wiirde dann |c.| = |a)+ ,| folgen, was wiederum (3.35) widerspricht. 
Analog folgt b,+ 0. Nun gilt weiter, daB die beiden Vektoren (a) + bo, Z + o,¢) 
und (a,,6,,c,) komplex linear unabhangig sind. 
_ A (ag + Bo, Fy + bo, Co) + (dy,b1,¢,) = (0,0,0) 

folgt namlich durch skalare Multiplikation mit (@+ b,a)+ b9,— %) wegen 
(3.36) und (3.35): A= 0 und daher wegen (a,,,,c,) + (0,0,0) auch w= 0. 
Ferner sind die Vektoren (a) + bo, %+ 9,9), (@,,0,,¢,) und (a,b,,c,) linear 
abhangig, da die Gleichungen (3.37), (3.38) und (3.41) mit nicht verschwindenden 
(@,,b,,— &) bestehen, so daB wegen der linearen Unabhangigkeit der beiden 
ersten dieser Vektoren der dritte Vektor 


(3.46) (@g,bg,€g) = A(ag+ bo + bo,€9) + 4 (a,,5,,¢,) 
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sein mu8. Multipliziert man dieses skalar mit (@ + bo,a@)+ 5 ,—%), 80 ergibt 
sich wegen (3.39), (3.35) und (3.36): 

= 0,b,= AL (dy + by) (H+ bo) + 1), 
woraus sich wegen a,+ 0, b,+ 0 notwendig 4+ 0 ergibt. Die skalare Multi- 


plikation von (3.46) mit (@,,5,,—,) liefert dagegen wegen (3.43), (3.40) 
und (3.36) 





0 =_ Aa,b, , 
was aber A = 0 liefert. Also Seeenen sich die Gantnge (3.35)—(3.43). 
Es gibt auf H kein Stiick einer komplex-ei sionalen analytischen Mannig- 
faltigkeit. 
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Integrals of Products of E-Functions 
By 
T. M. MacRopert in Glasgow, Scotland 


§ 1. Introductory 


Two integrals, (7) and (8) below, involving products of Z-functions'), will 
be evaluated in sections 2 and 3. In some of the formulae it will be convenient, 
because of the large number of parameters of different types, to write the 
function E(p; «,:q; 0, : 2) in the form 


/ | 

p| “eager p ere 

= | | | 

E | Bee 9 Me | oe! no 
Crs «+ 9 Cer | q | @r>---| 

1 | Ossi ++ +9 Qe | +++9 Og) 

z | 


The following formulae will be required in the proofs. 
If R(k) > 0 and m is a positive integer, 


[ e*Ak-1 EB (p; a: 93 O52 2/A") dd 
(1) 0 
= (22)! *" m*~* B(p + m; a: 4; @,:2/m™), 
where «, ..44,= (k + v)/m, v= 0,1,2,...,m— 1. 


If m is a positive integer, 
1 » - 
ny / el-°E (p; a,:q;0,: 20") dl 
(2) ‘ 


a (22)?” —¥ mi ¢ E(p; «,:q + m; 0,:z2m™), 


where 9,.1+,= (@ + v)/m, v= 0,1,2,...,m— 1. The contour of integration 
starts at —co on the é-axis, passes in the positive direction round the origin, 
and returns to —co on the &-axis, the initial value of amp ¢ being — 2. 


1) An account of the Z-functions will be found in the author's functions of a complex 
variable, 4‘ edition. 





(7) 








(7) 
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Ifp=q+1, 
P 
E(p; a: 9; Q,: 2) = 2?-¢-! S | Hsin(o,- a,)| x 


r=lle 


tel —_— - gp tinia-e-D 
x | IT cosee (a, ox,) ae) ae | et Bees oo e— Get Bs oT” 
@—a,+1,...%...,%—a,+ 1 z 


where the dash implies that the factor with t= r is omitted and the asterisk 
that the parameter «,— «,+ 1 does not appear. 
In particular, if z + —1, 
(4) E(a: :z)= 2*H(a: :1/z): 
If m is a positive integer, 
m—1 
(5) IT sin(® + ra/m) = 2'-™sinm®@ , 


r=0 


and 
(6) sin (* 2) sin (7—* x) ....sin sin =... sin( 


m—v—l 
m 


x) = 2)-™m, 


where vy may be any of the numbers 0, 1, 2,...,m — 1. 


§ 2. The First Integral 
If m, l, n, p, q are positive integers such that 1>n +1, p2>q+ i, 


ii A -1 E(L; By: 0; oy: 2/A) B(p; a: 93 Q,: A") dA 
= (2 nyt" 1)(n—1 +1) at t 2 Pu Zon + gs —t—t) 























es -- pee ey (By — k + m—1)/m, 
ptm |t-- 280 (B= Him: (fk + 8 
cosec (kx) m*("—-Dzk B (Bs ~n (B: he _ 
p+ ++9 Oe L— peeey lL —(k + m—1)/m, 
a+ (n+ 1)m & jie es. —k+m—1)/m 
a m™ (% —1+1) gm | 
m—1 
—- J (-1)" m-*-1*+"@-*-» cosee (++* x)=" x 
v=0 
| + (k + v)/m, ..., % + (ke + »)/m, (8, + »)/m, . . . 
ot zs (Ato milan. Bt y+m—l)/m 
ota ¥ + (e+ v\/m, . “5 Og (+ vl, 1 + (b+ Im 
q+(n+1) m1 + v/m,...,1+ 1/m, 1 —1/m,...,1—(m—v — 1)/m, 
bens |G, +»)/m,.. -»(%,+¥ + m— 1)/m,. = (G,+ 9+ m—1)/m 
- Ser 


where ape Ag k)>0, r= 1,2,...,p, R(B,— k) > 0, w= 1,2,...,1, 
jampz| <}(l— n+ 1)z. 
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The particular case m = 1 was given by Racas, Proc. Glasg. math. Ass 1, 
p. 192 (1953). 


To prove (7) take p = 1, g = 0 in (1) and get 


e~* A¥-! Ba, :: 2/A™) dd 





— 2a)t-#" mt t B(a,,=., ane ten! +: z/m™) i 


Now apply (3), (5) and (6) to the expression on the right and get 
(2a)t™~# mtx x 





a, s etimn m/z 1 
k- —mMa af k k — } 
cosec (k — ma,)2 m z pattie EEE ad | 
m—1 
. + & (—1y cose (a, — =”) me m-*-#-1 200+ 01 x 
r=0 
E (k+¥)/m : eX tea m/z | 
e+ »)/m — a + 1,14 9/m,...,1 + 1/m,1—1/m,...,.1—(m—v—l/m | 





Next, apply (4) on the left, replace z by 1/z, k by k + ma,, and multiply 
by z*; then 


f e~*At¥-1 EB (a, :: 24") dA= (22)*"~ ¥ mét a x 
0 





cosec(k2) B{a,:1—k/m,...,1 — (k + m— 1)/m: e+ *™* m™ z} — 7 

m—1 

= F(- 1y cosee (=+” x) m-*—1-1g- + lm - 
v=0 baad 

x 
kiv ' k+yv v 1 1 
x E (a, +=" 214+ 1t+ Qed + ee 
gerund — so : ettma mms) 





On generalising, this equation becomes 


f POR: 1/A) B(p; &,: 9; 0,:2A™) dA 
0 
= (2n)t™~ + m'*~* x x 


cosec (kz) E {p; a, : 01, «+ +9 Qq 1 — kim,...,1 — (k + m — 1)/m: e* *™* m™z} — 


m—1 
— J (—1)’ cosec (Ate x) Gy Sae=8g- SG x 














v=0 
P; a + (k+9)/m : et ima mm z 
xz k+yv k+yv k+yv v 1 1 m—v—1 
a Crt oe et m ,l+ ™m PR i008 9000 


Finally, replace z by 2, then replace A by A/z, multiply by z*, again 
generalize, using (1) and (2), and so obtain (7). 








8) 





8) x 
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§ 3. The Second Integral 
Iflen+1,p2q+1, 


f a-*® BL; By: n; 0,5: Az) B(p; a: 93 0,: A") da 
é 


a “ — }m)@—n- 1) gt + Fhe — Zo, — ¢(i—n +1) nm? -%2k x 


E | Hsin e,- a,) | {fr fr cosec (x, — a,)} coweo(k - Ma,)% x 


x m*- ma,) (n— )(mz)-™% x 


v=1 


Oy &— 0, + 1,...,%—O,+ 1, 
. _athtlm | a+ (—bim,..., a, +(Bi—k + m—1)/m 
“ G— a +1,...%...,8,—a,+ l, 
p—1l+(n+1)m| a—k/m+1,...,0,—(k + m—1)/m+1, 
a, + (0,— k)/m, ..., % + (6,—k + m—1)/m 
ext tn(m+ p—a—1) quam (n—1+1) gm 














"5 (- | I sin(e,- (e+ omy} | TT cosee( a, — (k+ vm m-1+*(t—n) 
v=0 


x (mz)-*-*x 








(k + v)/m, (k + v)/m— 0,4 1,..., (k+%)/m— & +1,| 
aS | (B+ vim, .-5(Bit e+ m—1im | 
xB (k+¥)/m—a,+ 1,..., (& + »)/m—a,+ 1), | 
p—1+(n+1)m)1 + y/m,...,1+ 1/m,1—1/m,...,1—(m—v—1)/m, 
(; it »)/m,...,(0,+ ¥ + m— 1)/m 





et in(m+p—a—1) gam (n—1+1) gm 








where R(k) > 0, R(ma,+ B,— k)>0,r=1,2,...,p,u=1,2,...,1 
jamp2z| <}(l— n+ 1)a. 


The particular case m = 1 was given by RacaB, Proc. Glasg. math. Ass., 1, 
p. 194 (1953). 


To prove (8) replace z by z™ in (1), and then replace 4 by Az, so getting 
J e-**-1E (p; a: 9: 0,:4-™) dd 
0 
= (22)? ~*" m*~* 2-*B(p + m; a, : 95 0,:2/m™) , 
where, of course, R(z) must be positive. 
Now replace z by 1/z and A by 1/A; then 
f a-®-*B(:: Az) B(p; a: 95 0,: A") da 
0 
= (22)t ~#" m*~ + 2* B(p + M3 &,:q50,:m-"2-™) ; 
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and, from (3), this is equal to 


(2n)t-¥™ mut 4 qe-erm—agt 5 [idate,- a,)| x 


r=1 |s=1 


ptm 
x{ IT’ cosec(«, — «,) x|(m z)-™% x 
a=l 
x EM Othe — eet] : ek iao-e+e-Degage q 


Oy — Oy + 1... #2. Oe — Byam t 


On generalising, using (1) and (2) and applying (5) and (6), formula (8) is 
obtained. 


(Eingegangen am 10. Marz 1958) 
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Discontinuities of Second Derivatives 
of Single-Layer Potentials 
By 
Sipney F. Mack in University Park, Pa. 


Introduction 


PorncaRE was the first to give the explicit formulas for the discontinuities 
across a surface element of the second-order partial derivatives of the potential 
due to a single-layer distribution on the surface element; his method was based 
on an integration-by-parts [1]. E. Scummpt has shown how the discontinuities 
of the derivatives of arbitrary order of both the single-layer and double-layer 
potentials may be obtained recursively by means of successive applications of 
Green’s and Stokes’s theorems [2]. Recently, C. MiLLER has presented the 
recurrence formulas for the discontinuities of the higher-order derivatives of 
multiple-layer potentials; this he accomplished by following the ideas of 
Scumipt and employing methods of differential geometry [3]. 

In this paper, the discontinuities of the second derivatives of the single- 
layer potential are obtained as consequences of theorems based on more general 
surface elements and mass distributions than those used by the previous 
authors. The present method requires that the surface element be of class C, 
and that the mass distribution be continuous for three of the second derivatives, 
and of class C, for the fourth second derivative; whereas thé requirements of 
the previous methods are that the surface element be of class C, and the mass 
distribution be of class C,. An important feature of the present method is the 
use of a novel osculating surface element as the reference surface, rather than 
the tangent plane or internally tangent sphere usually employed. The normal 
sections of this osculating element are circular arcs osculating the corresponding 
normal sections of the given surface carrying the mass distribution. The use 
of such a reference surface appears to be new in the literature. An application 
of the theorems to the case of the conductor potential for a closed surface is 
given. 


L The Osculating Surface Element 


Introduced here is a special surface element S, called the osculating (surface ) 
element, with respect to which certain properties are established. Relations 
pertaining to the osculating element and its corresponding surface element S, 
of class C, are presented here for later use. We shall say that a surface element 
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is of class C, if it has a representation in rectangular coordinates of the form 
z= f(z, y) in some domain where /(z, y) is continuous and has continuous 
partial derivatives through the jth order, j = 1, 2,3,... . 

Let P be a point of a surface element S, of class C, (not at ite edge) and let 
P be the origin of the usual zyz tangent-normal system of rectangular axes. 
With (0, 6) denoting polar coordinates in the tangent zy plane, the normal 
sections of S, have at P curvature k(6) given by the Euler formula 


(1.1) k(0) = k, cos*(0 — 6,) + k, sin*(@—0,), 0S O0<2z, 


where k, and k, are the princi- 
4 pal curvatures. The mean cur- 
vature K(P) of S, at P is 


.< (1.2) K(P)= + (k,+ k,) 


N 





7k @ and the geodesic torsion T (0) 
5; (lass Cy) of S, at P is [4, p. 160] 
Mf 
_ 4o (oredr ores) 91(G) = 5 (ke, ~ ky) sin 2(8 — 6). 
i a ; (1.3) 
6 The normal curvature k,(P) 





4 | yey and the geodesic torsion 7’, ( P) 


of S at P in the z direction 





> are given respectively by (1.1) 

% @: (67,6) and (1.3) with 6 = 0. 
| 0 r 4 At P we can construct a 
le surface element tangent to S,, 


Fig. 1. Coordinates of the normal sections at P of the surfaces S, whose normal sections are cir- 

and S, for normal plane at orientation 0 cular arcs of curvature k(@) as 

given by (1.1). The centers of 

curvature will lie on the positive or negative z axis depending upon whether 
k(@) is positive or negative. See Figure. Putting 
(1.4) k= max {|k,|, |k,|} 

we have + 5 0. Hereafter we shall designate by S, the 8 of such a surface 


which is common to a sphere having center P and radius ; , and we shall call 
S, the osculating (surface) element to S, at P. The surfaces S, and S, have the 
same normal curvatures, mean curvatures, and geodesic torsions at P. 

The equation for S, in cylindrical coordinates is 


(1.5) z= £(0, 0) = — —r 


where k is given by (1.1) Employing the substitution x = 0 cos 6, y= 9 sin#, 
we can obtain the surface representation in the form z = f(z, y). The behavior 
of the higher-order partial derivatives of z with respect to x and y requires 
clarification at the origin, so we shall need the following lemma. 




















oingle-Layer Potentials 419 
Lemma 1. The osculating element S, is of class C, but is not of class C, if 
Proof. After extensive calculations we find that the derivatives through the 

third order are continuous at the origin, but that ft takes on as limits 

there 3k} on approach along the z axis and 3k? + 3(k,— k,)* on approach along 

the y axis, when 6,= 0. 

This lemma points out a rather surprising property of the osculating element; 
namely, even though the given element S, be a piece of analytic surface, the 
osculating element to S, at an arbitrary point is, in general, not analytic. 
Of course, if k,= k,, then S, is a piece of spherical surface and hence is analytic. 

As indicated in the Figure, let a= WQ and b = MQ denote the distances 
from the general point Q: (€, 7, ¢) of S, to the point M: (0, 0, z) on the positive 


z axis and M’: (0, 0, —z) on the negative z axis, respectively, with 0<z< 7 


and & as in (1.4). The expression for a is given by 


Sa — f= _2¢°(1—2k) _ 
(1.6a) at= f+ 7*+ (z—C) o+ Tae 


and a corresponding expression (1.6b) for b is obtained on replacing z by —z 
in (1.6a). The following lemma is based on the geometry of S,. 


Lemma 2. Uniformly as to Q € Sy and as to ¢|0, aE |" have 


(1.7) \¢| < ke? 

(1.8) @Sa,zSa; o05b,z56 
* 2 

(1.9) P2S2+ >; Pe2+—.- 


Consider the points Q, of S, which correspond to points Q of S, under 
projection normal to the tangent plane at P; ie., Q: (0, 8, f)++ Q,: (0, 8, G). 
Let 6= ¢,—¢; thus, |6| = QQ,. The following lemma depends on fact that 
S, and S, are both of class C, and have the same normal curvatures at P. 

Lemma 3. We have |6| < 9 e(0) S o* e(c) whenever 9 Sc, where e(c) is a 
quantity that vanishes continuously with c, independently of 6. 

The details of the proofs of the following two lemmas depend on the 
preceding. We let a,= WQ, and 6,= M’Q,. The distances a and a, are related 
as follows and correspondingly for b and 6,. 


Lemma 4. There exist z* > 0 and g* >0 such that 2% and 25 


uniformly as to (z, 0, 0) with 0 Sz <2*,0S 0 < of, and 0 <0 < 2a. 
It will be sufficient for our purpose to confine our attention to that part 


* 3) 
a 
We let Sj denote this neighborhood and let S} denote its projection on S,. 


of S, which is common to a sphere of center P and radius c < min 





bie aie ‘ l . . ‘ 
Also with Z= min /2*, - a we shall restrict the values of z to the interval 


(0, Z). 4 


Math. Ann. 137 


30 
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Lemma 5. Uniformly as‘to Q ¢ S¢ and as to 2 €[0,Z] we have, with Ba 
positive constant, that 





(1.10) lat as Bet) (SO+2# +20 
(1.11) la-w < Be [+ 2k at 
1 1|_ Bele+*]) 
1.12 1_1ij en. 
ay Bf EES 


A direct calculation based on the inequalities in Lemma 2 suffices to 
establish the following lemma. 
Lemma 6. For all z > 0, we have 


ce 
os [ Fees? 


II. The Second-Order Normal Derivative 
In this section we present some of the details leading up to the evaluation 


of the discontinuity of the second-order normal derivative es ' 
to demonstrate the use of the osculating surface element S,. The following 
theorem is first proved for S,; next we show that the same result holds for 
surface elements of class C,. The (Newtonian) potential u(A) at an arbitrary 
point A due to a density distribution o which is integrable on the surface S is 
defined by 


in order 


u(A)= | (sq) o(Q)48(Q). 
Ss 


Theorem A. Let S be a surface element of class C, and P a point of S (not at 
its edge). Let u be the potential due to an integrable density distribution o on 8S, 
which is continuous at P. Let M denote a point of n, the positive normal at P, 
at a distance z from P and let M’ denote its image across the tangent plane at P. 


Then, 
F Fu eu apg 
an (se) am (Sa) ae} = — 820(P) K(P) 
where K (P) is the mean curvature of S at P. 

Proof: We first demonstrate the result for the osculating surface at P. We 
may ‘confine our attention to that part of the potential which is due to the 
mass distribution on an arbitrarily small neighborhood S5 of S, at P. In view of 

2 * 2 
2.18) partaas + 5 Shae 


o2 a a’ a’ 


and a corresponding formula at M’, which is found from the foregoing upon 
replacing a by 6 and z by —z, we are led to the evaluation of the limit at z= 0 


of D(z), the sum of four integrals over Sf, defined as follows: 
4 
(2.2) D(z)= ¥ 1,(2) 


t=1 


























1,@)= 38 [ (5-y 
I,(2) = ~ 62 [ Sys od8, 


1,@)=3 [ (5 -F)oas * 


The integrations become elementary upon a change of variable from 
(e, 8) to (a, 8) on one hand, and to (6, @) on the other, as follows. By means of 
(1.6a, b) we find that the mass element at Q can be writtén as 


0(Q) 48,(Q) = o(Q) sec y V1 — ote S228° 


and a corresponding expression in terms of 6 instead i. a; a y is the acute 
angle between the normals at Q and P. Because of the continuity of o and 
S, at P, the following approximation can be shown to be valid at Q on Sj 
for c sufficiently small: 


(2.3) a(P) ~ 0(Q) sec yV/1 — ok. 
Accordingly, the calculation of J,(z) yields oe 


dado =f 7 aba 
-anl ff wl —zk) -ff Bil + zk) 
or) [ 


The wn enn remains bounded uniformly in (6,z) for 0<6< 2” and 


052535: hence, we may pass to the limit z= 0 under the integral sign. 


Since @ = 6 = c when z = 0, we thus arrive at 





I, (2) 











a(l 5 - FUE ~ = aay | 49. 


lim I,(2) = —20(P) [ &(0)d0 = —4n0(P) K(P). 
z—0 0 


The remaining three terms of D(z) are handled in a similar manner, except 
that in the third and fourth terms we make use of the following substitutions 
for ¢ in order to facilitate the integrations with respect to a and b separately : 


_ k(@t—2) _ ke —2) 
bw 2(1—zk)  2(1+2k) * 


The contributions of these remaining three terms are 
lim I,(z) = 42% 0(P) K(P) 
z—0 





lim J,(z)= —820(P)K(P) 


z—0 


lim I,(z) = 0 


z—0 
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and the proof of the theorem, except for certain details concerning the ap- 
proximation (2.3), is complete for S,. 

We now show that the same result obtains for the given surface element of 
class C,, which we here denote by S, and which carries the density distribution 
here denoted by o,(Q,). On the osculating surface to S, at P we define a 
density distribution o(Q) so as to preserve the relation 


; o(Q) d84(Q) = o,(Q,) d8,(Q) 
where Q ¢ S, and Q, € S, are corresponding points under projection normal 
to the tangent plane at P. Letting D,(z) denote the expression for S} which 


corresponds to D(z) for S¢, given by (2.2), we have in effect to show that their 
difference 


Az= D,(z) — D(z) 
vanishes as z + 0, in order to prove the theorem for 8). 
In (2.1a) if we replace (z — ¢)* by (a*— o?), and correspondingly for (2.1 b), 
we can rewrite 4z as a sum of integrals over S$, as shown in the following: 


Az= E, (2) + F,(z) — £,(z) — F,(2) 





where 
B.e)=2 [ (3 — zr) 0(Q)485(Q) 


P.() = — 3 [ (3p — gr) 7 0(@) d8(Q) | 


and two similar expressions for #,(z) and F(z). Because the discontinuity | 
does not depend upon the diameter of S§ over which we integrate before 
passing to the limit z = 0, it is sufficient to show that each of £,(z) and F,,(z) 
is dominated in absolute value uniformly in z on (0, 2] by a quantity which 
vanishes continuously with c. The calculations for Z,(z) and F’,(z) are identical, 
respectively, to those for Z,(z) and F(z), so need not be given. 

We first make the designation 


@,.= sup {2 |o(Q)| sec y}, 
QE S| 
then we find 


22 e 
on | 1 1 
Wate =, | 0 | logos 
Applying inequalities (1.10), (1.8), and lemma 6 in turn, we arrive at 
|Z, (z)| < 2a BG, e(c) {e[e(c) + 2k] + 4}. 
‘A corresponding upper bound can likewise be found for |F,,(z)| which also 


contains ¢(c) as a factor. By Lemma 3, ¢(c) vanishes continuously with c; 
thus, theorem A is proved. 





ede. 


Ill. The Second-Order Tangential and Mixed Derivatives 


Theorem B which gives the discontinuities for the tangential derivatives 
a and ery follows rather directly from the development already given 
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for 5 . The discontinuity for 5-5n , the tangent-normal derivative, however, 
oie additional comiftiona < on “the density distribution o as indicated by 
Theorem C. 

Theorem B. Under the same hypotheses as in Theorem A, we find 


in ($3 — (FS) ug} A et 


z—0 





and 
fi gpl, palit is be 
asf lim | (35-35 Ju (aeay)aej = — 4% OCP) Tel?) 
where k,(P) and T,(P) are, respectively, the normal curvature and the geodesic 
torsion of S at P in the x direction. 
Proof: Starting with 


See oe . 
dx? & 5 

and 

= cos*@ [a*— (2 — ¢)*) 
and a corresponding expression involving b, we arrive at expressions analogous 
to the four integrals of D(z) in (2.2). However, the integrand of the first 
integral now contains (1 — 3 cos?@) as a factor, while each of the remaining 
three integrals contains (—cos*@) as a factor. Hence, the limit at z = 0 of the 
sum of these four integrals yields 


o(P) f (4cos?6 — 1) k(0) 40. 
0 


We make use of the substitution (1.1) for k(@) in order to complete the integra- 
tion and thus arrive at the result for 573 ae as stated. 


The considerations for the Pe ae of are entirely similar to 


eu 
Oxdy 
those for = . We start with 
(5555 2) — 3&n 
oxdy a/mu a’ 


and a corresponding expression involving b. These lead to the evaluation of 





2x 
40(P) [ k(0) sin26.d0 


in order to arrive at the result for aa ay as stated. 


Theorem C. Under the same Rec: sm as in Theorem A except that now we 
suppose the density distribution o to be of class C, with respect to the coordinates 
x, y of the tangent plane at P, we find 


vin (33a) a ~ (seta) y J= -42(5 oz)p° 
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Proof: The result is first demonstrated for the osculating element, and 

depends on expressing o(@Q) in the form 
Q 
o(Q) = 0(P) + o( 3c), for < o* <o. 
Starting with 
(sg) — 3&¢—s) 
@zdz a)/mM aé 

and a corresponding expression involving 6, we are led to evaluating the limit 
at z= 0 of 


J(2) -2 H,(2) 
where the H’s are integrals over S¢, as follows: 
H,(2)=3 [ (3-35) ¢ ¢ -088.0(Q) d8,(@) 
H,(z) = -32 [ = ¢ 0080 0(Q) d8,(Q) 


H,(2) = ~32 | 55 ¢ 0080 o(Q) d8,(Q) 


The contribution of H, (z) is shown to be zero, while the contributions of H, (z) 
and H,(z) are shown to involve only ($<), Detailed calculations show that 


these two integrals contribute equally to the discontinuity of (2%) for Sp. 
The proof of the theorem’ is completed by showing that the same result is 


obtained for the surface element of class C, as for its osculating surface element, 


and follows with special modifications the same general argument employed 
eu 
on* * 





in Theorem A for 


IV. Applications 


In the following we employ the designations: P+ denotes the limit on 
approach to P along the positive normal and corresponding for P- along the 
negative normal, provided such limits exist (finite). We may present statements 
of the discontinuities of the second-order derivatives of the potential of a 
single-layer distribution o on a surface element of class C, as follows: 

(1) Let o be continuous at P, then 


(F) ».— (Fe) = 82 o(P) K(P) 
Fz)» (a)>- 4na(P) k,(P) 


(aS pe (seay) = —4x0(P)T,(P). 
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(2) Let o be of class C, with respect to (x, y), then 


(sce) »— (sean) -~ -42 (52), 


Our theorems do not imply that either of the limits exists in the left-hand 
members of the above statements. However, if one of the limits exists then 
so does the other for the given conditions on S and a. Sufficient conditions as 
deduced by Scumupt [2, p. 378] in order that all second-order partial derivatives 
have limit values on approach to the surface along either aspect of the normal, 
are that, essentially, S be of class C, and o of class C, with respect to tangential 
(x, y) coordinates. Also, Ketxoce [5] has given sufficient conditions with 
respect to the smoothness of surface boundary and the boundary values of 
harmonic functions in order that the n™ order derivatives of such functions 
assume continuously their limit values at the surface; these are given in terms 
of Dini conditions. 

The simple closed conducting surface provides a ready application of the 
three statements in (1) above, and yields the following corollary: 

Corollary. Let u be the conductor potential for the simple closed surface 8 of 
class C,. Let (x, y, n) denote a tangent-normal system of rectangular coordinates 
at the arbitrary point P of S, with n positive toward the region exterior to S. Then 

eu au 
oe sk) (sn) » 


(52) »7 al (sz) > 


(seay) mm Te(P)(F) 


Proof: From the results of Ketxioce [5, p. 491], the first-order partials 
of u are continuous in the region exterior to and on S when defined there by 
their limit values. Employing Green’s third identity (6, p. 219), we find that 
u(A) at the arbitrary point A of space takes the form 


u(A)= > J aes (se)e, CAD. 


The quantity (=>) ($<),,thus represents a continuous density on S. Since 
also all derivatives in the region interior to S are zero, the conclusions of the 
corollary are now evident from the statements of the discontinuities given 
in (1) above. 

The foregoing formulas are also valid on equipotential surfaces in general, 
which are at a positive distance from the nucleus of the mass distribution; 
in this case, limiting values are not required. However, formulas analogous to 
those of the corollary are not characteristic solely of harmonic functions and 
simple closed surfaces, but are actually valid under much more general 
circumstances as demonstrated in [7]. 
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Zur Bestimmung des Volumens des Fundamentalbereichs 
der unimodularen Gruppe 


Von 


Cart Lupwie Sieeet z. Z. in Gdttingen 


1. In einer vor langerer Zeit erschienenen Arbeit [1] habe ich die Berechnung 
des Volumens des Fundamentalbereichs der unimodularen Gruppe n-ten 
Grades zuriickgefihrt auf die Ermittlung eines Residuums der Zetafunktion 
des Ringes der n-reihigen Matrizen iiber dem rationalen Zahlkérper. Dort ist 
auch die Verallgemeinerung auf beliebige algebraische Zahlkérper behandelt. 
Dieses Verfahren ist prinzipiell recht befriedigend, da es die sinngemaBe Uber- 
tragung der Dirichletschen Methode zur Bestimmung der Klassenzahl darstellt. 
Doch ist der Text jener Arbeit in-einem wesentlichen Punkte zu berichtigen, 
da auf Seite 211 zwei Integrale eingefiihrt werden, die in Wahrheit beide 
divergent sind und erst durch Bildung der Differenz wieder zu einer analy- 
tischen Funktion fiihren. Die Korrektur des Fehlschlusses ist dann keineswegs 
so einfach, wie man zunachst in Gedanken an die Renormalisierung in physika- 
lischen Untersuchungen glauben méchte, und bendtigt genauere Abschat- 
zungen unendlicher Reihen. Da in der Literatur auch sonst bei verwandten 
Fragen ahnliche Liicken [2] [3] [4] aufgetreten sind, so erscheint es nicht 
iiberfliissig, nunmehr die Methode in exakter Form darzulegen. 

Bekanntlich ist das betreffende Volumen zuerst von Mrxkowsk1 [5] be- 
stimmt worden, wobei komplizierte Grenziibergange durchzufiihren waren. 
Auch in der folgenden Herleitung der Minkowskischen Formel treten ziemlich 
miihsame Fehlerabschatzungen auf; doch schlieBt sich eben die eigentliche 
Idee direkt der klassischen analytischen Zahlentheorie an. Mein anderer 
Beweis [6] ware wohl dennoch wegen der Kiirze vorzuziehen. 

Die Ubertragung auf die unimodulare Gruppe in algebraischen Zahl- 
kérpern diirfte wegen der Humbertschen Resultate [7] keinerlei Schwierig- 
keiten machen. 

2. Mit der Riemannschen Funktion ¢(s) sei 


wen *r(s)ew. 


Ferner sei X = (x,,) die Matrix einer positiv definiten quadratischen Form von 
n Variablen und 


f(%) = B a, e— 2 X(A)) 
(| + 0 
worin % alle ganzen n-reihigen Matrizen mit |2| + 0 durchlauft. Bedeutet R 
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den Raum der reduzierten &, so gilt 
n—l So as 
2 Aswsn = | f(%) d& (s>1). 
k=0 


Der Beweis dieser Formel findet sich in meiner genannten Arbeit und macht 
iibrigens wegen der absoluten Konvergenz der auftretenden Reihen keine 
Schwierigkeit. Es handelt sich nun darum, im Falle n > 1 das Verhalten der 
rechten Seite fiir s— 1 zu untersuchen. Zu diesem Zwecke verfahre ich jetzt 
etwas anders als friiher, indem ich von R zunachst nicht den durch die Be- 
dingung |X| < 1 erklarten Teil R, abspalte, sondern den kleineren Teilbereich 
R,, in welchem alle Diagonalelemente x,,= x, < 1 sind. 


Setzt man noch | 
g(X) = aie eX (A) h(X) = > em 290K" (2) 
{aj =0 A+0 
so wird nach der bekannten Thetaformel 


f(%) = || * WK) —g(K)+ |X] *. 
Da das Gebiet R ein Kegel ist, so gilt 


Fain | 
J _ dX = ati, (s>1), 


fdX¥=v 
Ri 





wobei 


das Volumen von R, bedeutet. Es wird nun weiterhin die Konvergenz der vier 
Integrale 








} | a 
i= is {(%) dX, I,= | = AH)AN, 
R—R, R 
= so 
I= |%| g(X) dX , I= || d% 
R,—R, 


fiir s > 0 gezeigt. Aus der Zerlegung 


J mt H&) d% = 1,4 I,—1y— 1,4 2th 
ergibt sich dann (n + 1)v als der Wert des Residuums bei s = 1 und schlieBlich 
die gesuchte Formel 


I E(k) . 


v= 


a 











Volumen des Fundamentalbereichs der unimodularen Gruppe 


Aus der Reduktionstheorie werden die Ungleichungen 
—%S2ay,5%52,(lsk<lsn), |X| Sa2,...2,< ¢,|X| 
verwendet. Dabei bedeutet c,, wie auch ¢,, . . ., cg, eine nur von n abhingige 
positive Zahl. Ist X, die mit den Diagonalelementen von X gebildete Diagonal- 
matrix, so sind die beiden Matrizen % [x5 i], x- [x4] und ihre Eigenwerte 
beschrankt. Folglich gelten fiir alle reellen Spalten y die Abschatzungen 
X[p] Se, %Xo[y}, KX [y] So Xo []- 

3. Ist |2| + 0, so enthalt jede Zeile von &% mindestens ein von 0 verschie- 

denes Element und daher wird 
a (¥X[A]}) > 3cego(Xp[AW]) Sj} cgo(X, [AW]) + 2co(X) . 


Fiir z > 0 ist ferner 
ce 


aan 
eo? Se Vecgsz *. 


k=—@ 
Daraus folgt 
t(%) < e240) i | x oes) ee ee be 
=1 \k=—oo 


Nun ist R — R, in dem Bereiche 
—%S 224,527,527, (lsok<Ilsn), l<zgz, 
enthalten. Mittels der Substitution 


9 








—+-=#%, (k=1,...,n-—1) 
Tet 
erhalt man 
-—* dz dz 
I< (a,...2_) * (et “*.. .2,.3)6°** = il = 


O0< 4%,<...< me 


oo 1 
n n—l k 
—(e— 1) —(s+n—k—1) dé 
on a —Cy in dz, 2 & { 
= Cy / Ze e = it 0, 5, © >0). 








i 
4. Fir U + 0 gilt wegen 0< 2,5 --- < 2, die Ungleichung 
mG (K-* [A]) > cya (Kj* [A]) + cyan". 
In R, ist auBerdem z,< 1; also folgt dort 
h(X) < cge—% 








und damit 
s—n a P 
- —_ a _— —t | zy 
I,<Cg (21... Zp) (@—*t—*...2,-,)¢-*S ee 
0<%...<an<l 
, 1 . 
n a-—j 
z—s) d ei@tn—k—l) gg 
2 ae x 2 
a x e~ = i 0, 4 (s >0). 
0 
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5. Die Abschatzung von J, ist die Hauptsache: Man zerlege g(X) in die 

n Summanden g,(r = 0, ..., — 1), die genau die ganzen Matrizen 2") vom 

Range r aufnehmen, so da8 also speziell g,= 1 ist. Fir 0< r< n git&A=DBB 

mit primitivem BP”) = (p, . . . p,) und ganzem Gt") = (6, . . .b,)’ vom Range r. 

Dabei ist P nur bis auf einen rechtsseitigen unimodularen Faktor festgelegt, 
‘und man kann fordern, daB & [33] wieder reduziert ist. Dann wird 


o(X[A}) = o(X[P)] [B)) pc, ~ X [p,] 6; b> ~ Xo [p,] 6; 6, . 
Setzt man noch 





gy = J e-72X(BBD | 
‘ B 


so folgt wegen 6,+ 0 (J= 1, ..., 1) die Abschatzung 
Ip < % i (x,tp.07 2 e~ tei) : 

Es sei g ganz, 1 <q <n. Es durchlaufe p = (p, ...p,)' alle ganzen Spalten, 

deren q-tes Element p, + 0 ist, und man definiere dann 


ja= E (Nolp]) ® e~%w%ele 
P 
Daf den Rang r hat, so folgt 
9= S Gy<7! Cy = ear = 
$ 1S%<%<"°<G Sn 


Fir k= 1,2,...und0< 2,5 --+< 2,< 1 ist die Anzahl der ganzzahligen 
Lésungen p,, ..., ~, der Ungleichung 


ksupii-+++a,pe<k+1 
kleiner als c,,k2 (2, ... 2) * Man zerlege noch j, in die Teilsummen j* und 
j7*, wobei jf genau alle der Bedingung X,[p] => 1 geniigenden p enthalten soll. 
Dann wird 


1g < y(%--- a) * 2 etm Cyq(2 - - - Lp) 


Zur Abschatzung der restlichen Summe j** setze man 


aol 
k= [24 - et. 2. &u-4 


so daB die Beziehungen 
heyy Sk, 2-*-1<a,52-% 


gelten. Bei gegebenem ¢ sei k eine ganze Zahl des Intervalls k,, ,< k < k,, und 
man betrachte die Lésungen der Ungleichung 


2-*-3= z.pf + +++ + ape < 2-*-1 
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in ganzen Zahlen 7,,..., p,- Dann ist 
iS ae* 3-8-8 < gu-s (h=1,...,n); 


t ' 
also wird die Anzahl jener Lésungen kleiner als c,, J] (2*x,) *. In jedem 
h=1 
Gliede der Summe g, ist nun andererseits p, + 0, also 


Xo[p] Sz >2-*-?, 
so daB nur die Lésungen mit k< k, einen Beitrag liefern kénnen und dann 
t+ 1 >qgilt. Demnach wird 


k&-1 =F 
-4 ‘ —(n — t) 
it < ey F(a. - %) 22 


p> 


=q k=k4: 
n—1 } t—n } 
< ty S (2... %) x, 2 +eyg(%,.-- 2%) loge" 
t=¢ 
-9 2 
< Cy7(%,..-%) 2? log —- (q=1,...,%). 


Diese Abschatzung gilt dann bei geeignetem c,, auch zugleich fiir j# und ),. 
SchlieBlich ist nun 


r - q4-” 2 
9, < Cig » IT (is eee %q) xq, z log = 
1sa<@<"'<a@En imi ‘e 
a+red 2 a-—1 


3 « t-=— 
< Cy logt— IT x, 2 < Cgg log" - 12 JT a-*, 
a oo | Xn i=1 
und zwar trivialerweise auch noch fiir r = 0. Damit wird 


“4 2 dz dzx,, 
I, < Cy, ae ee (8 >0). 
O< << acl 
6. Da R, — R, in dem Bereiche 
—%S2%y,5%y(1lSk<lson), mS 2%yS°** S 2y-1, 1< 2, 
7 a 
enthalten ist, so ergibt die Substitution 
—* 9, (k=1,...,.n-2), %%...%,= 0 
Tr+1 
die Abschaitzung 
s-n 
— , dx dx,, 
I,< Cu (x,...%,) * (2f—*ag-*... %-1) = tee 


Zp 


OCS <S Sas 
1< 2p, 2° Pe Ny 


1 
& _ 
- ae * és, prt ab 
-anr fet fa ~~ tt [ 9 y A toh be 
0 


Hiernach ist in allen vier Fallen die Konvergenz fiir s > 0 evident. 
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Einige Eigenschaften von Symmetrietests 


Von 
Epwarp Wa ter in Géttingen 


Die Entwicklung nichtparametrischer Tests in den letzten Jahren hat 
einige besondere Fragen der Testtheorie aufgedeckt, die sich in dieser Form 
bei der klassischen Theorie von NeymMan und Pgarson noch nicht deutlich 
gezeigt hatten. Das liegt zum Teil daran, daB sich im nichtparametrischen 
Fall zwar Tests mit konstanter Irrtumswahrscheinlichkeit fiir alle zur Null- 
hypothese gehérenden WahrscheinlichkeitsmaBe finden lassen, geeignete 
Kriterien fiir die Auswahl eines ,,besten‘‘ Tests aber nicht ohne weiteres ge- 
geben sind. Im folgenden sollen am Beispiel der Tests zur Priifung der Symme- 
trie beziiglich Null drei derartige Fragen behandelt werden. 

a) Bei der Auswahl eines geeigneten Tests werden oft nicht alle verfiigbaren 
Tests, sondern nur Tests, die bestimmte Forderungen erfiillen, in Betracht 
gezogen. So werden im nichtparametrischen Fall fast ausschlieBlich Tests 
benutzt, die die Forderung der Ranginvarianz erfiillen (Rangtests). Eine Ein- 
schrankung auf eine kleinere Klasse von Tests kann aber dazu fihren, dai 
gewisse Hypothesen nicht mehr sinnvoll gepriift werden kénnen, weil alter- 
native Wahrscheinlichkeitsmafe zulassig sind, gegen die kein Test der ver- 
kleinerten Klasse wirksam ist. 

Zunachst wird zu einer gegebenen Klasse von Tests die Menge der Wahr- 
scheiniichkeitsmaBe betrachtet, gegen die es wirksame Tests der Klasse gibt, 
gegen die also die Klasse wirksam ist; fiir die ,,Vertretbarkeit‘‘ einer Ein- 
schrankung wird ein Kriterium abgeleitet und gezeigt, daB die Einschrankung 
auf Symmetrierangtests nicht in jedem Fall vertretbar ist. 

b) Falls iiber die Gegenhypothese nichts weiter vermutet wird, ist es 
zweckmaBig, Tests zu benutzen, die gegen alle alternativen Wahrscheinlich- 
keitsmaBe wirksam sind. 

Hierfiir wird ein Kriterium aufgestellt und eine Klasse von iiberall wirk- 
samen Symmetrietests angegeben. 

c) Wird aber vermutet, daB das vorliegende Wahrscheinlichkeitsma8 zu 
einer geniigend kleinen Menge von Wahrscheinlichkeitsma8en gehdrt, so lassen 
sich Tests angeben, die gegen diese Menge gleichmaBig gréBte Scharfe be- 
ziiglich der vorgegebenen Testklasse aufweisen. Zum Beispiel gibt es parame- 
trische Scharen von WahrscheinlichkeitsmaBen, gegen die eine Reihe von 
Rangtests gleichmaBig gréBte Scharfe beziiglich der Klasse der Rangtests 
haben (W. Hérrprine [3]). Wenn dadurch aber ein Test nicht eindeutig be- 
stimmt ist, ist es nicht sinnvoll, unter den zur Auswahl stehenden Tests einen 
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zu wahlen, der sich bei Hinzunahme weiterer WahrscheinlichkeitsmaBe als 
nicht zulassig erweist. 

Auch hierfiir wird ein Kriterium gegeben und dieses auf spezielle Symme- 
trietests angewendet. ; 

Diese drei Fille lassen sich auf die eine Aufgabe zuriickfiihren, im Stich- 
probenraum erklarte Funktionen zu finden, deren Erwartungswerte fiir einen 
bestimmten Teil der zugelassenen WahrscheinlichkeitsmaBe verschwinden und 
fiir den Rest positiv sind. 

Der erste Teil gibt die Eigenschaften und Kriterien in allgemeiner Form, 
der zweite Teil behandelt ihre Anwendung auf Symmetrietests. 


1. Allgemeine Formulierung der Eigenschaften 
von Tests und Testklassen 


Der Stichprobenraum X = {x} sei ein Raum von Punkten z, % = {A} ein 
o-K6érper von Punktmengen A C X¥ mit X¥ € M% und {P,|@ ¢ 2} eiue Menge von 
WahrscheinlichkeitsmaBen, die tiber 2 definiert und beziiglich eines MaBes 
(A) absolut stetig sind. Alle im folgenden auftretenden Mengen und Funk- 
tionen seien u-meBbar. 

w soll eine die Nullhypothese darstellende nichtleere, echte Untermenge 
von 22 bedeuten und 22 — » die Menge der alternativen Wahrscheinlichkeits- 
maBe. 

Ein Test wird durch eine Funktion g(x) mit 0< (zx) < 1, die sog. Test- 
funktion dargestellt. 

Ist eine Stichprobe gegeben und bezeichnet P,, das dieser Stichprobe 
zugrunde liegende WahrscheinlichkeitsmaB, dann wird mit einem Test gepriift, 
ob 0,¢€ w ist, und zwar gibt g(x) die Wahrscheinlichkeit an, mit der die Null- 
hypothese abgelehnt werden soll, wenn der Stichprobenpunkt x¢% auf- 
getreten ist. 

Sind z. B. nur die Werte 0 und 1 fiir g(x) zugelassen, so ist X% in den 
kritischen Bereich {2|g(x) = 1} und den Annahmebereich {x| q(x) = 0} auf- 
gespalten. 

Der Erwartungswert einer Funktion g(x) werde mit 


E, {9} “— g(x) dP, 
bezeichnet. Dann ist 
a,(0)= E,{q} fir 0€@ 


die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese irrtiimlicherweise zu verwerfen, 
also die von @ abhangende Wahrscheinlichkeit fiir den Irrtum erster Art 
(Irrtumswahrscheinlichkeit ). Die maximale Irrtumswahrscheinlichkeit ist 


Seo= supa, (6) . 


Eine Menge @ von Tests, die fiir jedes « mit 0< «< 1 genau einen Test p 
mit «,,.= « enthalt, sei eine 7'’estschar nach E. Rust [8). 
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gy ist ein Test mit konstanter Irrtumswahrscheinlichkeit beziiglich w, wenn 
a, (0) = a», fiir alle 6 € w. 
Die Schdrfe des Tests » gegen eine Alternative 0 ¢ 2 — w ist 


die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des Irrtums zweiter Art ist 1— £, (6). 

Bei der Auswahl eines geeigneten Tests g werden im allgemeinen nur Tests 
mit «,,..<% « (« vorgegeben) zugelassen. Unter diesen werden dann solche 
gesucht, bei denen f£,(0) fiir alle 6 ¢ 2 — w oder wenigstens fiir alle @ einer 
besonders wichtigen Untermenge w, C 22 — w méglichst groB ist. Denn obwohl 
allein feststeht, daB 6, zu der gewdhnlich recht umfangreichen Menge Q 
gehért, so kann doch oft vermutet werden, daB 6,, falls aus 2 — w, einer 
kleinen Untermenge w, C 2 — w angehért, so daB ein Test méglichst groBer 
Scharfe gegen @, sinnvoll ist. Wir definieren in Anlehnung an A. Wap [10] 
und E. L, Lenmann und Cu. Srer [5]: 

Der Test ¢’ heibt gegen w, besser als g, wenn 


Oy’, w= Xe, @ 
und 
9 { = 8, (0) fiir alle 0 € w, 
By (?) | > B,(0) fiir mindestens ein 0 ¢ , . 


Ist ® = {gq} eine Klasse von Tests, dann heiBt der Test » ¢ ® beziiglich w, 
und @ zuléssig, wenn es keinen gegen @, besseren Test y’ ¢ ® gibt. 

Eine Klasse Dc ® heiBt vollstindig beziiglich w, und ®, wenn zu jedem 
gy €®-—®@' ein p'¢  existiert, fiir das 

he’, ZS Xp, 
und 
B, (6) > B, (8) fiir alle 0 € w, 

gilt. 

Die Klasse ®' heiBt wesentlich vollstindig beziiglich w, und ®, wenn sie 
beziiglich w, und @ vollstandig ist, aber keine kleinere vollstandige Klasse 
enthalt. 


la. Einschrinkung von Testklassen 


Es liegt zwar nahe, Einschrankungen der Klasse aller Tests nur auf Klassen 
zuzulassen, die beziiglich der Klasse aller Tests und der betrachteten Menge w, 
volistandig sind. Wenn aber auch andere Forderungen an den Test gestellt 
werden, z. B. Invarianz gegeniiber Transformationen oder Ausschlu8 von 
Randomisation, so kann eine Einschrankung zu nicht vollstandigen Test- 
mengen fiihren. Die Forderungen kénnen sogar die Klasse aller Tests so stark 
einengen, daB sich die Hypothese nicht mehr sinnvoll priifen laBt. Ein Beispiel 
aus der parametrischen Testtheorie ist die Untersuchung von G. B. Danrzie(1}. 
Fir die Priifung der Hypothese, daB der Mittelwert einer Normalverteilung 
den Wert Null hat und alle Normalverteilungen zugelassen sind, zeigte er, 
daB kein Test existiert, dessen Scharfe bei irgendeiner der Alternativen gréBer 
Math. Ann. 137 31 











436 Epwarp WALTER: 


als die Irrtumswahrscheinlichkeit ist, wenn Unabhangigkeit der Scharfe von 
der Varianz und konstante Irrtumswahrscheinlichkeit gefordert wird. Um hier 
eine auch allgemeinere Fille umfassende Bedingung aufzustellen, werden zu- 
nachst einige Definitionen eingefihrt. 

Weil der Test (x) = « fiir alle z € ¥ schon die Scharfe 6 = « hat, heiBt 
ein Test. wirksam bzw. nicht wirksam gegen 8, wenn die Scharfe £,(6) > 
bzw. < w,,,. ist. 

Definition 1: Hine Klasse ® von Tests heift wirksam gegen w,, wenn es zu 
jedem 6 € w, und a mit 0< a < 1 einen Test  ¢ D gibt, so daB 


Ly, m= a 
B,(0) >a 


Die Einschriinkung der Testklasse D auf eine Unterklasse D’ heift vertretbar 
beziiglich w,, wenn ® und ®D’ gegen dieselbe Untermenge von w, wirksam sind. 
Aus Definition 1 ergibt sich sofort eine hinreichende Bedingung fir die 
Wirksamkeit einer Testklasse. 
Hilfssatz 1.1: Gibt es zu jedem 0 € w, eine beschriinkte Funktion g,(x), fiir die 


und 


ist 


(1.1) Ey {9o(x)} > 0 
und 
(1.2) Ey {go(x)} = 0 fiir 6’€ mw 


gilt, und enthélt D zu jedem a und jedem 6 € w, jeweils den Test 


Po,a(%) = % + go(x)t 
mitt >0,0S @,,(x) < 1, so ist die Testklasse D wirksam gegen a. 


1b. Uberall-wirksame Tests 


Wir gehen nun dazu iiber, die Wahl eines geeigneten Tests aus einer 
gegebenen Testklasse zu untersuchen. Wenn vermutet wird, daB 6, wenn 
6 € 2 — m ist, zu einer Menge w, gehért, dann ist ein Test vorzuziehen, der 
gegen alle 6 € w, wirksam ist. Wir definieren daher in Anlehnung an E. L. 
LEHMANN [4]: 

Definition 2: Hin Test p mit a,,,.= « heift gegen w, im starken Sinn iiberall 
wirksam, wenn fiir alle 0 € w, die Scharfe B,(0) > « ist. 

Auf J. Neyman und E. 8. Pearson [7] geht eine schwichere Definition 
zuriick : 

Ein Test » mit «,,.= « heiBt gegen w, im schwachen Sinn iiberall wirksam, 
wenn fir alle 0 € w, die Scharfe £,(0) = « ist. 

Entsprechend Hilfssatz 1.1 gilt 

Hilfssatz 1.2: Gibt es zu einem «a mit 0< «<1 eine Funktion g(x) mit 
—asg(x)S1—a, fiir die 


=0 fird¢ 
4) Foto} | 59 tipi 
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gilt, so ist der Test p(x) = a + g(x) gegen w, im starken Sinn iiberall wirksam. 
Eine entsprechende Folgerung fiir einen im schwachen Sinn iiberall wirk- 
samen Test ergibt sich, wenn in Hilfssatz 1.2 ,,>“‘ durch ,,>“ ersetzt wird. 
Fir die Verbindung zweier iiberall wirksamer Tests gilt: 
Satz 1.1: Sei p, im starken Sinn und —, im schwachen oder im starken Sinn 
tiberall wirksam gegen w,, dann ist der Test 


y= 2z9,+ (l—2z) go, (0<zs1) 
im starken Sinn iiberall wirksam gegen w,. 
Beweis: Es ist 
B, (8) = z B,,(8) + (1 — z) By,(8) > 
> 200+ (1—2) tw %,» fir O€m,. 
Die Existenz iiberall wirksamer Tests steht in einer gewissen Beziehung zu 
wesentlich vollstandigen Klassen von Tests. Es gelten namlich die Satze: 

Satz 1.2: Enthdlt die Testklasse D eine Schar G, von Tests y,, die gegen w, 
im starken Sinn iiberall wirksam sind, und auferdem mindestens einen der 
Tests y,= 1 — —,, dann ist D gegen w, nicht wesentlich vollstindig. 

Beweis: Aus B,,(0) >a folgt B,,(0)<1—a=«a’' fiir jedes 6€2-o. 
Es gibt aber in ® den Test gp, der Testschar 9, mit £,,/(0) > a’. 

Qz’ ist also besser als gy, und daraus folgt die Behauptung. 

Satz 1.3: Enthilt eine gegen w, beziiglich ® wesentlich vollstindige Klasse D’ 
den Test p(x) = « fiir alle x € X%, 80 existiert in D kein iiberall wirksamer Test 
yp + Y gegen a. 

Beweis: Gabe es einen iiberall wirksamen Test g’¢ ®, so ware er besser 
als der Test »(x) = a, ®’ miiBte also ihn oder einen Test von gleicher oder 
gréBerer Scharfe enthalten; dann wire aber ®’ nicht mehr wesentlich voll- 
standig. 

le. Auswahl eines Tests aus einer Klasse optimaler Tests 

Manchmal ist die Menge w, so klein, daB sich ein Test finden liBt, der 
folgender, auf J. Neyman und E. 8. Pearson [6] zuriickgehender Definition 
genigt: 

Ein Test g’¢ ®, der die Bedingungen 

6, (0) = B,(6) fiir alle 6 € a, 
und alle y € ® mit «,,.S %&,o 


erfillt, heiBt ein Test mit gleichméfig gréfter Scharfe gegen w, beziiglich @. 

Ergibt diese Forderung nicht eindeutig einen Test, so daB es zum Priifen 
von w gegen w, mehrere Tests aus ® mit gleichmaBig gréBter Scharfe gegen w, 
gibt, so ist es vorteilhaft, einen auszuwahlen, der gegen mehr Alternativen 
wirksam ist. 

Unsere bisherige Annahme war, daB §¢2 und daB, falls 0 ¢ 2 — a, 
vermutlich 6 € m, ist. In der Praxis wird man aber haufig sogar eine Auf- 
teilung von {2 in mehrere einander fremde Teilmengen @,, @.,... angeben 
und vermuten kénnen, da8 sehr viel eher 6 € w, als 0 € w,, wenn i <j ist. 
31* 
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Danach ist von den Tests mit groBer Scharfe gegen w, ein gegen w, mdg- 
lichst scharfer zu wahlen. 

@, sei eine Teilmenge von w,. Von zwei Tests g und g’ mit gleichmaBig 
gréBter Scharfe gegen w, ist y’ gegen m, + w besser als gy, wenn 


By(6) = B,(0) fiir alle 6 ¢ a 
und 
B,(@) > 8, (9) fiir mindestens ein @ € w 
ist. 
Umgekehrt kann ¢ in einer anderen Untermenge w3' C w, besser als g’ sein. 
Ist aber von zwei Tests g und g’ gleichmaBig gréBter Scharfe gegen w, der 
Test g’ gegen alle Untermengen w};C w, besser als der Test gy, so ist py’ zu 
bevorzugen. g ist dann also, obwohl er gréBte Scharfe gegen w, hat, nicht 
zulassig, wenn irgendeine Menge 3 C w, + @, mit wy \ @, + 0 betrachtet wird. 
Entsprechend Hilfssatz 1.1 und 1.2 gibt Hilfssatz 1.3 eine hinreichende Vor- 
aussetzung fiir die Existenz eines derartigen Tests. 
Hilfssatz 1.3: Gibt es zu einem Test g(x) mit gleichmdpig grépter Schdrfe 
gegen w, eine Funktion g(x) mit — p(x) S g(x) 5 1 — —(z), fiir die 


@+ a, 


=0 
E, {g(x)} tS ol ir ate 60 c| 
gilt, dann ist der Test 


We 


p(x) = p(x) + g(z) 


besser als p(x) gegen jede Menge w;C w,+ wy mit ws Ww, + 0. 

Wenn es eine Klasse {gy} von Tests mit gleichmaBig gréBter Scharfe 
gegen w, gibt, dann ist ein Test mit gleichmaBig gréBter Scharfe gegen w, 
beziiglich {gm} zu suchen. 

Gibt es auch gegen w,+ w, mehrere Tests dieser Art, so ist, wenn vor- 
handen, aus diesen ein Test mit gleichmaBig gréBter Scharfe gegen w, zu 
wahlen. Dies Verfahren kann bis zur eindeutigen Bestimmung fortgesetzt 
werden, falls nicht vorher {2 erschépft oder eine Menge w (i = 1, 2, .. .) auf- 
getreten ist, zu der kein Test mit gleichmaBig gréBter Scharfe existiert. Es 
gilt dabei: 

Ergibt sich beim k-ten Schritt eindeutig ein Test m mit in diesem Sinne 
gleichmaBig gréBter Scharfe, dann bleibt dieser auch in jeder Erweiterung der 
Menge der Alternativen zulassig. 

Beweis: Gabe es in einer Erweiterung noch einen besseren Test gp’, so ware 
dieser gegen die zunadchst betrachteten Alternativen mindestens ebenso gut 
wie 7. Dies steht aber im Widerspruch zur eindeutigen Bestimmbarkeit von ¢. 


2.. Die Anwendung auf Symmetrietests 


Im folgenden werden wir uns ganz auf die Priifung der Hypothese be- 
schranken, da8 das WahrscheinlichkeitsmaB des n-dimensionalen euklidischen 
Raumes ,,symmetrisch beziiglich Null‘ ist. 
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2a. Die Einschrinkung auf Symmetrierangtests 
2a 1. X sei die Menge der Punkte z = (2,, x2, . . ., Z,) des n-dimensionalen 
euklidischen Raumes. Dann kann jedem Wahrscheinlichkeitsma8 P,(A) eine 
Verteilungsfunktion 
FO) (2) = PO (a2,, 2g...» Zq) = Po({x'|zj S 2,4 = 1,..., n}) 


zugeordnet werden. 

Wir betrachten nur Mengen von WahrscheinlichkeitsmaBen, die absolut 
stetig beziiglich des Lebesgueschen MaBes yu (A) sind, und zwar 

1. die Menge {P,|6 € 2*} der ,,unabhangigen W»hrscheinlichkeitsmaBe, 
fiir die 

F(x) = IT F,,(x,)_ fir alle x € X 
i=l 
gilt; 
2. die Menge {P,|6 € £2*} der permutationsinvarianten Wahrscheinlich- 
keitsmaBe, die alle MaBe umfaBt, fir die 
PS) (x, .. ., Bq) = FY (ag, ..., Zp,) 


fiir alle n! Permutationen (R,, . . ., R,) der ersten n Zahlen gilt, und 
3. den Durchschnitt beider Mengen 


2 = Q* NQ*. 
Fir diese Mengen existieren fast tiberall die Dichtefunktionen 


fe(x, tees La) = ff? (z) 
mit 

P(A) “ fj? (x) dz. 
Wenn 6 € 2%, ist 


fy? (x) = TT fos(x0) . 


Zur Beschreibung der zur Nullhypothese gehérenden Mengen fiihren wir im 
n-dimensionalen euklidischen Raum eine Aquivalenzrelation ein: Zwei 
Punkte x und 2’ heifen dquivalent, wenn es eine Folge D = {6P ,..., 6?} von 
Einheiten 1 bzw. —1 gibt, so daB 


z'= (x4, eee 2) = (dP x, ee ey 6? x,) 


gilt. D gibt die Anordnung der Vorzeichen an und sei daher als Anordnung 
bezeichnet. Wir setzen 
a= Dz. 


Die Menge der 2" verschiedenen Anordnungen sei 9. Die Menge {F'|0 € w} 
umfasse alle Verteilungsfunktionen, fiir die fast itiberall 
(2.1) fp?(Da) = ff(x) fiir alle D ¢ D 
gilt. 
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Diese Verteilungsfunktionen werden symmetrisch beziiglich Null genannt. 
Die Mengen der zur Nullhypothese gehérenden Verteilungsfunktionen, 
wenn 22%, 2* bzw. 2’ angenommen wird, ergeben sich durch Durchschnitts- 
bildung 
o*= 0 Q* 
o*= w\2* 
wo = ah’. 
E. L. Leumann und Cu. Stern [5] haben eine spezielle Testmenge Dg,,) 
untersucht, die Tests der Struktur S(«) (H. Scuerré [9]). Ein Test p hat die 
Struktur S(«), wenn fast iiberall in X¥ 


dL p(Dz) = 2" 
DED 


gilt. 

Die Anwendung der Satze von E. L. Lenmann und Cu. Stem [5] auf das 
Problem der Priifung der Symmetrie beziiglich Null ergibt, daB die Tests der 
Struktur S(«) die konstante Irrtumswahrscheinlichkeit « haben, daB sie 
beziiglich der Klasse aller Tests eine vollstaéndige Klasse von Tests gegen 
Q"— w* darstellen und daB diese Klasse gegen 2*— w* sogar wesentlich 
volistandig ist. 

2a 2. Es werde nun die Wirksamkeit von Dg ,) gegen 2" — w“ untersucht. 
Hier gilt: 

Satz 2.1: Die Klasse ®,:,, der Tests der Struktur S(a) ist wirksam gegen 
Q*— w. 

Beweis: Nach Hilfssatz 1.1 geniigt es, zu jedem 6 € 2"— w” ein g(z, 4) 
zu finden, das die Bedingungen (1.1) und (1.2) erfillt. 

Eine derartige Funktion ist 

__fe?(z) -— = >0 
g(z,6)=) 2f(Pz) 2), wenn Y? eoa)| 
0 | D = 0 . 


Zunachst ist (1.2) erfiillt, da fast iiberall 
9g (Dz, 9) fP (Dx) = f(x) Y g(Dz, 6)= 0, wenn &’ ea. 
D 
Ferner gilt 
1 Zz fg (Dz) \2 
E 9 (D2, 6) f(z) = say E (Wx) - =O”) 20. 


Daher geniigt es zu zeigen, daB es zu jedem 6 ¢ 2"— w* eine Punktmenge M, 
vom positiven P,-MaB gibt, so daB 
An) 
57 i) > = fir x ¢ M, 
ist. 
Wenn 6 ¢ 2"— o* ist, dann folgt aus (2.1), daB es ein i < n gibt, so daB 
auf einer Menge von positivem MaB in X; = {z;} 


foi(%:) + foi(— 2) 


gilt. 
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Wir betrachten nun alle Punkte z = (z,,..., z,), fiir die 
= fos(— 25) (j= 1,...,237+#4) 
Ol x)  G=8) 
gilt. : 
Diese Menge hat positives P,-MaB. (1.1) ist erfiillt; denn es ergibt sich 


i fos (2s) fou (=) i 
$ II bos (dP x;) 2 2*-* (fo, (x4) + fos (— x,)) * ads 





2a 3. Im folgenden behandeln wir, wie eingangs erwahnt, nur Rangtests 
zur Priifung der Symmetrie beziiglich Null. Fast alle bisher entwickelten 
nichtparametrischen Tests zur Priifung dieser Hypothese stellen Rangtests dar. 

Wir bezeichnen mit y,, ¥,..-, ¥, die dem Betrage nach angeordneten 
nm Koordinaten z,,..., 2, eines Punktes z ¢%, so daB |y,|< ---< |y,| gilt, 
und setzen 


+1 > 
6:(y¥)= {* | » Wenn w{_}o 


D(z) = (4,(y), ses 5, (Yn) . 
Diese Erklarung gilt nur fir den Teilraum 


X= {x|z,+ 0; |x| + |a,|;4,9 = 1,..., m}; 


da die Restmenge X — %’ aber das MaB Null hat, kann sie im folgenden ver- 
nachlassigt werden. 

Die Mengen Sp= {z|D(x) = D} hat zuerst Waxsu [11] beschrieben und 
basic’ Zellen genannt. 

Die Mengen Sp und Vereinigungen S von Mengen Sp bilden einen endlichen 
o-Kérper S von Untermengen von &’. 

Ein Rangtest ist ein Test, fir den die Testfunktion y(z) @-meBbar ist, 
fiir den also 

y(2) = p(2’), wenn D(z) = D(z’) 


gilt. Die Rangtests zeichnen sich dadurch aus, daB bei ihnen nur die Vorzeichen 
der angeordneten Koordinaten y, beriicksichtigt werden. Auch erfiillen sie 
eine wichtige Invarianzbedingung. 
Wenn & = {v(y)} die Klasse aller in y >0 monoton wachsenden Funk- 
tionen v(y) von y mit v(y) = —v(— y) bezeichnet, dann ist 
D(v(zx)) = (6:(e(y;)), - - -» dn((Yn))) = D(z) fiir jedesv SB, 


denn mit |y,|< ---< |y,| ist auch |v(y,)| < ---< |v(y,)|. Dabei stellt B, wie 
man leicht sieht, eine Gruppe von Transformationen dar. Die Rangtests sind 
also invariant gegen die Transformationsgruppe 


y(z)= p(v(z)) firjedesv cD. 
Die Rangtests legen eine Aquivalenzrelation in Q nahe. Wir bezeichnen 6 
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aquivalent mit 6’, wenn 
P,(Sp) = Py (Sp) fiir alle D «9D 


ist. Zum Beispiel ist 6 aquivalent 6’, wenn die Verteilungsfunktion F, durch 
eine Transformation v(y) in Fy iberfihrt werden kann. AuBerdem sind alle 
6 € w“ miteinander aquivalent. Es ist nimlich 


P,(Sp)=n! f --- f f(D(x) dz 


O<m< "<n 


=n! f--> f f(D’ (x) dz 


O<n<- <n 
= P,(Sp)= * fiir jedes D’c D wenn 6 € w". 


Daraus ergibt sich auch, daB die Rangtests zur Klasse der Tests der Struktur 
S(a) gehoren. 

Die miteinander aquivalenten Verteilungsfunktionen einer durch diese Aqui- 
valenzrelation erzeugte Klasse verhalten sich wie eine einzige Verteilungs- 
funktion. Diese Menge von Aquivalenzklassen statt Q" zu verwenden, ist aber 
nicht sinnvoll, wenn wm“ und 2“ — @* gleichzeitig Elemente einer Klasse 
enthalten. Gegen eine Verteilungsfunktion 6’, die den Verteilungsfunktionen 
6 € w aquivalent ist, ist die Menge der Rangtests nicht wirksam, da dann 


B, (0°) = Bolg} = Bo{y} = « 
ist. 


2a 4. Um festzustellen, ob eine Einschrankung auf Rangtests vertretbar 
ist, wollen wir untersuchen, gegen welche Mengen von Alternativen die Klasse 
der Rangtests wirksam ist. Das folgende Beispiel zeigt, daB die Klasse der 
Rangtests gegen 2" — w* nicht wirksam ist: 
Beispiel 2.1: 
=, fir -3isg 2,5 —314+1, 3i-2s2,53t-1 
fo s(%4) “4 : 
Hier ist 
Py (Sp) = > fiir alle De®. 


0’ ist also den 0 € w“ aquivalent. 


Der folgende Satz zeigt aber, daB die Klasse der Rangtests wirksam ist 
gegen die Menge 22’— w’ der MafBe, die sich als Produkt von beziiglich Null 
nichtsymmetrischen, eindimensionalen, identischen Wahrscheinlichkeits- 
maBen darstellen lassen. Es ist dann 


FS(2)= I Fy(x)). 


Satz 2.2: Die Klasse der Rangtests ist wirksam gegen die Menge 22'— w’, 
wenn n => 3 ist. 
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Beweis: Wir leiten zunachst einen Hilfssatz ab. 
Hilfssatz 2.1: Setzen wir fiira >0 und k mitl<k<n 
wenn 6? = +1 
oder 6? = 
=-@ sonst , 


= a(2*=!— 1) * | fir ate t2n—k+l 


g(D) 





dann ist 
>0, wenn 6 €2’— ow’ 


E,{g(D)} = x g(D) Pa(S0) | 0, wenn 6 ¢€ w’ 


Beweis: Es gibt 2"-*+1 Folgen mit g(D) = a(2*-1—1) und 2"— 2"-**1 


Folgen mit g(D) = —a. Daraus folgt Z,{g(D)} = 0, wenn 6 € w’. 
Man kann £,{g(D)} in der Form 


E,{9(D)} = wattanar [ an — Fawr a1 


(fe(y) + fo(—y)) (Fo(— y) + 1 — Fo(y))* Ko(y) dy 








mit 
(Fo(—y)*+ 1 — Foy)? 
_ b-1 _ (—y)*¥+ (Ul —Foly))* 
nemr a 1) y= 9) +1 — Foy) 
e a( _ Fo(—vP +0 Fein?) 
(F(—y) + 1 —Foty))* 
schreiben. 
Nun folgt aus 
(p+ gi) (2-1-1) - 14 pts g'{=lo — wennp|*| 5 
fiir 
yp tog a 
F(-y+1-Fiy) ”? 
daB 


K(y) |7}0, wenn A(y)= F(y) — 1+ F(-—y) {Tho 


Die Wahrscheinlichkeit fiir 4(y) + 0 ist aber positiv, und daraus folgt, dab 
E,{g(D)} > 0 ist, wenn 6 ¢ 2’— w’. Der Satz 2.2 ergibt sich dann aus Hilfs- 
satz 1.1, indem g,(x) = g(D) gesetzt wird. 

Dann hat der Test 


(2.2) g(D)=a+g(D)t (t=min(=, 255%) 
die Scharfe 

B,(D) >a, wenn 6 € 2’— ow’. 
Dieser Satz l48t sich nicht auf » = 1 und n= 2 erweitern. Fiir n = 1 zeigt 
dies jede nichtsymmetrische Verteilung mit F (0) = + , fiir n = 2 das folgende 
Beispiel. 
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Beispiel 2.2: Sei M = {x,| -5s 2, S —3;052,51;95 2,5 10} und sei 

= 1/4 far 2,¢M 

fol) =0 fair2z,¢M 

dann ist P,(Sp) = 1/4 fir alle D € D, obwohl 6 € 2’ — w’. Es kann also gegen 

diese Hypothese keinen wirksamen Rangtest geben. 

Damit ist gezeigt, daB die Einschriankung der Menge der Tests der Struk- 

tur S(a) auf die Menge der Rangtests vertretbar ist, wenn die Menge der 
Alternativen eine Untermenge von {2’— ’ darstellt und n > 3 ist. 


((= 1,2), 


2b. Im starken Sinn tiberall wirksame Symmetrierangtests 


2b 1. Fir den Beweis des Satzes 2.2 hatte an sich die Existenz einer von 0 
abhangigen Funktion g,(D) geniigt, fiir die (1.1) und (1.2) gelten. Aus der 
Existenz einer von § unabhangigen Funktion g(D), die (1.1) fiir alle 0¢ 2’ — w’ 
erfillt, ergibt sich aber ein Test, der im starken Sinn iiberall wirksam gegen 
92’ — o' ist. Nach Hilfssatz 1.2 gilt namlich: 

Der Test (2.2) ist im starken Sinn iiberall wirksam gegen 2’ — w’. 

Zwei weitere Folgerungen seien noch erwahnt. 

1. Da es gegen {2’— w’ einen im starken Sinn iiberall wirksamen Test gibt, 
folgt aus Satz 1.2: 

Die Klasse der Rarigtests ist gegen 2’— w’ nicht wesentlich vollstandig. 

2. Da andrerseits die Klasse ®,;,,) der Tests der Struktur S(a) gegen 
22*— w* wesentlich vollstindig ist und der Test g(z)= a fiir alle x¢X 
zu Pz,,) gehért, ergibt sich aus Satz 1.3: 

Es gibt auBer y(D) = « fiir alle D¢D keinen iiberall wirksamen Rangtest 
gegen 2* — w*. 

2b 2. Im folgenden wird eine gréBere Klasse von Rangtests zur Priifung 
der Symmetrie beziiglich Null angegeben und gezeigt, daB sie gegen 2’ — w’ im 
starken Sinn iiberall wirksam sind. 

Bei diésen Tests werden die Einheiten 6? der Anordnung in 2r — 1 Gruppen 
(r < 3) vorgegebener Lange eingeteilt und der jeweilige Uberschu8 an 
positiven bzw. negativen Einheiten in den einzelnen Gruppen wird potenziert 
und gewichtet addiert. Dabei ist wesentlich, daB jede zweite Gruppe nur eine 
Einheit umfaBt, also wegen ihres stets gleichen Uberschusses (naimlich 1) 
unberiicksichtigt bleibt. 

Beliebig, aber fest seien vorgegeben : 
eine reelle Zahl u > 1, 


eine natiirliche Zahl r < = : 


eine Folge nicht negativer GréBen g,, . . ., g, mit 
2 g,;>09, 
j= 
eine Folge m, (j = 0, ..., r) nichtnegativer ganzer Zahlen mit 
0= m< m<--*-<m=n+1, 
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so daB 
max 2,22 mitn,;= m,;—m,_,—1 
ist. {las > 0) 
Ferner sei 
r mj—1 “ 
H(D)=X'g;| 5 oP. 
j=1 m,+1 
Satz 2.3: Der Test 
1 > 
(2.3) gy(D)= {=| sen H(p){=| #, 
< 


ist gegen $2’ — w' im starken Sinn iiberall wirksam. Hierbei sind z wnd H, Kon- 
stanten, die sich aus den Nebenbedingungen 


 9(D) = a2" 


0< 9(D)<1 


und 


eindeutig ergeben. 
Beweis: Der Satz werde zunichst fiir den Fall bewiesen, daB ein « mit 
0 < a< 1 vorliegt, fiir das z = 0 ist. 
Wir betrachten zu einem beliebigen, aber festen MaB 0 ¢2’-—w' die 
Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von H(D) > H, 
P({Sp|H (D) > Ho}) 


oo 


n! 
= — 2-* TT py gi-" 2" x 
Ti | / oa ls in 


0 Ym, _) 


x (Fo(Ym,) 7 Fo(Ym,-,) 7 F,(- Yu, -1) - F,(- Ym,))" x 
x (fo(Ym,) + fe(- Ym;)) dY mn, 








mit 
oe Dt ented oe Fo (Ym;) —F'o (Ym; 1) : 
P; q; F, (Ym;) — Fi (Ym;— 1) + Fo (— Ym; 1) —Fo (— ¥m;) 
n,; 1 mj—1 
et a I de oP . 
Es sei 


Die Anzahl der méglichen Anordnungen D, die eine bestimmte Folge der 
a-Werte (a,, ...,a,) ergeben, ist 


h(a,,...,a,) = 2*-*% JJ N(a,), 
j 
wobei 


N (a;) 


2 





“I. wane, |<} 


-( 


y 


gesetzt wird. 
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Es sei ferner d der kleinste Index j, der die Beziehung 


(2.4) ga(mq — 84)= max g,(nj — 8;) mit («= n,—2 [#]) 
{i\my = 2} 
erfillt, wobei [6] die gréBte ganze Zahl kleiner oder gleich } ist, und es sei 
Z*h(a,,..-,4,) 





Die Summe 2* werde dabei iiber alle Folgen (a,,...,a,) mit festem a, er- 
streckt, fiir die H(D) > H, ist. 


Hilfssatz 2.2: 

(2.5) h* (ag) Sh* (aq) fiirag >ag 
und . 

(2.6) he ([# )< ne). 


Beweis: h*(a,) ist die Anzahl der Anordnungen D mit H(D) > Hg, die eine 
bestimmte Folge der 5? in der Gruppe d haben. Wenn a; kleiner als aj ist, 
dann ist der Beitrag g,(n,— 2a,)", den die Gruppe d zur GréBe H liefert, 
groBer. Es wird also mindestens h*(aj) Anordnungen D geben, fiir die 
H(D) > H, ist, namlich alle diejenigen Anordnungen, die sich von den oben 
betrachteten Anordnungen nur durch die Folge der 6? in der Gruppe d unter- 
scheiden. Damit ist (2.5) bewiesen. Um (2.6) zu beweisen, unterscheiden wir 
zwei Faille 


a) (2.7) ne ([])=0 
b). (2.8) ne ([7]) >0. 


Zu a): Wenn h* ((3]) = 0, dann ist h*(0) > 0; denn h*(0) — 0 bedeutet, 


daB es keine Anordnung D mit H(D) > H, und a,= 0 gibt. Wegen (2.5) ware 
dann aber h* (a,) = 0 fiir jedes a, und daraus wiirde « = 0 im Widerspruch zur 
Annahme « > 0 folgen. 


Zu b): Wenn h* ({)) > 0, dann gibt es ein Paar natiirlicher Zahlen (7, Tt) 
mit 1 < 1 <r; 4 +d,n,>1,g, >0 und o<rs|[¥], so daB H(D) > H, 
fiir die Anordnungen D mit a,= [+] und 





(2.9) a,= 0,a,= 0, ...,@,= T, @,41= [73] ps0, = [+] . 


aber nicht fiir die Anordnungen mit a, = (] und 





(2.10) a= 0,,=0,...,a,=1+1,0,4.= ["$],....a,=[F] 


gilt. Denn gabe es ein derartiges Paar nicht, wiirde auch fiir die Anordnungen 




















mit der Folge <2 | . 
om [3] 4 [3]:---9= 9] 


H(D) > H, gelten, und das wiirde « = 1 bedeuten. 
Die Menge der Anordnungen mit a,= 0 enthalt nun wegen (2.5) sicher 


he ([]) Anordnungen, namlich alle Anordnungen, die sich von den An- 
ordnungen mit H(D) > H, und a,= (F] nur durch a, = 0 unterscheiden. 


AuBerdem gehért aber noch die Anordnung mit a,;— 0 und (2.10) dazu, wenn 
der dazugehérende H-Wert 


944 + 9,|n — 2x — 2\"+ ¢ (c = Konstante) 
groBer oder gleich dem zu a, = (¥] und (2,9) gehérenden H-Wert 


| “ 
Ga Img 2 [I + 9,|n,— 2t/*"+¢ 
ist. Wir haben also zu zeigen, daB 
Ga(ng — 1) > 9(\n,— 2t|*— |n, — 2x — Qn) 
fir ungerades n,, bzw. 
9aNG S> 9,(\n,— 2t|*— |n, — 2x — 2") 
fiir gerades n, gilt. 
Diese Ungleichungen folgen aber aus der fiir 4 = 1 geltenden Ungleichung 
\n,|*— |n, — 2)/"> |n, — 2x|"— |n, — 2x — QI 
und den Voraussetzungen (2.4) iiber g,. Damit ist Hilfssatz 2.2 bewiesen. 
Die mittlere Wahrscheinlichkeit P(a,) aller D mit a, und H(D) > H, ist 
Z*h(a,,... ray) 1 @ ( Py» Gs) 


P(e) = ——Naj i (@,) 27 





mit 


Q(p,a,;) = ae ~* ui qv , 
2 





wobei wieder die Summe X* bei festem a, iiber alle Folgen (a,, a,, . . ., a,) mit 
H(D) > H, zu nehmen ist. 

Dann gilt 

Hilfssatz 2.3: 


Pojz ee - 


Beweis: Wenn wir R(a,) = N(a,) Q(p,a,) setzen, dann ist 
_— Qpaas) EF Ra)--- F Ria) 
P(a,)= a a= rs *=° 

Z N(a,):-- Y Nea, 2-*% 

a, a, 
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wobei die oberen Summationsgrenzen c, jeweils von @,,4@,,...,@4-1, 
@q41)-- +, @—, abhangen. 





Nun folgt aus 
< Q(p,4;- 1) +\ 1 
(2.11) Q(p,; 4,) me dy var 9 {7} 3’ 
daB 
[+] Cr 
2 x Ria) EX Nia,) 1 & 
2 Ra) = *— = = ST ,) 
: 7 a 
x N(a,) 
ar 


ist und somit 


C1 
Q(Paaa) 2 Ria) : > ‘R(a,- 1) ENC) 


a 





P(a,)= a 2 
2N(a)°* EN (a) Bvee-S% 
Q(Paaa) 
t 4 Qa ° 
Aus diesen Hilfssatzen und aus (2.11) folgt nun 
n 
1__ lal | 
IT PT) BBs a h* (a,) N (a4) P(a,) 
{D| H(D)>H,} ji=1 
O 
Q (Peta) 





=] y h* (a,) N (aq) a” a 


Ane 


> 2 , [+ 
Bay h* (a4) N (a4) a. a wenn Pp, *|-2 
= @q 


Wenn 6 ¢€ 2’— w’, dann hat die Punktmenge, fiir deren Punkte zx die Ko- 
ordinaten y,,, Werte annehmen, fir die Pa + ist, eine positive Wahr- 
scheinlichkeit. 

Daraus folgt, daB, wenn 


g(D) = { "|: wenn H(D) co Hy 
—a@ 


Bedingung (1.3) erfillt ist und somit ist Satz 2.3 fiir den Fall eines « mit z = 0 
bewiesen. 


Wenn jedoch ein a (0< a < 1) gegeben ist, fiir das 0 < z< 1 ist, so folgt 
die Giltigkeit des Satzes 2.3 aus dem Satz 1.1, da sich jeder Test (2.3) mit 
0 < z< 1 als Verbindung zweier iiberall wirksamer Tests mit z = 0 darstellen 
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14Bt, von denen mindestens einer ein im starken Sinn iiberall wirksamer Test 
ist. Ein im starken Sinn iiberall wirksamer Test existiert aber stets, da H(D) 
mindestens zwei verschiedene Werte annehmen kann. 


Wir wollen im folgenden drei Sonderfalle des Tests (2.3) betrachten: 

l. p= 2; g,= = ergibt einen Test, der dem y*-Test ahnelt. In [12] 
wurden die Werte H, des Tests fir r = 2, n < 31, m=[$], a = 0,05; 0,01 und 
0,001 tabelliert. 


2. w= 1, r= 2, n= 0, n= n — 1, g,= g.= 1 ergibt einen Test, der sich 
vom zweiseitigen Vorzeichentest von R.A. Fisher nur durch das Aufer- 
achtlassen des Vorzeichens der absolut kleinsten Beobachtung unterscheidet. 


3. Kin weiterer Sonderfall ist der Test (2.2), wenn a= -s--; und p= 1 
r= 2,9,= 0, g.= 1, n= k gesetzt wird. 


2c. Symmetrierangtests mit gleichmaBig gréBter Schirfe 


In diesem Abschnitt werden Symmetrierangtests mit gleichmaBig gréBter 
Scharfe gegen relativ kleine Untermengen w, c 2’— w’ betrachtet. 

Umfa8t w, nur eine Verteilung F,, dann ergibt sich bei Anordnung der D 
nach der GroBe von P,(D), daB ein Test beziiglich aller Rangtests genau dann 
gréBte Scharfe gegen 6 hat, wenn 


p(D) = {0} wenn P,(D) {2} 


5 pD)=rz. 
(D| P,(D) = He) 


r ist die Anzahl der Anordnungen D mit P,(D)= H,; z ergibt sich eindeutig 
aus der Bedingung 5” g(D) = «2*. 
D 


Die Tests, die diese Bedingung erfiillen, haben auch gleichmaBig gréBte 
Scharfe gegen alle zu F, aquivalenten Verteilungen. 


Bei r= 0 oder 1 gibt es nur einen Test, der die Bedingung erfillt; der 
beste Test ist also eindeutig bestimmt. Bei r > 2 erfiillen jedoch mehrere Tests 
die Bedingung, z. B. der Test 


1 > 
p1(D) = (s. wenn P,(D)\=| Hy 
0 < 


Aus Hilfssatz 1.3 ergibt sich 
Hilfssatz 2.4: Gibt es eine Funktion g(D) mit der Eigenschaft 


D) P(D)\*~}\o, 6 +, 
anal ( {=} wenn = 
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dann ist der Test 


1 > 
< 
(¢>0;0s5 g(D) <1) 
gegen jede Untermenge wyC a+ a, mit wy Aw, + 0 besser als gz. 
Dafir zwei Beispiele: 
1. w\”) sei die Menge aller 9 mit 


fo(%s) = fo(— 2) 
fe(— x) = 0 
1 — F,(c) >0 
und b?, .. ., b? diejenigen Range der GréBe nach angeordnet, fiir die 6?= — 1 
ist. Beim Fehlen negativer Koordinaten werde b? = 0 gesetzt. Dann gilt: 
De Test 


fir 0<z, {= & (<e<oo,i— 1,5) . 
>c 


(2.12) y(D)= (| wenn n— b? 





> 
< 
ist beztiglich der Rangtests ein Test gleichmaBig gréBter Scharfe gegen die 


Menge w”. 
Beweis: Ein 6 ¢ w\” sei gegeben, dann ist 


P,(D) = n! f fo(ys) f fo(Ye) - - - f folYn) dy, ... dy, 
0 an on—1 Yn -1 
=n! f foldPmr)--. [  folOPyn) dy, ---dYn, 
0 61 ve-1 
wobei 
n= <| , wenni (=| -. 
Mit a 
neal Fo (y) — Fo (0) 
~ L—Fe(0) 
und 
,__ Fo(c) — Fo (0) 
~ L—Fe(0) 
erhalten wir 


(1 i" fe 
P,(D) = n! (1 — F4(0))" / (n —b2)1(62 — 1)! ™ 


o A lie i 
-G-Fio” 2 (Sea c'yp-e, 





P,(D,) > P,(D,) far d¢ a”, 
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wenn 
bP < bP : 
woraus sich die Behauptung ergibt. 
Wird statt w” die Menge w”” betrachtet, die alle Verteilungsfunktionen 


~ f(z) = f(-—2,) fir asc 
f(z) = 0 fir a>c 
F(—c)>0 


umfaBt, und ist 5,” , entsprechend die Rangzahl der gréBten positiven Beob- 
achtung, dann ergibt sich ebenso, daB der Test 


1 
(2.13) y(D) = {5} wenn» — Oy2.,{=| Hf 
0 < 


beziiglich der Rangtests gleichmaBig gréBte Scharfe gegen w”” hat. 
Es sei erwahnt, daB der entsprechende zweiseitige Test 


> 4H, oder wenn > 

p(D)= {z} wenn m — Bi: oder n—b?! \H, 
0 = HA, und s 
< 4H, und < 


der dritte Sonderfall des Tests (2.3) ist. 

Wir wollen nun zeigen, daB die Tests (2.12) und (2.13) nicht zulassig sind, 
wenn die Menge der Alternativen auch 6 ¢€ 2’— (w’+ w+ w™”) umfabt 
und « und n so gewahit sind, daB z + 0 und n — H,2 2 ist. 

Der Test 


1 
' > 
p(D)= {z+ 6? 6?t wenn n—on {=| H, 
0 





(t >0;0< 9(D) <1) 
ist besser als (2.12) gegen jede Menge w,¢c 2’ — w’, fir die 
ag 1 (Q! — (@' + w+ w")) + 0 
Beweis: Die Behauptung folgt aus Hilfssatz 2.4, wenn man g(D) = 6? 6) 
setzt. Es ist namlich 


pa g(D) P,(D) 
{D| P(D) = By} 


ist. 


~ Fe—E- OIE / (Poly) — Fol y) — 2F4(0))* oly) + fol- 9) 


Jf Cole) — Poly) + Fol—) — Pol—2))"-™-* fol—2) 
y 


(1 — Fo(z))#*dzdy 
= 0 wenn 6 € w+ w+ wi” 
> 0 wenn 6 € 2’ —(w' + w™+ wi) . 
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2. Als zweites Beispiel betrachten wir den Vorzeichentest. Auch er ist 
nicht stets zulassig, worauf E. Rust [8] schon hingewiesen hat. 
Es ist bekannt, daB der einseitige Vorzeichentest 


1 > 
(2.14) y(D) = {s| wenn n— u{=|H, 
0 < 
(u sei die Anzahl der negativen Beobachtungen) 
gleichmaBig gréBte Schirfe gegen die Menge w) mit f(z) = yf(— x) fir 
0< 2< ~; 1< y< o hat. 


Sei w” die Menge mit 0 < y < 1 und 


= (oP a + 6?_ dP) + ; wenn 6? + 6? + 6P_ + 6P = 0 


g(D) = und 6? = 6?_,=1 
0 sonst, 
dann ist 
! > 
y(D) = {z + g(D)t wenn n — u{=}%, 
0 < 


mit 0< g(D) <1 
besser als der Test (2.14) gegen jede Menge w, mit 
@, 0 (Q’ — (w+ w+ w)) +0. 
Dies ergibt sich aus 


Feis(D)} wma aiae | J ote) - Foy * x 
ie 


x (Fo(—y) — Fo(—z))#+-*(2(1 — Fo(z))*(Fo(0) — Fe(—y))* + 
+ 2F5(—z) (Fe(y) — F,(0))? — 
— 4(1 — F(z) (Fo(0) — Fo(— y)) Fo(—z) (Fo(y) — Fo(0))) x 
X fol) foly) dy dz 

>0 fir 6€2 — (@'+ w+ wf”) 

= 0 fir 0 € w'+ w+ wa, 





weil {(z) = af(— x) far fast alle z (a > 0) aus 
(F(—y) (1 — F@)) — F(-2) A — F(z)? =0 


folgt. 

Tests von gleichmaBig groBter Scharfe gegen w), die gegen umfangreichere 
Mengen w, von Gegenhypothesen zulaasig sind, wurden von E. Rutst [8] und 
in [13] angegeben. 
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Dirichletsche Reihe mit Funktionalgleichung 
in der Theorie der Modulfunktion 2. Grades 
Von 
GOnTER KavFHoip in Géttingen 


Versteht man unter Z= X + iY eine n-reihige komplexe symmetrische 
Matrix positiven Imaginarteils Y; unter A, B, C, D n-reihige ganze Matrizen, 
fiir die A B’= BA’, CD’= DC’, rg(C, D) = n und AM + BN = E (Einheits- 
matrix) mit ganzen Matrizen MY, N erfillt ist; endlich unter {A, B} bzw. {C, D} 
die Gesamtheit der Paare UA, UB bzw. UC, UD (U beliebig unimodular); 
so hat man bekanntlich [1] in 


(1) p(s) = 9(Z, s)= |¥|2 LD abs(AZ + B)-*, 
{A, B} 

(2) y(s)= y(Z,s) = |¥|? 3S abs(CZ + D)-* 
{C, D} 


Dirichletsche Reihen mit der genauen Abszisse absoluter Konvergenz n + 1. °) 
Es erhebt sich die Frage [1] nach analytischer Fortsetzung dieser fir 
Res=oa>n+1 regularen Funktionen, insbesondere nach der Art der 
Singularitat in s = nm + 1; ferner nach der Existenz einer Funktionalgleichung, 
denn folgendermaBen laBt sich p(s) als Verallgemeinerung der Epsteinschen 
Zetafunktion auffassen. 

Der Menge der Z™) entspricht offenbar vermége 


ie Y¥+¥-*(X] X¥-)_ /¥ 0)\{/E£ 0 

H= ReY 1[(Z, B)] = ( y-1 x y-1)=(9 on [(x )| 
eineindeutig die Menge der reell-symplektischen positiven Matrizen H®” ; 
fiir n = 1 ist dies die volle Menge der reellen positiven Matrizen H®, |H| = 1. 
Nun wird H[(C, D)']}= Y-[(CZ + D)’), 


(2’) y(s)= SY |A[(C, Dy']| 2. 
{C, D} 


Natiirlich bleibt (2’) richtig, wenn darin y,C,D durch o, A, B ersetzt 
wird. Ubrigens gilt p(s) = ¢,.(s) p(s), 


n—1l 
(3) Cn(s) = SD (absK)-*= [7 f(s — k) (o>), 
{kK} k=0 


°) Eine Bezeichnungserklarung findet sich am Ende dieser Einleitung. 
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wenn K® eine ganze Matrix mit |K| +0 und {K} die Gesamtheit der U K 
(U beliebig unimodular) bezeichnet. 
Man ist geneigt, die Untersuchung von y(s) mit Hilfe einer Integral- 
darstellung vorzunehmen [2] [4, 8. 585]: 


mye n+1 k 
() P(e) = |W} | it “e-em ap Txt (s+) 


k=0 


_ n—l 
; ) 
ReW™ > 0. 


2 = r,(3) v= 5 | |Pl 2 eee.) a P 
. {C, D} 








1 s—n-—l1 

+fere 2 6O@(H,P)dP, 
Pr 

O(H, P) = J e-77 AC, D)'P) ; 


dabei bedeutet D¥ einen Fundamentalbereich fiir die Abbildungen P - P[U] 
(U unimodular) des Raumes J, der n-reihigen reellen positiven Matrizen P 
auf sich. Nun ist aber in der ,,Thetareihe“ #(H, P) iiber alle ganzen Matrizen 
(C, D) vom Rang n zu summieren, die C D’= DC’ erfiillen: fir n> 1 eine 
eingeschrankte Summation, die Riemanns fiir [(s) verwendete Methode nicht 
— unmittelbar — anwendbar erscheinen laBt. 

In dieser Arbeit wird g(s), y(s) im Fall n = 2 auf eine Weise untersucht 
werden, die fiir n >3 einen gréBeren Rechenaufwand erforderte, fir n= 1 
aber ganz einfach verlauft und an diesem Beispiel jetzt erlautert werden mag. 
Mit den Bezeichnungen Z = (z), A = (a), ... und abs Z = |z| gestattet 














(5) wanes, > a by be +—+ | ) 
2 wood 1 qo=e 
“a>0 
die Fouriersche Entwicklung 
(6) 9 (8) = y? + by a, (8) b,(8) e2***= , 
2-8 s-1 ‘ 
y?a ? r(*>) (t= 0) 
(1) « tr(t)oa@=), 3 “ 
2 (3) ; r(4) |e|*- pg? | {(v +1)v} —} —taltlvedy 
ri. 
| ) (+0), 
| 
(8) f(s) b(s)= Ce) Sante = SB 
+» modi k\t 


@a>0 





456 





Ginter KauFrnotp: 


Fir ¢ + 0 stehen in (7), (8) ganze Funktionen von s, die 


(9) 


(10) 


(tla) = P($)a,(6) = a(o) = a(2— 0), 


\t|® . (8) b,(s) = B(s) = B(2 — 8) 


erfiillen; wogegen 


(11) 


2-8 8 8 
(8) ag(s) dg(s)= ¥ = (8-1), o)=x 2 I(5) Le). 


Das Integral in (7) konvergiert absolut fiir o> 0; bei beliebig festem yu > 0, 
u>1-—ca gilt gleichmaBig ins 3’ h-*= O(|t|*4) (¢ +0); und J |t\e-2*¥'#! 
kit t+0 
konvergiert auch fiir > 0. Nach (7), (8) ist also (6) gewiB fir o> 0 giiltig, 
nach (9), (10) sogar in der ganzen s-Ebene. Dabei erweist sich g(s) als mero- 


morphe Funktion, die dank o(s)= @(1 — s) und (9), (10) der Funktional- 
gleichung 


(12) 


o(s) p(s) = w(s) = w(2 — 8) 


geniigt; die Pole von w/(s) sind von 1. Ordnung und liegen in s = 0 und s = 2 
mit den Residuen — 1 bzw. 1, wahrend p(s) = ¢(s) p(s) nur den Pol 1. Ordnung ‘ 
in s = 2 vom Residuum z besitzt. 

Fir beliebiges n kennt man [5] statt (5) die Zerlegung 


(13) 


p(s) = |¥|2 + 2 Pals) ; 


& 
pn(s)= |¥|* 3S abs(AZ + B)-* 
{A, B} 
rmaA=h 





=|¥|\2 SS »(R)-*S abs(Z(Q]) + R+ @)-*, 
{Q}, R mod 1 G 


in welcher R™)= R’, G = G’, (Q(*-”), *) der Reihe nach eine rationale, ganze, 
unimodulare Matrix bedeutet; {Q} ist die Gesamtheit der QU (U beliebig 
unimodular) und »(R) das Produkt der gekiirzten Nenner der Elementarteiler 
von R. Uber die Fouriersche Entwicklung 


(14) 








|¥|2 S abs(Z + G)-*= Y ap(s)e2**°(7® , 
T 


Go 


a7(s) = a7(Y, 8) = nif abs(V + iY)-*e-271(TM Gy 





dea |Y |? plat 92 
J ri(5) \(V + T)(V — T)| 2 e279 dV, 
0 


V+T> 
Vv—T>0 


V™=— V’ und halbganzem 7(= 7”, findet man diejenige von 
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Pn(8), 2. B. 
(15) #1 (8) -22 yl? Y(Q) ? a,(¥ [Q], 8) b,(s)e2* ¢*X1@) | 
@n(8) = XY ap(s) by(s)e2* 197 2 
(16) "belo = FS ofR-tetior®, 
R™ mod 1 


unter Q jetzt eine Spalte teilerfremder ganzer Zahlen verstanden, die (fiir die 
Summation in (15)) mit — Q zu identifizieren ist. 

Uber die Glieder von g,(s) in der Entwicklung (15) hat man die Aussagen 
(7)—({11), tiber diejenigen von ¢,(s) werden fiir n = 2 in §1 und § 2 analoge 
Aussagen bewiesen werden. Einige Rechnungen findet man dort fir beliebiges 
durchgefiihrt. In § 3 wird endlich zusammenfassend ersichtlich, daB p(s) auch 
im Fall n = 2 meromorph ist und einer Funktionalgleichung, 


(17) 0(s) e(28 — 2) 9(s) = w(s) = w(3 — 8), 
geniigt. Der Faktor 0(s) 9(2s — 2) tritt schon in dem zu (11) analogen Glied 
3—8 


9(s) (28 — 2) ag(s) b(s)= |¥| *  e(s — 2) e(2s — 3) 
(mit der Nummer 7' = 0 in der Fourierentwicklung von (8) 9(28—2) g,(s)) 
auf; dieses Glied liefert die Singularitaét in s = 3, so daB dort p(s) einen Pol 
1. Ordnung vom Residuum 902-* besitzt. 

Fir n = 3 gilt ibrigens 
4—s 

0(8) (28 — 2) ag(s) bo(s)= |¥| 2 e(s — 3) o(28 — 5) 

und allgemein wahrscheinlich 


n+1—s 


Lt 4 2 
m(8) ag(s) bo(s)=|¥| 2 a(n+T—=s), x(s)=0(s) IT o(2s— 2k). 
k=1 
Setzt man schlieBlich gemaB (3), (4) 


8 n—1 
=a "2T,(<),(s)= _k), 
en()= 2 "* Ty (5)Ea(6) = IT ols - &) 


so hat man (neben 9,,(s) = 0,(" — 8)) 


0, (8) an 0, (n + 1 — 8) 
e (8) e(n+1—s) ~ 
Daher kann man, im Hinblick auf p(s) = ¢,(8) »(s) , (17) auch durch 


02(8) 0(28 — 2) p(s) = w*(s) = w*(3 — 8) 





ersetzen. 


In dieser Arbeit wird, fiir eine komplexe Matrix K, mit K’, K, o(K), |K\, 
absK, rgK der Reihe nach die Transponierte, Konjugierte, Spur, Deter- 
minante, der Absolutbetrag der Determinante und der Rang bezeichnet. Die 
Schreibweise K™™”™ und K™ (d.i. K(*-")) nennt zusitzlich die Anzahlen m 
der Zeilen und n der Spalten von K; K = (K,, K,) und dergleichen deutet eine 
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Aufteilung von K in Untermatrizen an, wobei in (etwa) (*, K,) der Stern die 
Stelle einer nicht interessierenden Untermatrix ausfillt. L[K] ist Abkirzung 
fir KX’ LK, also sinngemaB [K] fir K’ K. Fir reelles symmetrisches S = (s,;) 
bedeutet S> 0 (,,S ist positiv’’) baw. S > 0, daB S die Matrix einer positiv- 
definiten bzw. positiv-semidefiniten quadratischen Form ist. Sind die s,, 
Variable, so wird dS = i dey, definiert; dies gelte auch fir nichtsymme- 


teens B.sntes Madonaes Oe Dettdens bs t 

Herrn Prof. Dr. C. L. Srecrt danke ich fiir Anregungen und dauerndes Interesse am 
Entstehen dieser Arbeit. 

Diese Arbeit ist meine Dissertation, die von der Mathematisch-Naturwissenschaft- 
lichen Fakultat der Georg-August-Universitat zu Géttingen angenommen wurde. 

§ 1. ar (¥,s) 

1. Z%= X+4Y bedeute, wie in der Einleitung, eine fest gewiahlte 

Parametermatrix. Das Integral 
a 

(1.1) ay (s) = aw(Y, 8) = ini? abs(V + i ¥)-*e—274¢ ay 


(V@=— V’= (v,,) und W™= W'= (w,,) reell) und bekanntlich [1] auch die 
Dirichletsche Reihe 3° abs(Z + G)-* (@™= G@’ ganz) konvergieren absolut 
G 


genau fir Re s = o > n, weil 





n+1 

(1.2) <=> n( "te -s) bes “ORO YI = . ) 

‘ |¥y| 2 (Y,s)=2 \ 2 se 

. #(3) 
mit der Abkiirzung, vgl. (4), 
(1.3) Yn(8) = a-™* I", (8) (vi(8) = y(8)) 
gilt. Die Konvergenz der Reihe ist gleichmaBig auf jeder Z-Menge, auf der 
Y- beschrankt ist (was man durch eine einfache Erginzung der Rechnung 
in [1] zeigen kann); doch schon eine schwachere Aussage rechtfertigt die 
Gleichung 
8 
ar(s) = |¥|2 / D> abs(V + iY + G)-te—278(T May 
Osms1 @ 


(7 = 7” halbganz, d. h., 2T ganz mit geraden Hauptdiagonalelementen). 
Danach steht 


(1.4) [Y|? ¥ abs(Z + @) “t= SY ap(s)e®* *o(T 2) (o> n) 
@ T 


fest, sobald die absolute Konvergenz der rechten Reihe bewiesen ist. 
Zufolge (4), (1.3), also 


s—n—1 


s s 
(abs Z)-* = |-i Z| 2 |Z] 2 = _1_ \PQ| 2  erie(P2-q Pag 


ay) f 


P>0,Q>0 
n(n—1) 


oe J em) erio(WX)Iw ; 








7° !->- 











oo. => - 
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n(n+1) 


wobei P+ Q=2V,P-—-Q=2W,dPdQ=2 2% dVdW und 


s—n—1 
(1.5) cy(s) = cw(Y, 8) = — (V+W\(V—-W) 2 e22"May 
*(3) 

V+W>0 

vV-Wwso 
gesetzt worden ist, ergibt sich 

°= 1) 
abs(Z — G)-*= 2 ME | Zeeswe e2tio(T+W)X)—-22i GM ay 


(1.6) >» abs(Z — G)-*e2*4°E™) — S co, (a) 2 *80KT + MD) (o> n), 
G T 


wenn noch die absolute und auf der Menge 3, 
O<wysl(l<sk<n), O<wy< FS (lsk<lsn), 


gleichmaBige Konvergenz der rechten Reihe bewiesen wird. Man wahle zu W 
ein reelles OC, fiir welches W[C-*] eine Diagonalmatrix mit allein Zahlen 1, 
—1, 0 in der Hauptdiagonalen ist. Setzt man [C]= H und dy(s) fir das 
Integral in (1.5), so gilt hinsichtlich dy , w(s) 
+We,0<VtsTiWsVaTH+ FB, |\VezTiW(s|ViT+HAi, 
(1.7) dr. w(o) Se"? FY) dz (a) (o2n+1). 
Da nach (4) do(c) fiir o> a existiert, liefert (1.7) insbesondere die absolute 
Konvergenz von dy (s) gewiB fiir o => n + 1 (vgl. [3], 8. 60). Ist nun W aus WB, 
so 148t sich auch C als beschriankt annehmen, und (1.7) zeigt, daB zur Recht- 
fertigung von (1.6) wenigstens fiir o> n+ 1 der Nachweis der Konvergenz 
der Reihe 3” dp(c) (o = n + 1) geniigt. Aus (1.6), fir o => n + 1, folgt speziell 

T 
(14), di. 

» 

(1.8) ar(Y,8)= |¥|* cp(¥, 8), 


und (1.4), ebenfalls fiir o =n + 1. GemaB (1.1), (1.2), (1.5), (1.8) ergibt sich 
weiter 





n+1 
dp(o) s|2¥| * ~"y,(o-—*>-), 


2 


also die absolute Konvergenz von d7(s) sogar fiir o> n; und die Giiltigkeit 
von (1.4) schlechthin (d. h. fiir o > n) erfordert noch die Probe, ob der Konver- 
genzbeweis fiir 5° dp(c) auch bei ¢ > n richtig bleibt.*) 

T 


Uber dy(s) = dyw(Y, s) ist bekannt (3, S. 61]: 








1) das heiBt: H — W =O; 
*) Die durch (1.4), (1.5), (1.8) gelieferte Fouriersche Entwicklung ist schon ohne 
Beweis in [3], S. 65, angegeben. 
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nner G" 0)» Fe (7 *) git 


* * 
—h+1 
[xe dy (¥, 0) = 2-93 4) yi (0 - AE) x 
ph oS 


x |¥,| 2 dy,(¥;,8—n+h) (0 <h <n). 
Danach gestattet die durch eine Integraltransformation erhaltliche Formel 








C™ reell 
dyici(¥, 8) = (absC)**-"-1 dy(¥ [C],8) (+e) 
die Verallgemeinerung : 
Hilfssatz 2: Fiir W, Y und OC, rgC,= h, gilt 
pat 1 
dw,tca(Y,8) = ar-»/(* % Ya-a(8- “3-) x 
gf: s s—n+ jhe § 
x |¥} 2 | ¥ [C,}| 2 dy,(¥ [C,], s — n+ h) (0 <h <n). 


Denn ist We) = (")' 5), C= (C,,*),|0|+0, so wind W(O"]= W, (Cj), 


Y[c]= ee % | 


* 
Im folgenden sei h=1,...,n fest. Durchliuft 7 alle halbganzen 
Matrizen mit |7,| + 0, @“-” ein vollstandiges Reprasentantensystem der bei j 
(13) erklarten Klassen {Q}, so offenbar 
(9) Pe — (9) (UI = TQ] (U = (Qe, *) unimodular) 
gerade alle halbganzen 7 vom Rang h. Dabei sei etwa Q.")= ZH. Bei festem 
Y> 0 ordne man jedem 7, |7',| + 0, ein reelles D™ zu, fiir welches 


E® 0 
(1.10) T,=("5 pe) [D] (p+q=h; p,q) 
gilt, und setze 
(1.11) H=[D], 4nxY[(QD']=L 
E® 0 0 0 
(1.12) r= ( ~_ 1,=(; aa (p+q=h:p,q=09), 
wee h+1 _ A+1 

(1.13) h,.(L, «, 8) = / \V+l>, 2 | V+ 1,\° 2 eV dy 

V+P>0,V+Ig>0 (L™> 0). 


Vermége eng a 2, (1.9}—{1.13) und der Substitution V = (2V*+ 2#) [D}, 
a? on 2H ae ~ ave i im Integral dy,(¥Y[Q], s — n + h) wird 














n—h+1 n+l 
dy (ey— 2-2 ~4) y,_ (0 244) ire 
(1.14) ers TS | . L a—n+h rt*) 
x [2H Y[Q)| i Dette) ER 


(mit sinngemaB y)= 1). 
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Die Konvergenz von )’ d7(a) fiir o > n folgt nach dem Gesagten aus dem 
T 


(im folgenden allerdings nur fiir n < 2 bewiesenen) 
Hilfssatz 3: Sind «, B, x, A reelle Zahlen, fiir die das Integral (1.13) existiert, 
80 konvergiert ~ 


a= DS |2A |¥(Q)i*e-2*° F FOAL, a, B) Coke 24 


summiert ail (1.10), (1.11) dber alle halbganzen T” der akvig' 
Pp, q(h = p + q) und alle Klassen {Q-”}. 

Zum Beweis des Satzes wird man eine hoo(L, a, 8) majorisierende ein- 
fachere Funktion von L suchen. Im Fall n = h = 1 findet man eine 1-Potenz 
(L = (I)): und der Satz ist evident. Nach Studium von h,, fir p + q = 2 wird 
am Ende des Paragraphen auch der Fall n = 2 erledigt werden. Fiir beliebiges n 
mag hier wenigstens das Integral h, = h,» untersucht werden*). 

Zu reellem A“)> 0 wird eine reelle ,,Wurzel* C™—VA durch A= [C] 
erklart; mit C ist auch /#C Wurzel (/E beliebig orthogonal). Fir ein Matrizen- 
paar A™ > 0, B™ > 0 kann man ein Wurzelpaar VA, / B finden, das 

VA B= yB' VA oder auch VA //B'= VBA’ 
erfillt, weil bei gewissem D 
B= [D), A= [GD] oder auch B= [D], A = (GD’] 
mit einer Diagonalmatrix G statthat. Insbesondere rechnet man 
VA'\= BVA" |= \VAVE|- Aye). 
Nun wird, bei reellem symmetrischem V“™ = ( “<a Ms » Wo = ra mf ) 
und Einheitsmatrizen Z, EY'-"(k = 1,..., — 1), vermége 
Vi= W,2 0, Va= W,|V{K)+ B,] + (W,+ B,) (KX), 
V,= VW, y W,+ E,K =V Wi+ E, VW, K 
V>0* gleichwertig mit ,,V,> 0, V,— Vz?(V3]= W,|//[K] + B,|> 0% oder 
auch ,,W,> 0, W,> 0, K beliebig reell“; ferner: 
V| = |W] |Wal [K] + By], |V + B| = |W, + B,| |We+ Byl |[K) + By! 





a(V»,Vs) (VK) 
dV,dV,= abs (Fray sWeK,) aW aK 
n—k n—k+1 





= (|W,||Wi+ #|) 2 |\[K])+#) 2% dW,dk; 
also, wenn L® = ( 1) >0, /L, ohne Einschrinkung der Allgemeinheit als 
Diagonalmatrizen genommen werden, zufolge (1.13): 
' [ — k k 
h,(L, a, B) h,(Z,[K’] + L,, a, B) hy-» (|K VL,| + Ly, a— 3 h- 3) " 


n+k+1 , = 
[1] + oe 9 e~? (Ia (K’)) dk ; 


’) Die nachfolgende Rechnung wird fiir n = 2 spiter (im Beweis von Hilfssatz 6) 
teilweise wiederholt, damit fiir diesen Fall deren Einfachheit deutlich wird. Fiir n = 1 ist 
sie sogar meist gegenstandslos. 
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wobei noch (mit zunachst unnormiertem |/L, ) 
o(W,|/(K] + EB | L,) = o(VZ,/(K] + £ ‘| W.) =o (([K) + £)|/L, |W.) 
= o((|K/L, S’|+ |/L,' 8'}) W,[S']) (£ = E,; 8 orthogonal) 


sowie die Invarianz des Integrals h,_, bei ,,orthogonaler Transformation‘ 
beachtet werden muB. 
Insbesondere gilt, nunmehr mit reellem a, 8, 


h,(L, a, B) < hy (Ly, &, B) ha—x (L,, «-5,B-5) x 


«| ck] + ey"? 
und damit (durch vollstindige Induktion nach n) Existenz von h,(L, «, £) 


fir B > = und beliebiges « ; [ konvergiert ja mit jedem Wert des Exponenten. 
K 
Die Ungleichung verhilft weiter zur Aufstellung einer Funktion /(Z), 


h,(L, «, B) <cf(L) (c > 0 von L unabhiangig) , 


n+ k+l 
2 e-? (KI Ls) dK ; 


0 
fiir jedes Paar B( > ">), «; dabei darf man iiber L = (; as--+ sh 
0 ‘L, 


voraussetzen. Offenbar kann man, s. (4), 


f(L) = |LI-° (c= 








~~) 


n+1 
:): 


setzen; sonst, bei k= 0, .. ., n, 


(@+a-- 





_ +1) 
I) = \h r)yj-* (is 
Letzteres ergibt sich fiir k = 0 und k = n aus 


_ ati 


n+1 
h,(L, a, B) = |L|-* fw =i] 4 EI"~ Ye A ivi? “2 e-oW) dV 
Rt al os ee 
=(|L| * *fiweor = yl = eM aV 
vV>0 


mit diagonalem yi, unter Beachtung, im Fall L > EF (k= 0), der SchluBkette 


|V |VL-*" 85] + | = |L[/V"] + B| < |/V"] + Bl = |S; + 2 


= |V(S,])+ Ei\=|V+ 2 (S,, S,, S, orthogonal) . 


Fir k= 1,...,n—1 benutze man die Rekursions-Ungleichung und ver- 


merke (mit y= a+ + p- “ttt, 0) 


[ [[K}+ Bp emo ll dK = [Ll | (VE + By eeernar, 
Kn- 
||K VL,*| + B|s |[K] + BI, 


dies durch Wiederholung obiger Schliisse. 




















aw,tca(Y, 8) = 
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2. Vermdge (1.5) schreiben sich die Hilfssitze 1 und 2 auf cy(7,s) um; 
und durch (1.8), fir halbganzes W = 7’, weiter auf a7(Y, s). Letztere Formeln 
lassen sich auch leicht, sogar fiir reelies W, anhand der urspriinglichen Gestalt 
(1.1) herleiten — bei gleichzeitiger Bestatigung von (1.2). Zufolge (4), (1.3), 





also 
(1.15) yal®) = Yn-alé) ya (s— 75") (0 <h <n) 
ist zu zeigen: 
Hilfssatz 4: Fiir we =(% oy ym 4 *) git 
1 eras MERE A nel 2E4) 
aa 

x|¥,| 2 ay(¥y,s—n+h) (0<h<n). 
Hieraus folgt iiber 
(1.16) awtci(¥ {0-1}, 8) = (absC)'-"-tay(¥, 2) (as 


Hilfssatz 5: Fiir W, Y und OM, rgC,— h, gilt 


: ot (73 ete ~1) re-a(e—*F*) 





s—n—1 





¥; ¥; 0 Lg» 


Integral die Gestalt 











ra(s) 
n n+1—8 
x|¥[C,]| 2 |F| 2 ay(Y¥[C,],s—n+h) (O<h<n). 
Beweis von Hs. 4: Auf Grund der Gleichungen 


r= (Fp Reta, tm (Bp) BOE E rena = (875 


} (mit Einheitsmatrizen EY, E{'-”) und W[(LM)'] = ( " am ) in Verbin- 


dung mit (1.16), braucht man den Satz nur noch mit Z, Z,, W*= oy 0) 


0 0/’ 


Wt= W,[L;] statt Y, Y,, W, W, zu beweisen; man schreibe fir W*, Wt 
wieder W, W,. Durchlauft V™ — ( ~J 7) = V’ alle rcellen Matrizen, so wird 


ay (E,8)= f abs(V,+ iE,)-*e-2=40(%") f abs(V;+ N)-*dV, dV, aV,, 
V; 


VaVs 


N = iE,— (V,+ i£,)>[V3], (V,+ t£,)7= (V,— t#,) (V2 + £,)-, 
Im N= E,+ (V? + £,)>[V3] = (C]> 0, (V7 + #,)7°= [B]> 0. 
Vermége V,+ ReN = Vf ihe dV,= (absC)"-**+1dV$ erhalt das innere 


= 4+) 





[avers iE,)-*dV,: [vara+ Bi ad 
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und davon der zweite Faktor durch (4), (1.3) die Form y;"_ , (s - 4) mal 


Jee f e-70(P (VB) dV, dP 
PBn—a . 1 : 
= abs (Vj+iB,)"—* 74-2 (8— 7s ), 


wobei V§= BV,A, P= AA’, dV = (absA)* (abs B)"-*dV, substituiert 
worden ist; insbesondere gilt 


oo —1l1 
(1.17) f (%+1) 2 dv= te) 





Zusammenfassung ergibt 


(1.18)  ay(E, 8) = 





art a9 (E,, 8) dyw,(Z,,8 -—n+h). 
Ya-a(8 -——) 


Nun ist (1.2) fiir n = 1 richtig: wegen (1.16), (1.17) und der Legendreschen 
Identitat 


(1.19) r(3) (“> ) = 28-#y(6— 1). 


Ist (1.2) fiir 1,..., — 1 statt n richtig, so nach (1.15), (1.16), (1.18) auch fiir n. 
Damit ist (1.2) bewiesen und iiber (1.2), (1.18) auch Hilfssatz 4. 


Ubrigens gilt, nach (1.19), fiir den in (1.2) und Hilfssatz 4 und 5 auftretenden 
Faktor 


w-n(t=fit-g realem EY) EE) aa oH) 











2 
(1.20) 2 ry @) = 7 (ey i a 
L 2 (Osh <n), 
| wobei das Produkt rechts eventuell noch gekiirzt werden kann, z. B. 
n—h _ atk in/2) eka 
(1.21) IT o(e-*F") - IT x: z—*+#) (h= 0,1). 
k=1 y(s—k) k=1 y(s—k) 
3. Im Fall n = h= p= 1 lautet (1.13) 
(1.22) hil, «, B)= f (v + 1)*-2 v-le-*l dv (l> 0), 
0 


bei absoluter Konvergenz fiir Re 8 > 0; gemaB der Darstellung 


(1.23) (e2*0 — 1) h(l,a, B)= f (vu + 12-2 ve -1e-* dv 
cr 


als Schleifenintegral ist h(1, «, 8)/I"(8) eine ganze Funktion von. « und f, fiir 
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die noch die Funktionalgleichung 
(1.24) hil, @, B)/I'(B) = P-*-Ph(L, 1 — B,1 - a)/F — @) 
bekannt ist. Uber (1.2), (1.5), (1.8), (1.14), (1.20), (1.22), (1.24) bestatigt man (7) 
und (9). 
Im Fall n = h = 2 unterscheide man hinsichtlich (1.9)—({1.13) 
caf ITI>% 4 _ fiw (e= 0) 
1 (\7}<0), * hy (e= 1). 
Hilfssatz 6: Die Funktionen von « und B 


hy(L, a, BIT(B)T'(B--y), mL, «, BT'(a- >) (6-5) 
sind ganz und geniigen den Funktionalgleichungen 


(1.25) 





T'(B) P(B — 4) 
P(t —a) Pl —a) 
P(a—4)I(6—}) ( 
Ti —a)T(1—f) 
Beweis: Man darf L= ( 1) diagonal annehmen‘). 


e=0: Das Gebiet V= (* "9) > 0 wird durch 





=0 
h (Le, a, B) = \DIt-*~*h, (L, 5 — B, 5 — a) 4 ' 








e=1). 


u= 2, v= y(z*4+ 1) 4+ (x + 1)2, w= 2V/x(x +1) 
eineindeutig auf das Gebiet x > 0, y> 0, — co <z <oco abgebildet; dabei gilt 
|V| = vy(z*+ 1), |V + Bl = (x + 1) (y+ 1) (24+), 
dudvdw= x(x + 1) (2®+ 1)dzdydz, 
also nach (1.13), (1.22), (1.24), (1.25) 


he(L, «, B) = fers 1, a, B)h(el'+U,a-4, 8-5) x 
x (284 1)*+?-Be-# dz 
= eee frerenr—pa-aa(orsed - Bg -2) x 
x (241 + pi-=-9y 2 abel dz, 
woraus durch z -|/I/Il'z die behauptete Funktionalgleichung folgt. Bei dieser 
Rechnung ist Rea = «’ <1, Ref = f’> 5m halten ; 


(1.26) hg(L, a’, f’) <h(l, a’, p’)h(0', a’ - 5, p’—5)h(I', «+ p’-1,5) 











*) Ist L” = [D’], ¥F po [D] = W, so gilt, vgl. (1.14): 
en -s n+1 n+1 
e212 h, (L, a, 8) = (abs2W) 2 /[ \V+ w\ 2 wi dike 
ViW>o x ena g Yoo | 


Man kann nun, bei festem W, D so wahlen, daB L Diagonalmatrix wird. 
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Hiefert die absolute Konvergenz des Integrals hy(L, a, 8) fir ReB > 


Weiter 148t sich h, nach Vorstehendem und (1.23) durch dreifache Integration 
tiber Schleifen darstellen (die den Nullpunkt in positivem Sinn umschlingen) ; 
sd daB sich auch die Regularitatsbehauptung beweist. 


e=1: Das Gebiet (“** ")>0, (S vi1)>0 wird durch 


w= x(2*+ 1) + 22,0 = y(e*t 1) + 22, w= 2)/(x + 1) (y +_1) (2*+ 1) 
eineindeutig auf das Gebiet «> 0, y > 0, — co <z < oo abgebildet; dabei gilt 
(u+ l)v— w= (x + ly (244 1), u(v +: 1) — w= 2(y + 1) (241), 


dudvdw=Y\(x + D) (y + 1) (+ 1) (4+ Idzedydz, 





also 


h,(L, a, B) = [r(er+ 1, a, B-)h(2U'+ 1, B, a — 5) x 


rer x (22+ 1)** PF e040) dz, 


(1.27) hy (L, a’, B’) <h(1,«’, p’— 5) (0, p',a’—F)A(t+0,0°+ '- 4, 5), 


woraus, ahnlich wie oben, die Behauptungen folgen. 
Ubrigens erhalt man die Funktionalgleichungen von h, h, und allgemein h,, 


n+1 
einheitlich, indem man den Faktor |V + Z| 2 des Integranden gemaB (4) 
durch das J°,-Integral ausdriickt und die Integrationen vertauscht. 
(1.5), (1.8), (1.14), (1.15), (1.19), (1.25) und Hilfssatz 6 ergeben, weil 
|\L| = |4a2 H Y|, |H| = absT: 
Hilfssatz 7: Fiir |7'®| + 0 ist die Funktion von s 


r($ )r@—1 ey|? 
(25°) ap(s) = r(*5*) »() 
ganz und geniigt der Funktionalgleichung 


8 
(abs 27" -47(3) 76-0 a be 
) ar(s)= a(s) = «(3 — 8). 


*("F") 


Im Fall n = 2, h = 1 lautet yi 





s—2 8 8 
\2.H| % g-2n0 (HY) h(L, +, 5) 

















(1.28) = t(Q’] (Q= Q@»), 
und (1.5), (1.8), (1.14), (1.15), (1. m4 (1.22), (1.24) liefern, wenn abs ¢ = || 
gesetzt wird: 
Hilfssatz 8: Fiir |T| = 0, T + 0 ist die Funktion von s 
r(+) xe—1) “ye 
an _ eS Pe ((é| Y[(Q))*-? e—22!t! F(Q) x 
a. a ) r( 2 ) 





x h(4nclt| ¥(Q,°5~, “Z) 
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ganz und geniigt der Funktionalgleichung 


~£ 4 y(4) y@-1) 
(ie) Y(Q) ° i ha az(s) = a(s) = a(4 — 8). 


4, 


Nach (1.20), (1.21) und Hilfssatz 5 wird weiter 


on’ (23+) (2) 


3-8 
(1.29) ap(s)= |¥| ? Y(Q] ?- - 
»($) re» 


so da8 Hilfssatz 8 auf (7) und (9) zuriickgefihrt ist. 
Endlich gilt nach (1.2), (1.20), (1.21) fir T= 0 


s—2 2s—3) 
(1.30) ag (s) = ivy r( z_)?( 2 ) 
r($) re-1) 


4. Nachtraglich soll jetzt im Fall n = 2 auch Hilfssatz 3 bewiesen werden. 
Dies geniigt, weil es Zahlen y, y’> 0 mit y¥ < Y s y’'E gibt, fir Y = yZ; 
in den Gliedern der S,,-Reihe tritt e~°(/2-9("2) ja mit positivem V + E/2 
auf, vgl. (1.11), (1.13). GemaB (1.28), also H = (abst), L = (abs 4ayt[Q]) = 
= (4zy), wird die Konvergenz von 8,.(8>0) und S,,(a> 0) durch die 
evidente Konvergenz von 














a,(¥[(Q},s—1), 








$y etapemem 


t=1 (Qn) 
erwiesen. Fiir p + g = 2 kann man (1.10), (1.11) mit 
(1.31) D= a y ) 8, 2H[(s’}=-—!_L= . ’) 
0 $Vt aap 0 & 


ansetzen, S orthogonal, ¢,, ¢, die Betrage der Eigenwerte von 27. Weil 
t,+ t,> abso(27') und, falls o(27') = 0, t,+ t= 2t,, = abs27 = 1 gilt, ist 
stets t,+ t,=2. Daher laBt sich — gemaB (1.22), (1.26), (1.27) sowie, fiir 
B>0, hil, a, B) <dyl-* (d= B+a—1, falls «c21, 1S 1; d= B sonst; 
d,>0 von | unabhingig) — h,,(L, a, 8) <dt> “t>*: abschitzen, wobei 
d, 6,, 6.> 0 nur insofern von L abhangen, als eventuell 6, unterschiedlich fiir 
t.S 1 und ¢,=> 1(k = 1, 2) zu nehmen ist. Dies gilt fiir jedes feste Paar «, f, 
mit dem h,,(L, a, 8) konvergiert: nach Hilfssatz 6 (insbesondere der Funk- 
tionalgleichung) fir > + = 2,q=0) bzw. «> Fp = 0,q= 2) bzw. 
a> + p> > (P = q = 1). Also ist, s. (1.31), nur noch die Konvergenz von 

my] fteg'** (q, 1, %, reell; O <q <1) 

|T| +0 
(etwa mit der Anordnung t, < ¢,) zu zeigen. Dies geniigt fiir ganze x,, x,; sogar 
fiir positive ganze, weil thts t+ *t**(x= 1, 2,...). Weiter gilt ft} < 
< (t+ tet" <d,q-“@+% mit von t+, unabhangigen Zahlen d,, 
Math. Ann. 137 33 
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d,(0 <d, <1,0 <d,); und der allein noch zu untersuchende Reihentyp 


aeot * konvergiert, da, wenn 2 7' = (t, ,), abs t, ,= |t,,| geschrieben wird, 


(t, + t)®> & + 2 = 0(4 7%) = th, + 2the+ he > & (baal + Ihaal + Itaol)®- 


§ 2. by (s) 


1. Die Symbole {A™, B™}, {C™, Di}, {K™)} mégen die bei (1), (2), (3) 
erklarte Bedeutung haben und auch R= R’, T= 7" wieder, wie in der 
Einleitung, fir rationale bzw. halbganze Matrizen stehen. Man erkennt leicht, 
daB die Menge aller Klassen {C, D} sich eineindeutig der Menge aller Klassen- 
paare {A, B}, {K} zuordnen la48t und dabei C= KA, D= K B angenommen 
werden kann. Ein vollstandiges Reprisentantensystem der Klassen {K} 
erhalt man nach EIsENnsTEIN so: Man lasse k,,,..., ky, je alle natiirlichen 
Zahlen durchlaufen und dabei k,; ein vollstandiges Restsystem modulo k,,, 
jeweils fir i= j + 1,...,; man setze k,,= 0 fir 1 < i <j < n und (k,,) = K. 
Damit ist tibrigens (3) und y(s) = ¢,,(s) p(s) bewiesen. Weiter wird vermége 
A- B= R eine eineindeutige Zuordnung zwischen der Menge der {A, B} mit 
|A| + 0 und der Menge der R induziert (4, 8. 594]. Statt (16) gilt also auch 


(2.1) br(s) = Z = (abs A)-* 2 a(7 4“ B) 
{A, B}(|A| + 0) 
Bmod A 


(2.2) Cn (8) bp (8) = b (absC)-* e2*#o(TC“'D) | 
{C, D} (|C| + 0) 
DmodC 


wobei z. B. B, = B, modA mit einer Gleichung B,= B,+ AG (@™ = G’ ganz) 
gleichwertig ist. Fir Res=o¢>n+ 1 konvergieren diese Reihen absolut 
(6, S. 588], was im folgenden fiir n < 2 von selbst herauskommen wird. 

Beschrankt man sich in dem Vorstehenden auf die Klassen {A,, B,}, 
{C,, D,}, {K,}, fiir die abs A,, absC,, abs K, Potenzen einer festen Primzahl p 
sind, so bleibt die erwihnte Zuordnung auch zwischen diesen Klassen richtig. 
Multipliziert man die Gleichungen 


n—1 
2 (absK,)-*= mL (1 — p*-*)"?, 
=0 


{Kp} 
b= He (abs A,)—* e2*#o(T 45" Bp) | 


n—1 

(2.3) IT (1 — p*-*)b,= SY (absC,)-* e217 Cy" Dy) 

k=0 {Cy Dp} 

D,modc', 
jeweils iber alle Primzahien p, so erhalt man (3), (2.1), (2.2); denn variiert 
R modulo | und durchlauft R,= R;, alle rationalen Matrizen modulo 1, fiir die 
v(R,) eine Potenz von p ist, so 1aBt sich dabei (wie schon in [5], S. 654, ver- 
wendet) in eindeutiger Zerlegung R= 5’ R,mod1 mit »(R)= [7 »(R,) 

p Dd 
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erreichen, also 
(2.4) by(s) = I7b, . 
P 


In (2.3) summiere man zuerst iiber alle zulassigen D, bei festem C,. Mit 
geeigneten unimodularen U, V wird VC, U-" eine Diagonalmatrix 


h. = 0,1 

os ‘ = pht..tt muipoceh. 
aie ,! (; ’ i) he P , (= a 
Symmetrie von (C;'D,) (U']= F-!V D,U’ bedeutet fir VD,U'’= G = (g,,) 
das Bedingungensystem g,,= f;'/,9,, (1 < k <!<n); die Summationsvor- 
schrift D, mod C, ist mit G mod F, also g,, mod /, (1 < k <1 < n) gleichwertig. 
Nun bilden die Restklassen D, mod C, bei festem C, eine additive Abelsche 
Gruppe, so daB 

Beas Zz etxic(TC>'Dy) — gtnic(TC>" Dy) § ; 
D,modC, 

also S = ff f}~'...f,, wenn alle Spuren o(7'C>5"D,) = o(T[U-*] F-"@) ganz 
sind, und sonst S = 0. Das erste tritt genau dann ein, wenn die halbganze 
Matrix T(U-] = (ty) 


(2.6) €xity,=Omodf,, &i= 
befriedigt. 

Zu gegebenem F, (2.5), teile man die Gesamtheit der F U (U beliebig uni- 
modular) in Klassen {F U;} (i= 1,..., ip) auf. Diejenigen U = (u,,), fiir die 
{FU} = {F} baw. {F U} = {F U;} gilt, bilden eine Gruppe U, bzw. eine rechts- 
seitige. Nebenklasse U,U,; Uy wird auch durch F U F-!= 0 mod 1 oder 


(2.7) u,,= 0 modf;"/, (isk<lben' 


bestimmt und hat i, als Index in der vollen unimodularen Gruppe U. Nach 
Herleitung der Bedingungen (2.6) werden diese von (t,;) = 7’'[U~'] nur gleich- 
zeitig fiir alle U einer Nebenklasse U, U; befriedigt ; vermége (2.7) rechnet man 
aber auch leicht nach, daB mit (¢,,) auch (¢,,;) [(U] (U aus Uy) (2.6) erfillt. Ist 
ie= j(F, T) die Anzahl der Nebenklassen, ,,die (2.6) befriedigen“, so wird aus 
(2.3) 

n—1 


(2.8) IT (1 — p*-*)-*b,= S ivfite-*~--talh---fad*: 
k=0 F 


1(k= 1) 


2(k <1), (lskslsn) 


summiert gemaB (2.5) tiber 1,= 0,1,... (k= 1,..., 2). 
2. Im Fall n = 1 ist iy= 1 oder 0, je nachdem / Teiler von ¢ ist oder nicht 
(F = (f), T = (8); tiber (2.4), (2.8) folgt (8). 
Im Fall n = 2, in dem (2.7) 
Uy, = 0 mod p! (A= p's f= ph*) 
lautet, ist 
(2.9) ip= i Ah 


p+ pi'-? (l> 0). 
33* 
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Man sondere namlich fiir jedes m = 0, 1, ..., 1 aus einem vollstandigen Rest- 
system modulo p'-™ (das fiir m = I aus einer einzigen Zahl, man wahle die 1, 
besteht) alle die Zahlen aus, die zu p” nicht teilerfremd sind; a,, durchlaufe 
die ibriggebliebenen Zahlen. Erginzt man jedes Paar a,,, p™ zu einer uni- 


modularen Matrix (* ¥4 , so hat man fiir festes m 
* * 
p'(m = 0), p'-™— p'-™-1(0 <m <1), 1(m= l) 


und insgesamt 1 (J = 0) bzw. p'+ p'-1(l> 0) Matrizen festgelegt; diese bilden 
ein vollstandiges Reprasentantensystem der rechtsseitigen Nebenklassen von 


Up in U. Denn fiir gegebenes unimodulares(“°) ist die Forderung, daf 
(" ‘) (ts si (" *an~ “P") in Upliege, mit der Kongruenz va,, = up™ mod p! 


gleichwertig: diese zieht p= (v, p") nach sich und bestimmt eindeutig eine 
Restklasse a,, mod p'-™. 
Uber (2.4), (2.6), (2.8), (2.9) folgt fir 7 = 0 


(1—p-*)(1— p?-**) ba (s) = C(s—2)0(2s—3) 
(i-—--9(1-p-* O°) = F(a) C (28 — 2) 

lho Fall n = 3 kann man gemaB (2.5), (2.7) fiir ip= i(l,, 1) = i(ls, 1.) den 
Ausdruck 


(2.10) b= 








l (ly= 0, l= 0) 
tan nt ett ht (4= 0, > 0) 
A kD ae el (l,> 0, = 0) 


(pth pth-14 pAh-2) (pens yeh-1) (14> 0, 14> 0) 
beweisen und damit fir 7 = 0 
(l—p-*) (lL—p*-**) § (8 —3) €28—5) 
by = (1 —p*-*) (l—p*-**) ’ bo(s) = t (8) f (2s—2) 

3. Weiterhin sei n= 2 und 7+0. Die ,,Klasse von 7, {7}, wird 
als die Gesamtheit der 7[U] (U beliebig unimodular) eingefiihrt. Weil 
U,pU,> Uy U,U (i= 1,..., tp) eine Permutation der Nebenklassen von Up 
bedeutet, wobei 7 [U7"] = T[U] ((U;, U)-*], ist jp und damit nach (2.8), (2.4) 
auch b,, by(s) Invariante der Klasse von 7’; das gilt auch von den — (¢,;) aus 
{7} zugeordneten — ganzen Zahlen 


(2.11) t= (t:1, 2tyg, tog), & = (Ztyg)? — 4b toe 








sowie der Diskriminante ¢* des durch ye erzeugten Korpers und dem Kron- 
eckerschen Symbol y(p) = x7(p) = (=) ; &%, 2aseien die genauen Exponenten, 
mit denen die Primzahl p in t, bzw. t/t* aufgeht®). Es gilt 


(2.12) Osa,S5a, 





5) Auch + co ist als ,,Exponent* zu erklaren (mit dem p in 0 steckt) und im folgenden 
jede Relation, in der +o auftritt, sinngem&8 zu interpretieren. t* und y(p) werden nur 
im Fall ¢t + 0 verwendet. 
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denn z. B. fir p= 2, 7(2) = 0 kann in 
22 (2 —%,) ¢* == 2-2%¢ = (2'-%,,)* mod4 


links keine ungerade Zahl stehen — sie wire zugleich =1 und =3 mod4 — 
vielmehr nur eine Zahl =0 mod 4. 


Hilfssatz 9: Ist F = (z : ), so gilt 


0 pratt 
1(1,= 0), p> + p»-*(l,> 0), fallssa, L+hksa, 
plas — tat tap} falls l,S a, a, <4+1,52a— mu, 
jp=7(F, T)= 4 (x) + Dw", fallslsa, += 2a-m+1, 
x(P) (x(p) + 1) p-*, fallsl,sam, 44+ l22a—a,+2> 
0, falisl,> a, L220. 


Beweis: 1,, l,, {7} seien fest, dagegen (¢,,) in {7} jeweils zu F ,,passend“ 
gewahlt. Falls j,> 0, kann man (2.6) annehmen, und es folgt 1, < «,. Weiterhin 
werde |, < a, vorausgesetzt. Dann ist jp gleich der Anzahl der bei (2.9) fest- 


gelegten Matrizen we "a (m= 0,...,1;1=1,), die 
* * 

erfiillen. Offenbar bedarf der Satz nur fiir den Fall 1,+ 1,> «, noch des Be- 
weises. Dazu bestimme man bei fester Potenz p’(r=1) (t,,) so, daB mit 
ganzen a, b,c 

pt, 
94) mod’ , c= O0(p> 2), 

c= Ooder 2 4c (p= 2), 


2a 
c 


(2.14) (p-*2ty:) = ( 


ausfallt*), insbesondere zufolge (2.11) 
(2.15) p-*™t = c?— 4ab modp’. 


Halt man 
i rae- {| 4+1,+% (p> 2), 
so wird (2.13) mit 

ap?” — cp™a,,+ baz, = 0 modp''*)-™ 


gleichbedeutend, dies wiederum — weil Lésungen a,,, (a,,, p”) = 1, ersichtlich 
héchstens bei m = 0 existicren — iiber (2.15) mit 


(2.17) (2ba,— c)?= p-*™t modp’ . 
Liegt (2.17) mit c + 0 vor, so ist gemaB (2.15) 2-?™¢ ungerade. Nach allem gilt 
(2.18) jp= 2+ 2-8 A (2°) (p= 2) bzw. p»-* A(p*) (p> 2) 


6) Diese leicht herzuleitenden Normalformen stehen schon, sogar auf n-reihige (ganze) 
Matrizen verallgemeinert, in Minkowskis Preisarbeit. 
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mit der Anzahl der Lésungen x mod p’ von z* = p-**¢ mod p’ 


pie) (Bs 2y) 
(2.19) A(p*)= 4 (x(p) + 1) p” (B= 2y+1), 
x(P) (x(P) + 1) p” (BS 2y + 2) 


SS a ee j 
i a— (p> 2). 


Durch (2.16), (2.18), (2.19) ist aa Beweis erbracht. 
Mit den Abkiirzungen W = r 4 pi e-9, w= pt@-2)-a—s) (¢ + 0) oder 
0(¢ = 0) und der Formel 


2(a—m) a 
Er pl/2}+ tas) = Go ——— sua 1) (l — pie—%) (3-28) 
tel 


erhalt man iber (2.8) und Hilfssatz 9 
Bor 10-99 + he +H), 


K= s {+ + z= (p+ pe 1) pe a- o| pre-ae, 


= 
a 2a-— ae 

L= > piteeunenaol p' 3-2) — D,+ L, . 
4, =0 (4 =a,-L,4+1 


M= (xz(p) + 1) p'-*wW, 


N = 2 {x0) (x (p) + 1) p*-4% ty pro} pt @—28) 


l,=2a—a,—1,4+2 
— 2(P)+ x? (P) p-2*wW 


1 pa p- s 
und weiter 


a > y—h,-1 
- 5 {a + p-) Ss pe ea-s + pim—h) eal p" (3-28) + pm (3-28) 
i,=@ 


1+p- @—1 a,—-1 a a,—t, 
=F .. P2 ~, ph @-)+he@- a) _ ¥"  pee- 8) +1 - rol 
a i,=0 i,=114,=0 





+ p»@-9) W— rere { 2 p' @-*) a puc-9 w| + p™ @-s) Ww i 


L,= (72s - 1) p=e-ow, t= (I -75=)«W, 


l-s 
K+ L,= ae 7 P: pia-s, 
1+ p'- ‘ tPF” ‘ 
a; 


L,+ M+N= - wW + a OW 


—p-t —x(p) p-* 
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Beachtet man noch im Fall ¢ + 0 
(1 (9) 9-9 ( Spt — ww) (— pw 


-5 pie-9 {(1 — pia—t+) @-29) _ x (P) p-(l a pe-9 (@-29)} 


sowie (2.4), (2.12), so ergibt sich insgesamt (in Verallgemeinerung von (2.10): 
Hiltssatz 10: Ee gilt fiir T + 0 


l—o-*) (1 — —8s 
Cara PP, falls |7| = 0 
F,, falls |T| +0, 





by =) —p-)(l—p-™) 


1—x(p) p*-* 
mit dem Polynom in p-* 
> p'-*) 
=0 
a-t-1 


a a-i 
~, pia-* lala xp) p=" x, pm (3-29) ' 





F,= F,(s)=¢' 





welches 
p@-9F, (4 — 8) 
F,(8) = p*@-29 F (3 a 8) 
erfillt’); und weiter 
(28 —3) 
ba (s) = | gy oy 
C(e) o(2s—2) 
mit Ly(s)= 3» x(k) k-* und der endlichen Dirichletschen Reihe der Variablen s 
k=1 
ITF, 
o’ = ¢ 
Fr se IT F, : 
die der Funktionalgleichung 
a-6 Fr(4 - 8) 


7H) )(4)8—* peg — 9 


F,7(s) 
F7(s) 





geniigt. 
Ubrigens ist im Fall |7|=0, fir ein gewisses unimodulares U, 
7 = +(¢ 6) (U7); und nach (8) und Hilfssaty 10 wird 
_ Se—5(2s—3) 5”, _ 
(i 0 = Fayce—ay “s%— 1)» 
o 0 


so daB die Funktionalgleichung von b7(s) auf (10) zuriickgefihrt ist. 


(2.20) by(s) = b 





m, > a —I1— 1 — m,(|T| + 0). 
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FolgendermaBen kann F77(s) gleichmaBig in s majorisiert werden. Fir 
|T|= 0 ist F,(s)= 3’ K-* schon in der Einleitung abgeschatzt worden. 


Far |T|+0 git 
a 2(a—l) 3 
absF7(s)< JT SY pi@-9 prle- ) 


pit t=0 m=0 
3 ‘ 
=Se-y i’, 
Rit ae 
ee 


woraus man (unscharf) etwa 


absF'7(s) < ff ps (2 YR) 








(2.21) F,(s) =0 (()’) (u> 0, u> 2-0) 


folgern kann. 


§ 3. Analytische Fortsetzung und Funktionalgleichung von @ (Z‘?), s) 


Weiterhin sei n = 2. GemaS den Vorbereitungen (11), (13), (15), (1.29), 
(1.30), (2.10), (2.20) gilt 








(3.1) p(s) = Do(s) + D,(s) + D,(s) , 
s 1 ( 7. per o(s—1) 
(3.2) P,(s) = |¥|2 + |¥|2X \\¥| * Y[Q) — + 
m7) (8) 
4 yp e(s —2)(9(2s—3) 


e(s)e(2s—2) ° 


®, (s) = a > {irl Y[Q] 2 Cg, (8) + 
t+0 Q 





(3.3) Lao tel A e(s—1) e(2s—3) | ,. 
+|¥| 2? YQ) 2 %%,,(s-1) o(8) @(28— 2) |e seX(@), 
Ca,+(8) = a,( ¥ [Q], 8) b,(s) , 


(3.4) P,(8)= Sap (s) by(s) et*D , 
\T| +0 
summiert tiber alle Spalten Q@-) teilerfremder ganzer Zahlen, unter Identifi- 
zierung von + Q, alle ganzen Zahlen ¢ + 0 und alle halbganzen symmetrischen 
Matrizen 7’ vom Rang 2. 
Da 


r= Zin * ¥[Q]) 2 


oder vielmehr y*(s) = (8) g*(s) eine Funktion von dem (in der Einleitung 
fiir n = 1 behandelten) Typ (2’) ist, fiir den (12) gilt, ist ®,(s) meromorph und 
geniigt dank g(s) = o(1 — s) der Funktionalgleichung 


(3.5) 0(8) o(28 — 2) Dy(s) = Qy(s) = (3 — 8) ; | 
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fir Res = o > 2 ist ®,(s) regular bis auf einen Pol 1. Ordnung in s = 3 vom 
Residuum 902-*. 22,(8) weist héchstens Pole 1. Ordnung in s = 0, 1, 2, 3 auf; 
die Residuen in s = 0 und 3 sind — o(3) bzw. 0(3). 

Wie schon in der Einleitung gesagt und in § 1, § 2 bestatigt, ist co, .(s) o(s) 
fir ¢+0 eine ganze Funktion mit den Eigenschaften (7)—(10), also die 
Funktion 


IYI? YLQ]_® cqu(s) (8) e(2s ~ 2) + 


+ |¥| 2 YQ) 2 cg,s(s—1)e(s— 1) o(28 — 3) = x(s) = x (3—2) 


meromorph mit allein Polen 1. Ordnung in s= 1 und 2. Vermége der in der 
Einleitung angegebenen Abschatzung von £ (s)b,(s) und Hilfssatz 3 (n= 2,h= 1) 
konvergieren die Reihen 


(3.6) 


ry abs (¥ [Q]” ¥ ¢o,«(#) 0(8) = abs (¥ (9) . co,s(¢ - 1) fe - 1) 
t+0,Q t+0,Q 


in der Halbebene o > 1 und in jeder dort gelegenen Kreisscheibe offenbar sogar 
gleichmaBig. Die Entwicklung (3.3) ist demnach zuniachst fiir ¢ > 1, nach (3.6) 
aber gleich in der ganzen s-Ebene giiltig, stellt dabei eine meromorphe Funktion 
dar und geniigt, s. (3.6), der Funktionalgleichung 


(3.7) 0(s) 0(28 — 2) D,(s) = 2,(8) = 2,(3 — 8) ; 
fiir o > 2 ist ®,(s) regular, wahrend 2,(s) nur Pole 1. Ordnung in s = 1 und 2 
aufweist. 

Hinsichtlich (3.4) beachte man die Hilfssitze 7 und 10 (mit den Bezeich- 
nungen ¢= 0 (** <0) oder 1 (¢* <0), #* gleich Diskriminante des durch 
Vt = /—|27| erzeugten Korpers) sowie 

= 41— 
(abs #*)2 y (**5—*) Lele) = er(s) = or(1 — 8). 
Danach ist die Funktion 
(3.8) o(8) 0(28 — 2) ap(s) bp(s) = x(s) = (3 — 8) 
meromorph mit héchstens Polen 1. Ordnung in s= 1 und 2; und vermége 


(2.21), Hilfssatz 3 (n = h = 2), ferner der durch Abelsche Summation erhiit- 
lichen Ungleichung *) 


abs L p(s) < abs(2st) €(¢ + 1) (o > 0;t* + 1) 


zeigt sich die Giltigkeit auch der Entwicklung (3.4) zunachst fiir o > 1, dann 
nach (3.8) in der ganzen s-Ebene. Fiir ®,(s) folgt Meromorphie, Funktional- 
gleichung 

(3.9) 0(8) o(28 — 2) D,(s) = 2,(s) = 2,(3 — 8), 


Regularitat fiir o > 2; fiir 2,(s) sind allenfalls Pole 1. Ordnung in s = 1 und 2 
festzustellen. 


8) Jede Koeffizienten-Partialsumme der L7-Reihe ist absolut kleiner als } abs (* <= 
S 2 abs t. 
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Zusammenfassung gem&B (3.1)—(3.4), (3.5), (3.7), (3.9) erweist g(s) als 
meromorphe Funktion, die (17), d. i. 

0(8) o(28 — 2) p(s) = w(s) = w(3 — 8), -w(s) = 2Q,(s) + 2,(s) + 2,(8), 
erfillt und fiir o > 2 bis auf einen Pol 1. Ordnung in s = 3 regular ist. w(s) hat 
Pole 1. Ordnung in s = 0 und s = 3, iiberdies nur — vielleicht — noch in s = 1 
und ¢ = 2. 

Es verdient bemerkt zu werden, daB man zum Beweis der Meromorphie 
von @(s) statt Hilfssatz 10 nur.zu wissen braucht, daB die F,, Polynome in p~* 
sind, deren Produkt F'7(s) sich in gewisser Weise (gleichmaBig in s) majorisieren 
14Bt; explizite Gestalt und Funktionalgleichung von F, kénnen unbekannt 
bleiben. Die Funktionalgleichung von ¢(Z, 8) gewinnt man dann unter Be- 
nutzung der Grundeigenschaften von y(Z, 8) hinsichtlich Z, die in dieser Arbeit 
gar nicht beriicksichtigt worden sind, aber bei der Untersuchung der Laurent- 
reihen in den Punkten s = 0, 1, 2, 3 notwendig von Interesse werden: Invarianz 
gegeniiber Modulsubstitutionen und elliptische Differentialgleichung; die 
Funktionalgleichung der b,(s) (7' + 0) wird dabei mitgeliefert [7]. 
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Berichtigungen und Erginzungen 
zu ,,Uber ein Verfahren in der Theorie der impliziten Funktionen und Extrem- 
werte‘‘ von OrnmaR ZavuBEK, Math. Annalen, Bd. 137, S. 167—208 (1959). 


167, (S. 167, 4. Zeile v. unt.) st (statt): genauso . . . s: (soll es heiBen) genau 
so. 170" st: der doppelte Rest 2R,...s: der Rest R,... 171, st: t]/ <1... 
s:O0stsl. 172" st: js) S1...8: OSs. 173” st: folgenden 
Zusatz ...s: einen Zusatz. Dabei wollen wir die folgenden abkiirzenden Aus- 
drucksweisen beniitzen: Ist die reelle (komplexe) Funktion /(z,,..., z,) auf 
der Menge A des Raumes der z,, . . ., 2, durch eine auf A konvergente Potenz- 
reihe in 2,,..., 2, mit dem Mittelpunkt p darste!'bar, so heiBe f auf A p-ana- 
lytisch. Ist f far jeden Punkt a der abgeschlossenen Hiille A von A a- enalytioch 
auf A, so heiBe f auf A vollanalytisch. 

173*9/%4 st: in einer Kugelumgebung U von: (0, . . ., 0) analytisch . . . s: auf 
der offenen Menge U (0, ..., 0)-analytisch, bzw. vollanalytisch . 173,, st: 
analytisch ... 8: (0,..., 0)-analytisch, bzw. vollanalytisch . 177® sind die 


Worte: so gewahlt werden kann, zu streichen. 178° st: (3), 8: go(%)- 


178,, st: f3 ,(0,0)g2(0, %) 8: 6f3 (0, 0)g.(0, 2). 179% streiche : fast. 180,, ist anzu- 
fiigen: Wir nennen nun allgemein den Funktionswert F (p,) ein isoliertes lokales 
oder eigentliches lokales Minimum (Maximum) der eindeutigen reellen Punkt- 
funktion F/A mit dem Erklarungsbereich A, wenn es eine reduzierte Umgebung 
U’ von pp gibt, so daB fiir jeden Punkt p¢ A U’ F(p) > Fp) (F (p) < F'(po)) ist. 

1862 st: in A, s: in einem offenen Intervall Af ¢ A, der kartesischen 


2, Z,-Ebene, welches (0, 2,) zum Mittelpunkt hat, ... 186,, st: A, s: Af. 
189"? st: 2.8: 2. 196° st: y*(0,0,...;0) s: y*(0,...0). 196,, nach|y| <h ist 
anzufiigen: weiches Teilmenge von U ist. 196, st: von zwei . .. 8: von éiner. 


200° st: bzw. analytisch . ..s: bzw. (2p, yo)-analytisch. 200,—200, der letzte 
Absatz hat zu lauten: .g, bzw. ,g ist bis auf seinen Erklarungsbereich A durch 
f(x, y) und (29, yo) eindeutig bestimmt. g(z), bzw. 7(Z) ist durch f und (2, y) 


, ‘ ‘ f af : 
12 SS ot- 
eindeutig bestimmt. 201 st: (54 i )e. 98: (5 3 i). os * 201 — jede Null 


5 a alt a ¢ 7 
stelle ... s: jede reelle Nullstelle. 201° st: (5 = o® s:(52),.. ~~ 201 
nach (0, 0) ist einzufiigen: und f(0,0)= 0. 201,, st: eine Umgebung s: eine 
benvens Umgebung . 201, nach o > 0 ist einzufiigen: und zu jedem M mit 


20+ oy |e}| < M <+ co. 201, nach o ist einzufiigen: und auBerdem |z| < M 


j=1 
ist. 201, nach z, +0 ist einzufiigen: und ist die unendliche Folge ((%)) 


beschrankt. 202° nach n ist einzufiigen: oder ist (22) nicht beschrankt. 


202, u. 202, st: Grad s: Ordnung. 205° st: Nullstelle s: reelle Nullstelle. 
2074 st: v,(w), s:v,(u),.... 


(Eingegangen am 10. April 1959) 

















